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CHAPITRE  PREMIER 

DES  LIEUX  IMAGINAinES  DONT   IL  SERA    QUESTION  DANS  CET  OUVRAGE 

1 .  Les  solutions  imaginaires  d'une  équation  indéterminée  sont  infini- 
ment plus  nombreuses  que  les  solutions  réelles  de  la  même  équation. 

Une  équation  f  (x,  y)  =  0,  ne  contenant  qu'une  variable  indépen- 
dante, ne  fournit  qu'un  nombre. limité  de  suites  de  solutions  réelles, 
embrassant  des  espaces  plus  ou  moins  étendus  entre  4-  <»  et  —  00 ,  soit 
par  rapport  à  a?,  soit  par  rapport  à  ^  ;  mais  si,  dans  la  même  équation, 
on  remplace  x  par 

et  y  par  

v  +  f^v-^ 

comme  on  n'aura  entre  les  quatre  variables' a,  ^,  a,  ^'  que  deux  rela- 
tions, provenant  de  la  décomposition  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion 

en  ses  deux  parties  réelle  et  imaginaire,  l'indétermination  deviendra 

i 


irte  que  deux  des  quatre  nouvelles  variables  pourront  être 
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dans  une  équation  f{x,  y,  z)  =  0,  l'indétermination  n'est 
inl  qu'on  n'en  considère  que  les  solutions  réelles,  et  devient 
rsqu'il  s'agit' des  solutions  imaginaires. 

iirrait  donc  étendre  considérablement  le  champ  d'une 
élerminée,  en  s'babituaot  à  en  étudier  les  solutions  ima- 
i  bien  que  les  solutions  réelles  ;  on  les  classerait  d'abord 
ire  l'indétermination  au  même  ordre  que  celle  des  soin* 
le  la  mSine  équation,  et  si  l'on  pouvait  ensuite  attacher  à 
elles  et  sensibles  la  représentation  sous  forme  imaginaire, 
l'on  serait  parvenu  à  exprimer,  sous  une  même  formule, 
>i  principale  et  caractéristique  observée  par  les  variables 
n  outre,  une  inAnité  d'autres  lois  analogues  à  la  première, 
ploi  dés  formes  négatives  aurait  permis  de  condenser  dans 
rmule  l'expression  des  lois  correspondant  aux  difTérentes 
même  phénomène,  et  l'emploi'  des  formes  imaginaires 
l'y  lire  encore  l'expression  des  lois  d'une  inllnité  de  phé- 
logues  au  premier. 

on  à  deux  variables  pourrait  représenter  une  courbe  réelle 
é  de  courbes  imaginaires;  une  équation  à  trois  variables 
t  une  surface  réelle  et  une  inlinité  d'infinités  de  surfaces 
On  conservera,  par  abréviation,  la  qualification  d'imagi- 
urbes  et  surfaces  fournies  par  les  solutions  imaginaires  des 
idiées,  mais  elles  seront  parfaitement  réelles,  les  coor- 
lacun  de  leurs  points  n'étant  construites  qu'après  avoir  été 
t  débarrassées  du  signe  de  l'imaginarité. 

sation  du  plan  qui  vient  d'être  indiqué  nécessite  la  solu- 
questions  préalables  :  comment  classera-t-on  les  solutions 
l'une  équation  à  deux  ou  à  trois  variables;  et  comment 
ruira-l-on  le  point  correspondant  à  chaque  solution  ima- 
m  résolvant  arbitrairement  ces  deux  questions,  on  pourrait 
eu  géométrique  représenté  réellement  tous  les  lieus  ima- 
l'on  voudrait  et  qui  n'auraient  avec  le  premier  aucune 
imune,  présentant  quelque  intérêt. 
,  il  faudra  que  les  lieux  imaginaires,  associés  au  lieu  réel, 
imes  quels  que  soient  les  axes  auxquels  le  lieu  réel  vienne 
'té;  c'est-à,-dire  que  les  coordonnées  réelles  de  chaque 
lire  devront  se  former  des  parties  réelles  el  imaginaires  de 
ées  imaginaires,  suivant  une  loi  telle  que  ce  point  se 
ours  ÎL  la  même  place  sur  le  plan  ou  dans  l'espace,  soit 
truise  par  rapport  aux  anciens  axes,  au  moyen  de  ses  coor- 
nies  par  l'équation  proposée,  soit  qu'on  le  construise  par 
nouveau  système  quelconque  d'axes,  au  moyen  de  ses 
ordonnées  composées  des  anciennes,  d'après  les  formules 
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propres  à  passer  de  l'un  des  systèmes  d'axes  à  l'autre,  pour  un  point  réel. 

Cette  question  étant  supposée  résolue,  il  faudra  en  second  lieu  que 
les  lieux  imaginaires  associés  au  lieu  réel  étant  déGnis  et  construits,  on 
puisse  les  étudier  aussi  bien  dans  l'équation  qui  les  représentera  imagi- 
nairement  que  dans  celles  qui  les  représenteraient  réellement';  il  faudra 
que  les  mêmes  questions  posées  par  rapport  au  lieu  réel  ou  par  rapport 
à  l'un  quelconque  des  lieux  imaginaires  représentés  par  la  même  équa- 
tion^ puissent  être  résolues  au  moyen  des  mêmes  calculs,  de  façon  que 
pour  passer  de  l'un  des  lieux  aux  autres,  il  n'y  ait  jamais  qu'à  substituer, 
dans  les  résultats  obtenus,  des  coordonnées  imaginaires  à  des  coordon* 
nées  réelles,  et  non  pas,  ce  qui  est  bien  différent,  de  certaines  fonctions, 
plus  ou  moins  faciles  à  découvrir,  des  paramètres  des  lieux  imaginaires 
à  des  fonctions  analogues  des  paramètres  du  lieu  réel,  comme  on  l'avait 
fait  jusqu'ici  dans  toutes  les  tehtatives  de  géométrie  comparée,  comme 
on  fait,  par  exemple,  lorsque,  pour  passer  de  l'ellipse  à  l'hyperbole,  on 
remplace,  dans  les  résultats,  le  carré  de  l'un  des  axes  de  la  première 
courbe  par  le  carré  affecté  du  signe  moins  de  Taxe  non  transverse  de  la 
seconde. 

L'être  géométrique  alors  ne  serait  plus,  comme  dans  l'antiquité,  une 
branche  ou. nappe  de  courbe  ou  de  surface,  jouissant  dans  toute  son 
étendue,  et  sans  aucune  modiOcation  quelconque,  de  propriétés  abso- 
lument identiques  ;  ni,  comme  dans  la  géométrie  moderne,  un  assem- 
blage de  plusieurs  branches  ou  nappes  dont  les  points  jouiraient  de 
propriétés  pareilles,  à  la  différence  près  de  quelques  changements  de 
sens  ou  de  direction;  mais  une  courbe  ou  surface,  lieu  principal  dans  la 
question  qui  en  aurait  fourni  l'équation,  accompagné  d'une  infinité 
d'autres  lieux  secondaires,  jouissant  de  propriétés  analogues,  et  qui  se 
substitueraient  au  lieu  réel  toutes  les  fois  qu^il  ne  pourrait  plus  fournir 
les  solutions  déterminées  des  problèmes  qu'on  se  serait  proposé  de 
résoudre. 

Il  est  clair  au  reste  que  les  deux  questions,  bien  qu'elles  puissent  être 
posées  séparément,  devront  être  résolues  simultanément,  en  quelque 
sorte  l'une  pour  l'autre;  il  eût  été  effectivement  impossible  de  les 
séparer  à  l'origine  :  toutefois  nous  pourrons  nous  borner  ici  à  donner 
successivement  la  solution  de  chacune  d'elles,  sauf  à  vérifier  ensuite  que 
ces  deux  solutions  concourent  bien  au  but  proposé. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  équations  à  deux  variables,  c'est* 
à^dire  des  lieux  plans. 

Des  coiu'bes  imaginaires. 

4.  Mettons  de  côté,  pour  un  moment,  la  question  dfi  construction  : 
la  suite  de  solutions  imaginaires  de  l'équation  proposée,  qui  devra  pré- 
senter le  plus  d'intérêt  et  fournir  le  lieu  le  plus  analogue  au  lieu  réel, 
sera  évidemment  celle  qui  comprendrait  toutes  les  valeurs  réelles  de  x, 
auxquelles  correspondraient  des  valeurs  imaginaires  de  y.  De  toutes  les 
suites  de  solutions  imaginaires  de  l'équation  proposée,  ce  sera  celle 

% 


oignera  le  moins  de  la  suite  des  solutions  réelles  de  la  même 
n. 

cette  première  idée  en  suggère  immédiatement  une  autre  :  si 
ide  question,  qui  doit  nous  occuper  bientôt,  peut  être  résolue, 
eut  trouver,  pour  construire  le  point  correspondant  &  un  système 
jrs  imaginaires  de  x  et  de  y,  une  règle  qui  fournisse  toujours  le 
loint  pour  la  même  solution,  transformée  en  raison  d'un  chan- 
d'axes,  à  chaque  système  d'axes  correspondra  une  suite  de 
is  imaginaires,  par  rapport  à  y  seulement,  présentant  tout  autant 
t  que  la  première. 

nséquence,  on  réunira  dans  une  même  suite  toutes  les  solutions 
ires  de  l'équation  proposée  qui  pourraient  devenir  en  même 
Selles  par  rapport  à  a:,  moyennant  un  changement  d'axes  cou- 
se trouvent  définies  toutesfies  suites  de  solutions  imaginaires  de 
)n  proposée  qui  fourniront  les  différents  lieux  imaginaires  que 
□sidérerons  comme  représentés  par  cette  équation. 

!st  facile  de  découvrir  te  caractère  analytique  commun  à  toutes 
tions  qui  formeront  une  même  suite;  et  ce  caractère  étant 
la  transformalioD  préalable  de  coordonnées  deviendra  superflue, 
ra  rechercher  toutes  ces  solutions  dans  l'équation  proposée  etle- 
en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  construire  le  point  représenté 
sune  d'elles. 
t  

données  d'un  point  imaginaire  :  une  transformation  d'axea  les 
a  en 

i'  =  ma;  +  ny  =  m«  +  n«'  +  (m^  +  nff)  v^, 
y'  =  nix  +  ri  y  =  m'«  +  nV  +  (m'fl  +  «'>')  V-  1  ; 

elle  abscisse  du  point  considéré  serait  donc  réelle  si  —  se  trou- 

I  à  —  ^.  On  voit  que,  quelles  que  soient  les  équations  qu'on  ait 

P 
on  de  traiter,  ensemble  ou  séparément,  une  même  transFor- 
de  coordonnées  pourra  rendre  en  rnSme  temps  réelles  les  ab- 
le  tous  les  points  représentés  par  celles  de  leurs  solutions  dans 
es  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  y  et  de  x  aurait  la 
aleur. 

jn  des  lieux  imaginaires  que  nous  nous  proposons  d'étudier, 
emment  avec  le  lieu  réel  représenté  par  une  équation  quel- 
sera  donc  fourni  par  les  solutions  de  cette  équation  où  le  rap- 
I  parties  imaginaires  de  y  et  de  x  aurait  la  même  valeur. 


/ 
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Nous  désignerons  habituellement  ce  rapport  par  la  lettre  G,  et  nous 
lui  donnerons  le  nom  de  caractéristique  du  lieu  imaginaire  correspon- 
dant, qui  lui-même,  lorsqu'il  aura  été  construit,  prendra  le  nom  de 
conjuguée  du  lieu  réel. 

Les  caractéristiques  d'un  même  lieu  imaginaire  rapporté  successive- 
ment  à  deux  systèmes  d'axes  différents,  sont  liées  par  une  relation  qu'il 
sera  utile  de  conndtre. 

Les  formules  de  transformation 

_a?^sinXTr+y^sinY^Y 

^'^    '         sinYX 
et 

x'  sin  X'X  +  y'  sin  Y'X 
^  sifiYX 


donnent,  pour  la  solution  ar=:a-fjiv^— l,y  =  a'-}-pG^— J  qui  cor- 
respond à  la  solution 

t/  =  a\  +  p,C'  yCTî, 


et 


_  Pi  (sin  X^X  +  C'  sin  Y^X) 
'     ~  sin  YX 

^(sinX'Y+C'sinY'Y) 


P  = 


sinYX 


d'où 


_       sin  X'X  +  G  sin  Y'X 


fXr    J 


sin  X'Y  +  G  sin  Y'Y 


équation  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

ce  sin  Y'Y  +  G  sin  XY  ~  G'  sin  Y'X  —  sin  X'X  =  0. 

6.  Il  suffirait  de  changer  convenablement  la  direction  de  Taxe  des  y 

pour  rendre  réelles  par  rapport  à  x  telles  solutions  que  l'on  voudrait, 

B'  . 

où  ^  aurait  la  même  valeur;  en  effet,  des  solutions  actuellement  réelles 

par  rapport  à  x  resteraient  telles,  quelque  nouvelle  direction  qu'on 
donnât  à  l'axe  des  x  sans  changer  celle  de  l'axe  des  y  y  puisque  la  nou- 
velle abscisse  ne  dépendrait  que  de  l'ancienne. 

Si  l'on  ne  fait  varier  que  l'axe  des  y,  la  relation  précédente  se  sim- 
plifie ;  elle  devient  * 

GG'sinYTr+  G  sin  XY  —  G' sin  Y'X  =  0, 
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On  peut  tirer  de  cette  équation  une  relation  entre  la  caractéristique  du 
lieu  imaginaire  qu'on  veut  considérer  et  la  direction  qu'il  faudrait 
donner  à  l'axe  des  y,  pour  rendre  ses  abscisses  réelles. 

G  étant  la  caractéristique  du  lieu,  si  ses  abscisses  sont  devenues 
réelles,  G'  est  infini  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

G  sin  Y'Y  =  sin  Y'X, 

ou 

sinjrX 

sin  YY* 

G'est-à-dire,  que  la  caractéristique  de  chaque  conjuguée  est  le  coefficient 
angulaire  de  la  direction  qu'il  faudrait  donnera  l'axe  des  y,  pour  rendre 
ses  abscisses  réelles. 

7.  Arrivons  maintenant  à  la  construction  du  point  représenté  par 
chaque  solution  imaginaire. 

Toute  équation  pouvant  être  théoriquement  considérée  comme  dé- 
composabie  en  équations  du  second  degré  par  rapport  à  la  variable 
dépendante,  et  toute  conjuguée  pouvant,  d'un  £^utre  côté,  être  ramenée 
à  avoir  ses  abscisses  réelles  :  la  marche  à  suivre  consistait  à  choisir 
d'abord  un  mode  convenable  de  construction  de  la  conjuguée  à  abscisses 
réelles  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  du  second  degré  en  y 


et,  ce  mode  de  construction  adopté,  à  voir  ensuite  quelle  serait  la  règle 
à  suivre  pour  retrouver  la  même  conjuguée  à  l'aide  des  coordonnées 
imaginaires  nouvelles  de  ses  différents  points,  fournies  par  l'équation 
du  même  lieu,  transformée  à  la  suite  d'un  changement  quelconque 
d'axes. 
Or  il  paraissait  naturel,  pour  prolonger  la  courbe 


y=<fix)±:yj^{x), 
■dans  les  intervalles  où  ^{x)  se  trouvait  négatif,  de  lui  associer  la  courbe 


y  =  cp(x)±>/— +  (^)> 

de  façon  que  toute  parallèle  à  l'axe  des  y  coupant  toujours  en  deux 
points  soit  la  courbe  réelle,  soit  sa  conjuguée  à  abscisses  réelles,  elles 
occupassent  à  elles  deux  tout  l'espace  compris  de  x= — oo  à  x=4"  *  • 

Getle  règle  s'étend  sans  difficultés  à  une  équation  de  degré  quel- 
conque. # 

La  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  la  courbe  représentée  par  une 
équation 
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f{x,  y)  =  0, 
c*est-à-dire  la  conjuguée  fournie  par  les  solutions  de  la  forme 


•> 


de  cette  équation,  s'obtiendra  en  substituant  à  chacune  de  ces  solutions 
le  système  de  valeurs 

j:  =  a, 

de  sorte  que  si  Téquation  proposée  est  de  degré  m  en  y,  toute  droite 
parallèle  à  Taxe  des  y  coupera  toujours  en  m  points  soit  la  courbe 
réelle,  soit  sa  conjuguée  à  abscisses  réelles. 

8.  Ces  règles  posées,  il  reste,  comme  nous  l'avons  dit,  à  voir  comment 
la  conjuguée,  qui  vient  d'être  définie,  pourra  être  construite,  par  rap- 
port à  un  nouveau  système  d'axés,  au  moyen  des  solutions  qui  lui  cor- 
respondront dans  réquatioii  nouvelle  du  lieu,  solutions  qui  d'ailleurs 
ne  devront  être  que  les  transformées  de  celles  qui  la  fournissaient 
précédemment. 

Or  soient  généralement 

les  coordonnées  d'un  point  imaginaire  quelconque  :  une  transformation 
de  coordonnées  les'  changera  en 


x'  ^=i  mx  -{•  ny  =i  md  -{•  na  +  (m^  +  **P')  V —  *> 
y'  =  m'x  +  n'y  =  m'a  +  nV  +  (m'p  -f  n'p')  y/"^  ; 

et  il  est  évident  que  si  dans  les  anciennes,  aussi  bien  que  dans  les  nou- 
velles coordonnées,  on  remplace  y— 1  par  i,  et  qu'on  construise,  par 
rapport  aux  deux  systèmes  d'axes,  d'une  part  le  point 

y  =  «'  +  ?', 

et  de  l'autre  le  point    . 

x'  =moL  +  m'  +  (mp  +  w^'), 
y'  =  m'a  +  nV  +  (m'p  +  n'^')» 

ces  deux  points  coïncideront. 

On  peut  donc  adopter  la  règle  qui  vient  d'être  énoncée  :  elle  revient 


à  regarder  yj — l  comme  un  sigoe  caractéristique  de  la  nature  de  la 
grandeur  représentée,  mais  qui  ne  saurait  en  modifier  l'étendue. 

On  peut  concevoir  cette  règle  sous  un  autre  point  de  vue  :  si  l'on 
imagine  menées  de  l'origine  les  lignes  qui  aboutiraient  aux  points  [a,  «'] 
et  [fl,  pT  dans  l'ancien  système  d'axes,  ou  aux  points  [mx  -\-  nx,  m'a  -j-  n'a'] 
et  [mfl4-"f^'>  m'p-f-"'?']'^'"'*'^'!'^''^^''"!  les  deux  premières  coïncideront 
avec  les  deux  dernières  ;  d'un  autre  côté,  on  pourrait  se  rendre  de  l'ori- 
■   "     1  point  [xy]  ou  [x'i/],  en  décrivant  la  ligne  brisée  dont  les  cOtés 

it  égaux  et  parallèles  aux  lignes  qui  joindraient  l'origine  aux 

[«,  «']  et  [p,  n  ou  [ma  +  na-,  m'«  +  «V]  et  [m^  +  nfl',  m'p +  »?']; 

ait  dans  les  deux  cas  décrit  la  même  ligne,  brisée  au  même  point. 

V 

^  restant  constant  le  long  d  un  même  lieu  imaginaire,  le  second 

? 

i  la  ligne  brisée  conserverait  une  direction  parallèle  à  celle  qu'il 

it  donner  à  l'axe  des  y  pour  rendre  réelles  les  abscisses  de  tous 

ats  de  ce  lieu. 

posé,  dans  le  cas  où  l'équation  considérée  aurait  ses  coeracieats 

l  la  solution  

:r  =  «  +  p  V^ITÏ, 

y  =  .'+P'\/Z7, 
orrespondrait  une  autre 

*  =  "  -  p  V^^, 

enant  à  la  même  suite,  c'est-à-dire  que  les  deux  points 

■  +  Pv'^,  "■  +  PV^]     et     [.-f.^i:.'-p-,J~l] 

iendraient  à  un  mCme  lieu  imaginaire  ;  or  les  seconds  cOtés  des 
ignés  brisées  qui  mèneraient  de  l'origine  à  ces  deux  points,  seraient 
et  opposés  ;  ce  seraient  les  moitiés  d'une  corde  du  Heu,  menée 
élément  à  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour 
I  ses  abscisses  réelles,  et  le  point  [a,  a]  où  les  deux  lignes  se  brise- 
serait  le  milieu  de  celte  corde  :  ce  serait  donc  un  point  du  dia- 
du  lieu  considéré,  correspondant  aux  cordes  parallèles  à  la  direc- 
l'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour  rendre  ses  abscisses  réelles. 
si  la  construction  d'une  conjuguée  devenue  quelconque,  par  suite 
liangement  d'axes,  est  entièrement  calquée  sur  la  construction  de 
même  conjuguée  dans  le  système  d'axes  où  ses  abscisses  sont 

Du  caractère  obligatoire  des  règles  précédentes. 

le  n'avais  dans  l'origine  aucune  opinion  exclusive  à  l'égard  de  la 
entation  des  imaginaires  :  ce  qui  est  bon  et  utile  me  paraissant  se 
;r  sufQsapiment  par  cela  mËme. 
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Toutefois  la  seconde  des  règles  que  j'ai  adoptées  ayant  autrefois 
donné  lieu  à  des  critiques,  je  ne  crois  pas  inutile  d'établiu  que  seule 
elle  pouvait  remplir  la  condition  fondamentale  de  conserver  au  point 
représentatif  d'une  solution  imaginaire  une  position  fixe  sur  le  plan  dû 
tableau,  quelque  transformation  d'axes  qu'on  dût  faire  subir  à  l'équa* 
tion  du  lieu. 

Cette  démonstration  ne  servira  pas  seulement  à  imprimer  un  nouveau 
caractère  de  certitude  à  la  méthode  ;  en  fermant  le  champ  des  hypo- 
thèses, en  matière  de  représentation  des  imaginaires,  elle  enlèvera  en 
même  temps  tout  prétexte  à  la  critique. 

La  question  est  celle-ci  :  ^ 

En  supposant  qu'on  veuille  figurer  une  solution  imaginaire 

d'une  équation 

f{x,y)  =  0, 

par  un  point  du  plan,  quelles  fonctions  de  a,  ^,  a  et  ^',  faudra-t-il 
choisir  pour  former  les  coordonnées  réelles  de  ce  point,  si  l'on  s'impose 
la  condition  que  la  position  de  ce  point  ne  change  pas  quelque  transfor- 
mation d'axes  qu'on  fasse  intervenir? 

En  premier  lieq,  si  l'abscisse  x^  du  point  est  représentée  par 

■ 

Xj  =  9  (a,  p,  a',  P'), 

son  ordonnée  devra  l'être  par 

y,  =  (p(«',P',«,p), 

sans  quoi  l'échange  des  deux  axes  de  coordonnées  ne  laisserait  pas  à  la 
même  place  le  point  représentatif  de  la  solution. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  transporte  l'axe  des  y  parallèlement  à  lui- 
même  à  une  distance  a,  la  solution 

X  =  «  +  ^  v/=T,    y  =  y  +  p'  v/=T 

deviendra 


les  nouvelles  coordonnées  du  point  représentatif  de  la  solution  devien- 
dront donc 

j/,  =  <p  (a  +  «,  p,  a',  p%     y\  =  f  (a',  p',  a  +  «.  ^), 
et,  pour  que  ce  point  ait  conservé  la  même  position,  il  faudra  que 

?(«  +  «,  P,  «',  ^')  =  ?  («,  ?,'«',  V)  +  «. 


)  soit  a. 

iDditions  exigent  évidemment  d'abord  que  y^  ne  contienne  pas  a 

uite,  que  x^  soit  de  m6me  indépendant  de  a  ;  en  second  lieu 

î  compose  de  a  et  d'une  fonction  de  ^  et  P',  et,  par  suite,  que  y, 

lOse  de  a'  et  de  la  même  Tonctioa  de  ^'  et  p. 

déjà,  ^r,  et  y,  seront  nécessairement  exprimés, 

X,  par  »  +  ç  (p,  ?,y, 

'     y.  par  «'  +  ç  (?',  p). 

srtODs  maintenant  le  lieu  au  même  ase  des  jr  et  à  un  nouvef  aie 
aées  faisant  avec  l'ancien  axe  des  x  l'angle  supplémentaire  de 
angle  des  axes  ;  les  formules  de  transformation  seront 

y'  ^y      et      x'  ^x-\-^y  cos  8, 

que  la  solution 

Fenue 

= a  +  2b'  cos  e + (P  +  2^'  cos  9)  V—  1 ,     y'=«'+p'v'— ~ï. 

par  suite,  les  coordonnées  du  point  représentatif  auront  dû 
:  les  valeurs 

■    x',  =  «-J-2a'cos6-f  ^(p  +  2p'cos8,p') 

y'.  =  «'  +  y{p',p  +  2p'cos9). 
'un  autre  cAté,  elles  auront  dû  devenir 

>'.  =  «  +  ?  [h  ^)  +  2  cos  e  [«' + ç  ({!■,  p)] 

y,  =  «'+?(?',?): 

1  devrait  donc  fitre  égal  à  7  (P',  p-|~^^'<^'>^^)i  iiufils  que  fus- 
p'  et  6.  Cette  condition  exige  évidemment  que  y,  ne  dépende  pas 
.  par  suite,  que  x^  ne  dépende  pas  de  P'  :  x,  et  y,  se  trouveraient 
iduits, 

X,  à  «  +  ?  (P)      et      y,  à  «'  +  ç  (P); 

lomogénéité  exige  que  x^  et  y^  soient  des  fonctions  linéaires  de  a, 
P'  :  par  conséquent'  la  seule  forme  admissible  serait 
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arj  =  et  4-  *p      et     'y,  =  «  +  *?', 

k  désignant  une  constante  numérique. 

Il  est  bien  certain  que  rien  ne  s'opposerait  absolument  à  ce  qu'on 
donnât  à  la  constante  k  une  valeur  différente  de  1  ;  cela  reviendrait  à 

voir  dans  \—i  à  la  fois  un  signe  et  un  nombre,  tandis  que  nous  n'y 
avons  vu  qu'un  signe  ;  mais  d'abord  la  multiplication,  dans  un  rapport 
quelconque,  des  parties  imaginaires  des  deux  coordonnées  x  et  y 
n'aurait  aucun  avantage  quelconque;  en  second  lieu,  cette  transfor- 
mation purement  arbitraire  romprait  fort  inutilement  la  continuité 
entre  la  courbe  réelle  et  ses  conjuguées;  enfin,  si  l'on  voulait  considérer 
la  courbe 

y  =  (^(x)±k  yj—  ^  {x) 
comme  conjuguée  de  la  courbe 


y  =  9  (x)  d:  V+  (^), 
il  faudrait,  par  les  mêmes  motifs,  regarder  la  courbe 

comme  conjuguée  de  la  courbe 


y  =  ^{x)±kyj—^{x), 

ce  qui  détruirait  la  réciprocité  entre  deux  courbes  conjuguées. 

On  voit  donc  que  la  règle,  que  j'ai  proposée,  de  représenter  la  so- 
lution 

par  le  point 

n'offrait  rien  d'arbitraire,  qu'elle  tient  à  la  nature  des  choses  et  qu'il 
serait  impossible  de  s'y  soustraire. 

En  résumé,  les  lieux  imaginaires  que  nous  nous  proposons  d'étudier, 
que  nous  associons  à  chaque  lieu  réel  et  que  nous  regardons  comme 
représentés  aussi  bien  que  lui  par  son  équation,  sont  toutes  les  courbes 
que  l'on  obtiendrait  en  prenant  les  solutions  de  l'équation  proposée,  où 
le  rapport  des  parties  imaginaires  de  y  et  de  x  serait  une  constante 
arbitraire  G,  et  construisant,  pour  chaque  solution,  le  point  qui  aurait 
pour  coordonnées  les  mêmes  valeurs  de  â;  et  de  y  dans  lesquelles  on 

aurait  remplacé  yj — 1  par  1. 

10.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  ordonnées,  Tune  réelle, 
l'autre  imaginaire,  d'une  courbe  réelle  et  de  l'une  de  ses  conjuguées, 
rapportées  à  un  système  convenable  d'axes,  pourront  toujours  être 


•  -^ 
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considérées  comme  formant  une  seule  et  même  fonction  d'une  même 
abscisse  réelle,  variable  seulement  dans  des  intervalles  contraires,  pour 
la  courbe  réelle  et  sa  conjuguée. 

G*est  de  cette  quasi-identité  algébrique  que  naîtront  toutes  les  ana- 
logies remarquables  que  présenteront  les  deux  lieux. 

ii.l)'un  autre  côté,  en  ce  qui  concerne  les  recherches  purement 
analytiques,  la  marche  que  nous  avons  proposée  aura  l'avantage  consi- 
dérable de'substituer  l'étude  d'une  fonction  imaginaire  d'une  variable 
réelle  à  celle,  bien  plus  compliquée,  d'une  fonction  imaginaire  d'unç 
variable  imaginaire.  A  la  vérité  cette  substitution  paraîtrait  exiger  celle 
d'axes  mobiles  à  des  axes  fixes,  mais,  en  fait,  on  n'a  jamais  à  effectuer  la 
transformation  ;  il  suffit  toujours  de  la  supposer  faite. 


CHAPITRE  II 


CONSTRUCTION  PAR  POINTS  DES  CONJUGUÉES 


12.  On  peut,  pour  discuter  et  construire  une  des  conjuguées  d'une 
courbe,  soit  rendre  ses  abscisses  réelles  en  donnant  à  l'axe  des  y  une 
nouTelle  direction  convenable  et  faire  ensuite  passer  x  par  toutes  les 
valeurs  réelles,  dans  la  nouvelle  équation  ;  soit  calculer  et  construire  les 
coordonnées  des  rencontres  imaginaires  de  la  courbe  proposée  avec  des 
droites  réelles  ayant  pour  coefficient  angulaire  la  caractéristique  de  la 
conjuguée  qu'on  veut  obtenir. 

L'équation  y  =  Car  -f-  rf»  en  effet,  n'admet  de  solutions  que  du  sys- 
tème G,  car,  pour  que 

x^OL  +  ^yf^i       et      y  =  a'-|-.^'v/--^ 

y  satisfassent,  il  faut  que 

a'  =  Ca-f-d     et      ^'  =  C^,      . 


d'où 


I  =  C. 


Au  reste  les  équations 

a:  =  Ca  +  rf      et      ^'=Cp, 
ajoutées^  donnent 

ot'  +  ^'  =  C(a  +  ?)  +  rf, 

ce  qui  montre  que  le  point  corrrespondant  à  une  solution  imaginaire  de 
réquation 

y  =  Cjc  +  d 

i 

appartient  à  la  droite  réelle  représentée  par  cette  même  équation. 

15.  Ces  mêmes  faits  pouvaient  être  aperçus  d'une  autre  manière,  cai* 
les  points  de  la  conjuguée  G  d'un  lieu  devant  être  fournis  par  les  solu- 
tions réelles  par  rapport  à  x  de  l'équation  nouvelle  de  ce  lieu  rapporté 
au  même  axe  des  j?  et  à  un  nouvel  axe  d'ordonnées  parallèle  à  la 
direction 
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:sl-à'dire  par  les  solutions  communes  à  l'équation  nouvelle  du  lieu  et 
'équation  générale, 


ns  le  nouveau  système,  des  parallèles  au  nouvel  axe  des  y,  ces  mêmes 
iuts  devaient  s'obtenir  aussi  au  moyen  des  solutions  communes  à 
quation  primitive  du  lieu  et  à  l'équation  générale 

y  =  Cx  +  d 

ces  mômes  parallèles,. dans  l'ancien  système. 

O'ailleurs  le  point  correspondant  à  l'une  des  solutions  dont  il  s'agit, 

trouvant  sur  l'une  des  droites 


rait  par  cela  môme  se  trouver  sur  la  droite  représentée,  dans  l'ancien 
lème,  par  l'équation  correspondante 

y  =  Cx-\-d. 

14.  L'un  des  buts  que  nous  nous  proposons  est  d'arriver  à  construire 
conjuguées  aussi  bien  que  le  lieu  réel.  Les  théories  qui  vont  suivre 
us  en  donneront  les  moyens,  mais  nous  pouvons  déjà  remarquer  qu'il 
lira  presque  toujours  d'avoir  construit  avec  soin  la  courbe  réelle  pour 
faire  une  idée  générale  de  la  distribution  de  ses  conjuguées,  et  mfime 
la  figure  de  chacune  d'elles.  Il  ne  s'agira,  en  effet,  pour  cela,  que 
ippliquer  les  remarques  suivantes  dont  l'évidence  dispense  de  toute 
noDstration. 

Si  des  parallèles  menées  dans  le  plan  de  la  courbe  réelle  ne  la  coupent 
i  toutes  en  autant  de  points  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  son 
jation,  il  existera  jiécessairement  une  conjuguée  ayant  pour  caracté- 
tique  le  coefScient  angulaire  commun  de  ces  parallèles,  et  les  rencon- 
s  tant  avec  cette  conjuguée  qu'avec  la  courbe  réelle  devront  être, 
jr  chaque  parallèle  (sauf  le  cas  oil  elles  auraient  une  des  directions 
mptotiques),  en  nombre  égal  au  degré  de  l'équation. 
)i  l'on  peut  mener  à  la  courbe  réelle  des  tangentes  parallèles  à  la 
ection  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour  rendre  réelles  les  ab- 
>ses  d'une  conjuguée,  cette  conjuguée  passera  évidemment  par  les 
nls  de  contact  de  ces  tangentes;  elle^sera  elle-même  tangente  en  ces 
nts  à  la  courbe  réelle,  et  les  deux  courbes  y  auront  leurs  concavités 
mées  en  sens  contraires.  La  courbe  réelle  est  donc  l'enveloppe  de  ses 
ijuguées,  ou,  du  moins,  d'une  partie  de  ses  conjuguées. 
>i  toutes  les  droites  imaginables,  menées,  dans  le  plan  de  la  courbe 
Ile,  parallèlement  aux  rayons  d'un  secteur  circulaire,  coupent  tou- 
rs cette  courbe  en  autant  de  points  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré 
son  équation,  la  courbe  n'aura  pas  de  conjuguées  dont  les  caracté- 
iques  soient  comprises  entre  les  coefficients  angulaires  des  rayons 
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extrêmes  de  ce  secteur.  Si  Ton  ne  peut  pas  mener  de  tangentes  à  la 
courbe  réelle  parallèlement  à  une  direction  donnée,  et  que  cependant 
les  parallèles  à  cette  direction  la  coupent  en  un  nombre  de  points 
moindre  que  le  degré  de  son  équation,  il  existera  une  conjuguée  ayant 
pour  caractéristique  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  considérée, 
mais  celte  conjuguée  ne  touchera  pas  la  courbe  réelle. 

Les  courbes  imaginaires  représentées  par  une  même  équation,  soit 
qu'elles  touchent  ou  ne  touchent  pas  la  courbe  réelle,  peuvent  avoir 
une  seconde  enveloppe,  nécessairement  imaginaire,  qui  sera  déterminée 
plus  tard. 

Nous  désignerons  habituellement  les  droites  parallèles  à  la  direction 
y=,  CLr  sous  le  nomde  corder  réelles  de  la  conjuguée  C. 


Extension  de  la  méthode  aux  équations  algébriques  à  coefficients 
imaginaires  et  aux  équations  transcendantes. 

itt.  Nous  supposions  implicitement,  dans  ce  qui  précèrde,  non-seule^ 
ment  que  l'équation  proposée  eût  ses  coefficients  réels,  mais  encore 
représentât  un  lieu  réel.  Ces  restrictions  doivent  être  abandonnées. 

Pour  nous  une  équation 

/'(^,y)=o, 

à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  représente,  par  ses  solutions  de  la 
forme  * 

réalisées  par 

une  infinité  de  courbes  imaginaires,  dont  chacune  est  déterminée  par  la 
valeur  de  C.  Les  points  de  la  courbe  réelle,  si  elle  existe,  se  trouvant 
répartis  sur  les  conjuguées,  le  lieu  complet  pourrait  même  être  regardé 
comme  ne  se  composant  en  réalité  que  de  ses  conjuguées. 

16.  Si  la  courbe  réelle  fait  défaut,  elle  sera  généralement  suppléée 
dans  sa  fonction  de  lien  entre  les  conjuguées  par  une  autre  enveloppe 
imaginaire;  mais  les  conjuguées,  outre  cette  enveloppe  imaginaire,  ont 
encore,  dans  ce  cas,  une  sorte  d'enveloppe  réelle  composée  des  points 
dont  les  coordonnées  réelles  peuvent  satisfaire  à  l'équation  du  lieu  ; 
car  chacun  d'entre  eux  pouvant  être  considéré  comme  ayant  sa  carac- 
téristique indéterminée,  c'est-à-dire  comme  apparter)ant  à  une  conju- 
guée quelconque,  toutes  les  conjuguées  viendront  en  général  s'y  croiser* 

17.  Si  l'on  voulait  obtenir  en  coordonnées  réelles  l'équation  de  la 
conjuguée  C  d'un  lieu 


CUAPITHE   II. 

F(ar,y)=0, 
t  poser 

T  daos  l'équation  proposée,  qui  se  décomposerait  en  deus 
/■  (a,  p,  a')  =0       et       f,  (a,  p,  «O  =  0, 

suite 

Qiaer  a,  p  et  a  entre  les  quatre  équations  obtenues, 
[uation  F,  de  degré  m,  avait  ses  coefficients  réels,  l'une  des 
s  /■  et  /",  serait  de  degré  m  et  l'autre  de  degré  m — 1,  parce 
serait  trouvé  facteur  commun  dans  l'ensemble  des  termes 
res  de 

F{ix  +  {(v'^,     «'  +  pCv'=^)  =  0; 

autres  équations  étant  donc  du  premier  degré,  le  lieu  cherché, 
ire  la  conjuguée  G,  serait  du  degré  m  {m  —  1). 
[uation  F  avait  au  contraire  ses  coefficients  imaginaires,  les 
ses  composant  le  lieu  qu'elle  représente  seraient  de  degré  m\ 
it  par  là  que  les  conjuguées  d'un  lieu  étant  généralement  de 
sn  supérieur  à  celui  de  l'équation  de  ce  lieu,  l'incouTément,  peu 
ible  d'ailleurs,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  de  la  représen- 
us  forme  imaginaire,  sera  largement  compensé  par  l'avantage 
si  considérable  que  présente  l'abaissement  dans  le  degré  des 


u  reste  il  faut  bien  remarquer  que  si,  comme  l'ensemble  des 
de  géométrie  analytique  a  amené  les  géomètres  à  le  faire,  on 
.rder  comme  une  courbe  complète  et  distincte  le  lieu  de  tous 
9  réels  représentés  par  une  équation  rationnelle  à  coefùcients 
n'y  a  pas  &  craindre  qu'une  conjuguée  d'un  lieu 

f{x,y)  =  0 

|ùation  aurait  ou  non  ses  coefBcicnts  réels,  ne  soit  composée 
uelques  branches  d'une  courbe  de  degré  supérieur,  auquel  cas 
se  de  l'abaissement  dans  le  degré  de  l'équation  de  cette  courbe, 
présentation  sous  forme  imaginaire,  serait  compensé  et  au  delà 
ppression  effective  de  quelques  branches  de  cette  courbe, 
[nations /'et  fi  du  numéro  précédent  étant  algébriques  et  en- 
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tières,  conduiront  en  effet,  pour  la.  conjuguée  C,  à  une  équation  algé- 
brique et  entière,  représentant  par  conséquent  une  courbe  algébrique 
complète,  contenant  tous  les  points  de  caractéristique  G  du  lieu 
F  =  0. 

19.  Toutefois  les  courbes  définies  comme  conjuguées  d'autres  courbes 
subissent  effectivement  une  réduction  que, ne  comporterait  pas  leur 
représentation  en  coordonnées  réelles  :  la  représentation  sous  forme 
imaginaire  les  débarrasse  des  branches  parasites  qui  se  présenteraient 
sous  forme  imaginaire  dans  leurs  équations  en  coordonnées  réelles, 
fn  effet,  les  cordes  réelles  d'une  conjuguée  d'un  lieu  de  degré  m  ne 
coupent  cette  conjuguée  qu'en  m  points  au  plus,  quoique  son  degré 
soit  m{m — 1)  ou  m*  suivant  que  l'équation  du  lieu  a  ses  coefficients  réels 
ou  imaginaires  et  les  rencontres  omises  seraient  fournies  souç  forme 
imaginaire  dans  l'équation  en  coordonnées  réelles  de  cette  môme  con- 
juguée. 

C'est  du  reste  précisément  à  la  suppression  des  branches  parasites  des 
courbes,  dans  leur  représentation  en  coordonnées  imaginaires,  qu'est 
dû  l'abaissement  indirect  de  leur  degré  et  par  suite  la  diminution  des 
difficultés  analytiques  que  comporte  leur  étude. 

20.  TJne  équation  transcendante  représente ,  comme  une  équation 
algébrique,  une  infinité  de  lieux  imaginaires,  capables  de  la  môme  clas- 
sification en  conjuguées  caractérisées  par  le  rapport  constant  des  parties 
imaginaires  des  deux  coordonnées. 

Par  exemple,  si  dans  l'équation  de  la  sinussoïde 


y=  sin  (-  —  x\  =  cosx  = 


e   ^      +  c 


\2         /  2  '  ^ 

on  fait 

y  sera  réel  et  les  solutions  obtenues  appartiendront  à  la  conjuguée  G = 0 
du  lieu. 
La  substitution  donne 

y         2 

puisque  

e  =1. 

Ainsi  la  conjuguée  G  =  0  du  lieu  comprendra  d'abord  la  chaînette 

X      .         •—  X 

e  -+-€ 

reproduite  une  infinité  de  fois  à  des  intervalles  égaux  à  2t:^  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x, 

3 


,itj;^(2A+l)x-|-pv^  —  {,  y  sera  encore  réel;  les  solutions 
pparliendront  donc  encore  à  la  conjuguée  G=0,  la  substi- 
aant 


A  +  t)./-i__j^  la  conjuguée  C  =  0  du  lieu  comprendra 
e  la  cbainette 


reproduite  une  infinité  de  fois  à  un  intervalle  constant, 

parallèlement  à  l'axe  des  x. 

s  chaînettes  de  la  première  série  touchent  la  courbe  réelle 

mets  situés  au-dessus  de  l'axe  des  x,  tandis  que  celles  de  la 

touchent  en  ses  sommets  situés  au-dessous  du  même  axe. 

guée  G  =  oc  du  lieu  est  évanouissante,  parce  que,  quelque 

B  qu'on  donne  à  x,  y  n'a  jamais  qu'une  valeur  réelle. 

is  conjuguées  du  lieu  seraient  des  courbes  analogues  à  la 

[uant  à  leur  forme,  tournées  les  unes  vers  les  y  positifs,  les 

les  y  négatifs  et  toujours  tangentes  à  la  sinussoïde,  tant  que 

iristique  ne  surpasserait  pas  1  en  valeur  absolue. 

nt  la  caraclérislique  dépasserait  les  limites  —  1  et  -|-l  ne 

is  tangentes  à  la  courbe  réelle. 

1  terminerons  ces  considérations  générales  par  la  démomtra- 
jrèrae  suivant: 

ourbe  est  conjuguée  d'une  autre  courbe,  réciproquement 
lonjuguée  de  celle-là,  et  les  caracléristiques  des  deux  cour- 
■réed  chacune  comme  conjuguée  de  l'autre,  sont  égaies, 
islration  de  ce  théorème  n'exige  évidemment  que  celle  de 
lus  simple  :  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  d'une  courbe  a 
courbe  pour  conjuguée  à  abscisses  réelles, 
et  y,  deux  ordonnées  d'une  même  courbe  réelle /(i,  y)  =  0, 
eut  égales  pour  une  même  valeur  réelle  de  l'abscisse,  ef 
iginaires;  f{x)  la  demi-somme  constamment  réelle  de  ces 
aées  et  i|;(a:)  leur  demi-différence  qui  doit  devenir  imaginaire, 
ipasse  certaines  limites: 
ordonnées  seront  représentées  par 

guée  à  abscisses  réelles  de  la  courbe  proposée  contiendra, 
i,  les  deux  branches  représentées  par  les  équations 
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dans  les  intervalles  où  ^  (x)  \—i  est  réel  ;  et  l'équation  en  coordon- 
nées réelles  de  cette  conjuguée  sera  l'équation  algébrique  et  entière 
qui  admettrait  Tune  ou  l'autre  des  solutions 


y=:(p(x)±^(a:)V— i. 

Cette  équation  existe  toujours,  puisque,  pour  l'obtenir,  il  suffirait 
d'éliminer  «'  et  ^'  entre  les  équations 

et 

Imaginons  que  cette  équation,  que  nous  désignerons  par 

A  (^»  y)  —  0, 

ait  été  trouvée  :  la  courbe  ^(a?,  y)  =  0  se  composera  entre  autres  des 
deux  branches  représentées  par  les  équations 

y,  =  (p  (x)4- +  (a:)  /— 1, 


dans  les  intervalles  où  ^ (x)  V^  —  1  est  réel;  les  ordonnées  de  ces  deux 
branches  deviendront  égales,  lorsque  'h{x)  passera  par  zéro,  et  ensuite 
imaginaires  ;  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  la  courbe  f^[x,  y)=  0 
contiendra  donc,  entre  autres,  les  deux  branches  représentées  par  les 
équations 

y,  =  <p  (x)  +  «j/  {x) 
y,  =  ç  (x)  —  ij;  (j:), 

dans  les  intervalles  où  ^  [x)  est  réel  ;  l'équation  de  cette  conjuguée,  en 
coordonnées  réelles,  sera  donc  l'équation  algébrique  et  entière  qui 
admettrait  l^une  ou  l'autre  des  solutions 

y  =  (p(a;)d:  ^{x)\ 

réquation  /  (x,  y)  =  0  admettant  ces  deux  solutions  sera  donc  l'équa- 
tion de  la  conjuguée  de  /^(x,  y)  =  0. 

S2.  On  peut  remarquer  sur  ce  théorème  qu'une  courbe  quelconque 
se  trouvant  au  nombre  des  conjuguées  de  ses  conjuguées,  a  avec  elles 
des  propriétés  communes  qui  l'en  rapprochent  et  qui  peuvent  servir  de 


V 
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point  de  départ  pour  former  des  groupes  naturels  de  courbes 'distinctes, 
il  est  vrai,  sous  quelques  rapports,  mais  presque  identiques  sous 
d'autres. 

25.  On  peut  ajouter  comme  corollaire  au  théorème  précédent  cette 
curieuse  remarque  : 

Lorsqu'un  problème,  proposé  sur  une  courbe  réelle,  devient  impos- 
sible, les  solutions  imaginaires  que  fournissent  les  équations  de  ce  pro- 
blème donnent,  comme  on  le  verra,  les  solutions  du  même  problème 
relatif  à  quelques-unes  des  conjuguées  de  la  courbe  réelle  proposée. 

D'ailleurs  on  peut  toujours,  par  une  méthode  plus  complète  qui  sera 
bientôt  exposée,  mettre  le  problème  en  équations  de  manière  que  la 
solution  obtenue  se  rapporte  à  Tune  quelconque  des  conjuguées  de  la 
courbe  proposée. 

Mais  si  le  problème,  déjà  impossible  par  rapport  à  la  courbe  réelle, 
l'est  encore  par  rapport  à  une  de  ses  conjuguées,  la  solution  relative  à 
cette  conjuguée  sera  de  nouveau  imaginaire;  elle  le  sera  au  second 
ordre,  si  l'on  peut  parler  ainsi.. 

Or  il  est  facile  de  voir  que-  cette  solution  doublement  imaginaire 
se  rapportera  à  Tune  des  conjuguées  de  la  conjuguée  en  question. 

Ainsi,  supposons  que  le  problème  ait  pour  objet  la  détermination 
d'un  point  jouissant  d'une  propriété  définie  et  que  G  soit  la  caractéris- 
tique de  la  conjuguée  sur  laquelle  on  cherche  ce  point,  ses  coordonnées 
auront  dû  être  introduites  dans  le  calcul  sous  la  forme 


y  =  a'  +  pGV-l, 

de  telle  sorte  que  les  inconnues  se  soient  trouvées  être  a,  ^  et  a  ;  or 
soient 

/(x,y)  =  0 

réquation  de  la  courbe  réelle,  et 

/'i(^,y)=o 

celle  de  la  conjuguée  G,  en  coordonnées  réelles  :  les  équations  du  pro- 
blème ayant  donné  pour  inconnues  des  valeurs  imaginaires,  on  aura 
trouvé  par  exemple 

a  =  T  +  Ô  y/ —  i,     * 
et  je  dis  que  le  point 

,y,=T'+6'+G(<T  +  p) 


EL 
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appartiendra  à  Tune  des  conjuguées  de  la  conjuguée  C  du  lieu  f{Xy  y)=0. 
En  effet,  les  équations  du  problème  devaient  nécessairement  com- 
prendre les  deux  équations  renfermées  dans 

/•(«+  P  V^       a'  +  PC  v/~i)  =0. 

Or  ces  deux  équations,  jointes  à 

j:  =  a  -|-  p 
et 

donneraient,  par  l'élimination  de  «,  ^  et  a ,  l'équation  de  la  conjuguée  C 
en  coordonnées  réelles,  c'est-à-dire 

mais  a,  ^  et  a  ayant  les  valeurs  imaginaires  supposées  plus  haut,  celles 
de  X  et  de  y  seront 


et  formeront  une  solution  imaginaire  de  Téquation 
cette  solution  réalisée  sous  la  forme 

représentera  un  point  de  l'une  des  conjuguées  de  f^  (ar,  y)  =  0^  c'est-à- 
dire  de  la  conjuguée  C  de  f(Xy  y)=0. 
La  caractéristique  de  cette  conjuguée  seconde  sera  au  reste 

e^  +  Cp 
o  +  p  • 

La  théorie  des  conjuguées  du  premier  ordre  pourrait  ainsi  s'étendre 
d'ordre  en  ordre  sans  difficultés.  Nous  n'avons  pas  l'intention  de  lui 
donner  une  pareille  extension,  qui  serait  sans  utilité  immédiate  ;  mais 
comme  la  pratique  fournit  d'elle-même  des  exemples  auxquels  il  faut 
bien  appliquer  la  méthode  d'interprétation  qui  vient  d'être  indiquée, 
nous  avons  cru  devoir  en  dire  au  moins  un  mot. 
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DBS    SURFACES  IKAGINAIRÇS 

4ous  construirons,  comme  en  géométrie  plana,  le  point  corces- 
t  à  une  solatton  imaginaire  quelconque  d'une  équation  A  trois 
;s,  en  remplaçant  le  signe  V  —  i  par  1  dans  les  valeurs  trouvëes 
s  coordonnées.  La  position  du  point  ainsi  obtenue  sera  indépen- 
u  choix  des  axes,  c'est-à-dire  que  le  môme  point  sera  toujours 
}ar  la  solution  primitive  et  par  cette  solution  ti-ansrormée  en 
d'un  déplacement  quelconque  des  axes;  car  les  formules  qui 
k  passer  d'un  système  à  un  autre  dans  l'espace,  sont  linéaires 
celles  qui  servent  àelTectuer  le  hiCme  passage  dans  un  plan,  et 
à  en  définitive  la  raison  de  la  permanence  du  point  obtenu. 
iriQcation  du  fait  est  d'ailleurs  facile  à  faire. 
Tet,  si  les  formules  correspondant  à  la  transformation  effectuée 

af  =  a  +  mx  +  ny  +  pz, 

l/  =  à  +  m'x  +  n'y  +  p'x, 

!f  =  c  -\- m"x  +  n">f  +  p"z, 

ilutions  correspondantes,  ancienne  et  nouvelle,  seront  : 

x  =  <t  -\-^  v'— ^. 

,'  =  A  +  m'«  +  „V  +  /„"  +  („.'fl  +  nr  +  p'p")  V-  i . 

;  =  c  +m"<,  +  «"«'+  /)"«"  +  (m"fi  +  «"p' + pT)  V=rT, 

ils  réels  qui  y  correspondront  auront  donc  pour  coordonnées 
les  et  nouvelles 

(  X,  =  «  +  p. 
Ï,  =  «'  +  P'. 

(2.  =  a"  +  r, 
i+m  (a-t-p)+«  {o:+^')+p  {'x"  +  ?,")=a  +  mx,  +n>/,  -\-p. 
'+»>'(«+?)  +  »' {«■+?')+/{a"  +  r)  =  *  +  '«^.  +«y.  -i-p'z„ 
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Ces  deux  points  coïncideront  donc. 

Il  est  au  reste  facile  de  voir  que  ce  mode  de  construction  est,  comme 
en  géométrie  plane,  le  seul  qui  assure  la  permanence  des  lieux  repré- 
sentés par  la  même  équation  modifiée  à  la  suite  d'une  transformation 
arbitraire  de  coordonnées. 

En  effet,  pour  que  le  point  représenté  par  une  solution  imaginaire 


a:  =  a  +  p  \/—  4,      y  =  a'  +  p'  V—  ^^       s  =  a''  +  P"  V^ 

reste  fixe  dans  l'espace,  quelque  transformation  qu'on  fasse  subir  aux 
axes,  il  faut  notamment  que  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  reste  la 
même,  quelque  transformation  qu'on  fasse  subir  aux  axes  des  x  et  des  y, 
dans  leur  pliin,  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  z.  Il  faut  donc  que 
les  coordonnées  de  cette  projection  du  point  soient  réalisées  par 

X,  =  «  4"^      et      yi  =  a  +  p'. 

Mais  la  règle  relative  à  l'ordonnée  z  devant  être  la  même  que  celle  que 
l'on  adopte  pour  x  et  y,  le  z  du  point  représentatif  de  la  solution  devra 
donc  être 

25.  Quant  aux  conjuguées  de  la  surface  réelle  représentée  par  Té-, 
quation  proposée,  nous  formerons  chacune  d'elles  de  la  réunion  des 
points  correspondant  aux  solutions  de  cette  équation  dans  lesquelles 
les  rapports  des  parties  imaginaires  de  z  et  de  Xy  de  2  et  de  y  seraient  des 
nombres  constants  G  et  C  ;  ces  rapports  seront  les  deux  caractéristiques 
de  la  conjuguée  correspondante. 

11  est  facile  de  voir  que  les  solutions  de  l'équation  proposée  dans  les- 
quelles z  seulement  serait  imaginaire,  se  changeraient,  par  suite  d'une 
transformation  d'axes,  en  d'autres  dans  lesquelles  les  rapports  des  par- 
ties imaginaires  de  z  et  de  x,  de  ;:  et  de  y  seraient  constants  ;  et  que 
réciproquement  on  pourrait  rendre  réelles  par  rapport  à  ar  et  à  y,  en 
dirigeant  convenablement  l'axe  des  z,  toutes  les  solutions  dans  lesquelles 
les  parties  imaginaires  des  trois  variables  seraient  dans  des  rapports 
constants. 

En  effet,  en  premier  lieu,  si  x  et  y  sont  réels,  les  formules  précé- 
dentes donneront 

x'=  a  +  ma  -f-  na  +  ;>a"  -f-  p^"  \/^, 
y=  6  +  m'a  +  nV  +  pW'  +  pY  >J~\, 
z'  =  c-\-  m"a  +  nV  +  /a"  +  pT  sf^y 

en  sorte  que  les  parties  imaginaires  de  2  el^  de  x  seront  dans  le  rapport 
constant 
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et  les  parties  imaginaires  de  z  et  de  y,  dans  le  rapport  constant 

p 

En  second  lieu,  si  l'on  suppose 


les  mômes  formules  montrent  que  pour  que  x'  et  y'  deviennent  réels,  il 
suffira  que 

et 

Ces  deux  conditions  détermineront  la  direction  du  nouvel  axe  des  z, 
sans  d'ailleurs  assujettir  les  nouveaux  axes  des  x  et  des  y  à  aucune  obli- 
gation. Car  si  Ton  avait  une  fois  rendu  réelles  les  abscisses  et  les  or- 
données d'une  conjuguée,  toute  nouvelle  transformation  où  l'axe  des  z  ne 
subirait  aucun  nouveau  déplacement  laisserait  toujours  réelles  les 
abscisses  et  les  ordonnées  de  cette  même  conjuguée. 

Les  rapports  G  =  -■  et  G'  =  ^  définissent  une  conjuguée  et  la  dé' 

■  r  r 

terminent. 

26.  Les  conjuguées  d'une  surface  seront  donc  toutes  les  surfaces 
qu'on  obtiendrait  en  donnant  successivement  à  Taxe  des  z  toutes  les 
directions  possibles  et  construisant,  pour  chacune  d'elles,  les  valeurs 
imaginaires  de  z  qui  correspondraient  à  des  valeurs  réelles  de  x  et  dey. 

Chaque  conjuguée  touchera  la  surface  réelle  suivant  son  contour 
apparenJ,  parallèlement  à  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  z 
pour  rendre  réelles  les  abscisses  et  les  ordonnées  de  cette  conjuguée; 
la  surface  réelle  sera  donc  l'enveloppe  de  ses  conjuguées. 

Si  la  surface  réelle  n'avait  pas  de  tangentes  parallèles  à  la  direction 
qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  z  pour  rendre  réelles  les  abscisses  et  les 
ordonnées  de  la  conjuguée  considérée,  et  que  toutes  les  parallèles  à 
cette  direction  coupassent  la  surface  réelle  en  un  nombre  de  points  égal 
à  son  degré,  la  conjuguée  en  question  n'existerait  pas. 

Si  ces  mêmes  parallèles  coupaient  la  surface  réelle  en  un  nombre  de 
points  inférieur  à  son  degré,  la  copjuguée  considérée  existerait  bien, 
mais  ne  toucherait  plus  la  surface  réelle. 


/ 
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• 

87.  On  verra  plus  loin  que  les  conjuguées  d'une  surface,  qu'elles 
la  touchent  ou  non,  ont  généralement  une  seconde  enveloppe  imagi- 
naire ;  mais  cette  seconde  enveloppe  différera  essentiellement  de  l'enve- 
loppe réelle  en  ce  que  chaque  conjuguée  ne  la  touchera  généi:alement 
qu'en  un  nombre  limité  de  points. 

88.  Les  équations  d'une  droite  réelle 

^  =  C^  +  ^> 

n'admettent  de  solutions  que  du  système  [G,  C],  car  si  l'on  y  fait 

ar  =  «   -|-  p  ^ —  1, 

Z  =  a"  +  r\/-l, 


elles  donnent 


et 


«=^«"  +  rf,       a'  =  ia"  +  rf' 


p=^p",   ?'=^r- 


au  reste  la  solution  réalisée  représente  un  point  de  la  droite  réelle  elle- 
même,  car  les  équations  précédentes,  ajoutées  deux  à  deux,  donnent 

«  +  p  =  -^(«"  +  n  +  rf 

et 

«' + r = -^  («"  +  n + d^- 

On  voit  par  là  d'abord  que  pour  construire  par  points  la  conju- 
guée [G,  C]  d'une  surface,  au  lieu  de  commencer  par  rendre  réelles  ses 
coordonnées  x  et  y,  on  pourra  préférablement  la  considérer  comme  le 
lieu  des  intersections  imaginaires  de  la  surface  proposée  et  de  toutes  les 
droites  réelles  parallèles  à  la  direction  " 

1 

C   ' 
1 

en  second  lieu  que  les  inverses  des  caractéristiques  d'une  conjuguée  ne 
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re  chose  que  les  coefficients  angulaires  de  la  direction  qu'il 
donner  à  l'axe  des  z  pour  rendre  réelles  les  abscisses  et  les 
B9  de  cette  conjuguée, 
désignerons  habituellement  les  droites  parallèles  à  la  direction 


C  '      *      C 
lom  de  cordes  réellet  de  la  conjuguée  [C,  C]. 
,'équalion  d'un  plan  réel 

M*  +  Nj  +  Pï  +  Q  =  0 
1  non  plus  capable  de  solutions  de  tous  les  systèmes;  si  l'on  y 

' +^^-*'   y= *'  +  Ë^v^'    =  =  »"  +  r \/=M, 

ulte 


Ma  4-  N»  +  P«"  +  Q  =■ 

(^^p)r=o. 


;onde  de  ces  équations  constitue  une  relation  entre  les  caracté- 
i  des  solutions  dont  est  capable  l'équation  du  plan.  D'un  autre 
ddîtion  des  mêmes  équations  donne 

M(.+p)  +  N(.'+n  +  P(.'+n  +  o=o, 

a  voit  que  la  solution  réalisée  représente  un  point  du  plan  réel 
le. 

a  section  totale  d'une  surface 

)lan  réel 

Mx+  Nj  +  Pï  +  Q=0, 

lire  le  lieu  des  points  réels  ou  imaginaires  fournis  par  le  système 
I  équations  ne  peut  se  composer,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
sections  elTectives  par  ce  plan,  de  la  surface  réelle  et  de  toutes 
e  ses  conjuguées  dont  les  caractéristiques  satisfont  à  la  relation 

^  +  #  +  -  =  0^ 
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or  les  cordes  réelles  de  la  conjuguée  [G,  G'j  sont  parallèles  à  la  droite 


la  condition 


^  =  ■^2,      y  =  ^,z\ 


^  +  |  +  P  =  0 


exprime  donc  que  le  plan  sécant  est  parallèle  aux  cordes  réelles  des 
conjuguées  dont  il  contient  lès  sections. 

En  d'autres  termes,  la  section  totale  faite  par  un  plan  dans  une  sur- 
face quelconque  se  compose  exclusivement  de  la  section  faite  dans  la 
surface  réelle  et  des  sections  faites  dans  les  conjuguées  dont  les  cordes 
réelles  sont  parallèles  au  plan  sécant. 

Au  reste,  les  courbes  imaginaires  qui  font  partie  de  cette  section  totale 
sont  les  conjuguées  mêmes  de  la  courbe  réelle  qui  y  est  comprise,  si  du 
moins  cette  section  réelle  existe  ;  car,  si  l'on  prenait  le  plant  sécant  pour 
l'un  des  plans  ^coordonnés,  ce  qui  ne  saurait  altérer  la  section,  on 
obtiendrait  bien  un  lieu  plan  composé,  en  général,  d'une  courbe  réelle 
et  de  toutes  ses  conjuguées. 

51.  Nous  pourrons  avoir  à  nous  occuper  d'équations  à  coefficients 
imaginaires,  le  lieu  total  représenté  par  une  pareille  équation  com- 
prendra en  général  une  g^urbe  réelle  représentée  par  le  système  des 
deux  équations  dans  lesquelles  se  décomposerait  la  proposée  en  y  sépa- 
rant les  parties  réelles  et  imaginaires. 

Cette  courbe  réelle,  pouvant  être  considérée  comme  fournie  par  des 
solutions  de  caractéristiques  indéterminées,  devra  appartenir  à  toutes 
les  conjuguées,  c'est-à-dire  qu'elle  en  sera,  en  général,  l'intersection 
commune. 

52.  Pour  obtenir  en  coordonnées  réelles  l'équation  de  la  conju- 
guée [G,  G']  d'un  lieu 

il  faudrait  poser 


r 


z  =  a"  +  fl"   sf^Ti, 

substituer  dans  F=0,  qui  se  décomposerait  en  deux  équations 
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et 


poser  alors 


f,  («,  «',  «",  p")  =  0, 
■^'  ~  *  +  C  ' 

et  éliminer  «,  a ,  à'^  et  ^"  entre  les  cinq  équations  obtenues. 

Si  l'équation  F  =  0,  de  degré  r»,  avait  ses  coefficients  réels,  Tune 
des  équations  f=z  0  et  /^  =5  0  serait  de  degré  m  et  l'autre  de  degré  m — i , 
en  sorte  que  la  conjuguée  serait  de  degré  m(m— 4). 

Au  contraire  si  l'équation  F=0  avait  ses  coefficients  imaginaires,  le 
degré  d'une  de  ses  conjuguées  serait  m^. 

55.  Le  théorème  du  n^  21  et  la  remarque  contenue  au  n®  23  s'éten- 
dent sans  difficulté  aux  surfaces  :  nous  nous  bornerons  à  en  reproduire 
les  énoncés. 

Si  une  surface  est  conjuguée  d'une  autre  surface,  réciproquement 
celle-ci  l'est  de  celle-là,  et  les  caractéristiques  des  deux  surfaces,  consi- 
dérées chacune  comme  conjuguée  de  l'autre,  sont  égales,  c'est-à-dire 
que  les  cordes  réelles  des  deux  conjuguées  ont  la  même  direction. 

La  solution  d'un  problème  impossible  par  rapport  à  une  conjuguée 
se  rapporte  à  une  conjuguée  de  cette  conjuguée. 

Des  lignes  imaginaires  dans  V espace, 

54.  Les  solutions  imaginaires  communes  à  deux  équations  à  trois 
variables,  prises  arbitrairement,  comporteraient  une  double  indétermi- 
nation, c'est-à-dire  que  deux  des  six  variables  o^,  p,  a,  p',  a",  ^'  seraient 
indépendantes,  en  sorte' que  la  section  commune  aux  deux  lieux  serait 
une  surface  ;  mais  en  général  les  points  de  cette  surface  dont  les  coor- 
données auraient  mômes  caractéristiques,  c'est-à-dire  qui  appartien- 
draient à  deux  conjuguées  de  mêmes  caractéristiques  des  deux  lieux 
proposés,  ces  points  seraient  en  nombre  limité. 

Cependant  il  pourra  arriver  que  les  solutions  communes  à  deux  équa- 
tions /"(a:,  y,  s)  =0,  /*j(x,  y,  z)^0,  doivent  avoir  leurs  caractéristiques 
liées  par  une  relation  particulière;  dans  ce  cas  la  section  totale  ne  se 
composera  que  de  points  appartenant  à  des  conjuguées  des  deux  lieux 
dont  les  caractéristiques  seraient  liées  par  cette  relation;  alors  naturel- 
lement les  solutions  communes,  ayant  des  caractéristiques  données, 
seront  en  nombre  infini,  et  par  suite  la  surface  de  section  se  composera 
des  sections  deux  à  deux  des  conjuguées  des  lieux  primitifs  dont  les 
caractéristiques  satisferaient  à  la  condition  supposée. 
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C'est  ce  que  nous  avons  déjà  vu  lorsque  nous  nous  sommes  occupés 
de  la  section  totale  d'un  lieu,  quelconque  d'ailleurs,  par  un  plan  réel. 

Le  môme  fait  se  représentera,  par  les  mêmes  motifs,  dans  tpus  les 
cas  où  les  deux  surfaces  réelles  considérées  auraient  leur  intersection 
plane^  ou,  plus  généralement  encore  (car  il  n'est  pas  nécessaire  quQ  les 
deux  surfaces  réelles  se  coupent  effectivement),  dans  tous  les  cas  où 
une  combinaison  des  équations  proposées  fournirait  comme  consé- 
quence l'équation  d'un  plan  réel. 

Mais  il  est  bien  clair  que  l'hypothèse  que  les  deux  lieux  aient  leur 
intersection  plane  n'est  aucunement  nécessaire  à  la  réalisation  du  fait 
dont  il  s'agit,  qui  pourra  se  présenter  dans  une  foule  d'autres  cir- 
constances. 


CHAPITRE  IV 

APPLICATION  AVK   COUSBBS  BT  AUX  SUBFACES   DU  SECOUD  ORDRE 

Pour  obtenir  celle  des  conjuguées  d'une  ellipse'dont  les  cordes 
auraient  une  direction  donnée,  on  pourra  prendre  pour  axes  le 

Ire  parallèle  à  cette  direction  et  son  conjugué  :  l'équation  de  la 

1  {H-endra  alors  la  Tonne 

oY  +  *V  =  a-'A", 
on  fait  varier  x  en  dehors  des  limites  —  a'  et  +  a',  y  prendra  la 

y  =  ±-!  Var"  —  0^  V— • 
alisëe,  n'est  autre  que  celle  de  l'ordonilée  de  l'hyperbole 

les  conjuguées  d'une  ellipse  sont  toutes  les  hyperboles  qui  ont 
lie  un  système  de  diamètres  conjugués  commun  ;  elles  recouvrent 
i  plan  saur  l'intérieur  de  l'ellipse. 

On  obtiendra  de  même  celle  des  corrjuiçuées  d'une  hyperbole  dont   , 
rdes  réelles  auraient  une  direction  donnée,  en  rapportant  cette 
)ole  au  diamètre  parallèle  à  la  direction  donnée  et  à  son  con- 

[nation  de  la  courbe  prendra  alors  l'une  des  formes 

a  Y  -  ô"a^  =  — a"*", 

l,"'y*  —  af^x*  =  a"'è"*, 

t  que  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  donnée  sera  non  tran^ 
^u  transTerse,  c'est  à-dire  suivant  qu'on  pourra,  ou  non,  mener  à 
rbe  réelle  des  tangentes  parallèles  à  cette  direction. 
s  le  premier  cas,  si  l'on  fait  varier  x  entre  —  a'  et  -}-  o',  y  prendra 


.=.=  V^ 
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qui,  réalisée,  est  celle  de  Tordonnée  de  l'ellipse 

dans  le  second,  y  étant  toujours  réel  quelque  valeur  réelle  qu'on  attri- 
bue à  Xy  la  conjuguée  correspondant  à  la  direction  donnée  n'existerait 
IMis,  ce  qu'il  est  du  reste  facile  de  vérifier,  car  l'équation 

pour  une  solution  a?  =  a  +  ^  si  —  i,  y = a'  -}-  ?  G  sj — \ ,  donne 

a»  (a'»  —  p>G*)  —  b^  (<x*  —  p*)  =  —  a«A* 
et 

a"a'G  —  A*(x  =  0, 

d'où,  en  éliminant  a, 

équation  qui  revient' à  o 


ce  qui  confirme  que  G^  ne  saurait  être  moindre  que  -^. 

Ainsi  les  conjuguées  d'une  hyperbole  sont  toutes  les  ellipses  qui  ont 
avec  elle  un  système  de  diamètres  conjugués  commun  ;  mais  leur  carac- 
téristique ne  peut  prendre  les  valeurs  des  coefficients  angulaires  des 
rayons  menés  du  centre  aux  points  de  la  courbe  réelle.  Ghaque  conju- 
guée touche. encore  la  courbe  réelle  en  deux  points  ;  mais  elles  ont  une 
autre  enveloppe,  imaginaire  ;  c'est  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres 
Bon  transverses  de  la  courbe  réelle,  c'est-à-dire  l'hyperbole  qu'on  ap- 
pelle habituellement  conjuguée  de  la  première,  et  que  nous  nommerons 
préférablement  sa  supplémentaire. 

Cette  hyperbole  supplémentaire,  lorsque  la  courbe  est  rapportée  à 
deux  de  ses  diamètres  conjugués,  et  quQ  son  équation,  par  consé- 
quent, est 

est  fournie  par  les  solutions  de  la  forme 
car  la  substitution  donne 


1 
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Les  conjuguées  recouvrent  tdlit  l'espace  compris  entre  les  deux  hyper- 
Doles  et  ne  pénètrent  à  l'intérieur  ni  de  l'une  ni  de  l'autre. 

57.  Lorsque  la  caractéristique  se  rapproche  du  coefficient  angulaire 
de  l'une  des  asymptotes,  la  conjuguée  s'allonge  de  plus  en  plus  en  s'apla- 
tissant.  A  la  limite,  la  conjuguée  se  confond  avec  l'asymptote  elle-même 
qu'elle  recouvre  deux  fois. 

Au  reste  les  coordonnées  d'un  quelconque  des  points  de  l'une  des 
conjuguées  limites,  analytiquement,  sont  infinies. 

En  e£fet  l'équation 

«y  _  iV  =  —  a^b\ 

pour  une  solution 

X  =  a  +  p  sl"^ 

donne 

et 

ûéa'p  —  **ap  =  0, 

C'est-à-dire,  puisque  ^  ne  saurait  être  nul  qu'au  point  de  contact  de  la 
conjuguée  avec  la  courbe  réelle, 

a'=:-a       et       ûV»  — 6V  =  — aW. 
a 

^,  d'après  ces  équations,  serait  complètement  indéterminé,  tandis 
que  a  et  a  seraient  infinis,  car  en  éliminant  entre  elles  l'une  de  ces  deux 
variables  on  tombe  sur  une  impossibilité 

restent  finis. 

Ainsi  les  points  de  la  conjuguée  qui  se  confond  avec  l'asymp- 
tote y  =  —  x  sont  fournis  par  les  solutions  de  la  forme 

(m 

b 

a 


y  =  Ja  +  ^>f^y 


datis  lesquelles  a  et  ^  sont  infinis,  mais  a  -f-  ^  fini  et  variable. 

58.  Pour  obtenir  celle  des  conjuguées  d'une  parabole  dont  les  cordes 
réelles  auraient  une  direction  donnée,  on  pourra  prendre  pour  axes  la 


i    .^%i  ^  1 1 
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tangente  parallèle  à  cette  direction  et  le  diamètre  correspondant.  L'é- 
quation de  la  courbe  prendra  alors  la  forme 

et,  si  l'on  fait  yarier  x  de  —  oo  à  0,  y  prendra  la  valeur 


.y  =  d=v/— V^V— 1, 
quiy  réalisée,  n'est  autre  que  celle  de  l'ordonnée  de  la  parabole 

y*  =  —  2/)'a:. 

Ainsi  les  conjuguées  d'une  parabole  sont  toutes  les  paraboles  égales  à  la 
proposée,  ayant  avec  elle  un  diamètre  et  une  tangente  commune,  mais 
l'ouverture  dirigée  en  sens  contraire.  Elles  recouvrent  tout  le  plan  excepté 
l'intérieur  de  la  courbe  réelle. 

39.  L'équation  de  Tellipse  évanouissante 

flV  +  6  V  =  0 
ou 


V  =  =h-  \/ —  i  X 

doit  nécessairement  représenter  les  hyperboles  réduites  à  leurs  asym- 
ptotes qui  correspondent  à  cette  ellipse  évanouissante. 
Chacune  des*  équations 


y  =  +  -V— ^^      et      y  =  — -V—la:-, 
a  CL 

considérée  isolément,  représente  donc  un  faisceau  de  droites  divergeant 
de  l'origine,  centre  de  l'ellipse  évanouissante. 
L'enveloppe  réelle  des  conjuguées  est  alors  réduite  à  un  point. 

40.  L'équation 

offre  un  exemple  où  l'enveloppe  réelle  n'existe  plus.  Le  lieu  total  qu'elle 
représente,  rapporté  à  de  nouveaux  axes  dirigés  suivant  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse 

fournie  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation  proposée^  aurait  évidemment  pour  équation  nouvelle 

8 
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Qjuguée  dont  la  caractéristique  aurait  eu  la  valeur  du  coefScient 
lire  ancien  de  la  direction  qu'on  a  donnée  au  nouvel  axe  des  y 
lonc  autre  chose  que  l'hyperbole 

ache  l'ellipse 

a*y*  +  Ifx*  =:  flW 
eus  extrémités  de  son  diamètre  couché  suivant  le  nouvel  axe 
li  les  conjuguées  qui  composent  le  lieu 

acore  toutes  les  hyperboles  qui  ont,  avec  l'ellipse 
,iY  +  b*x*  =  a'b'. 


.tèrne  de  diamètres  conjugués  commun  ;  mais  cette  ellipse  n'en 

is  que  l'enveloppe  imaginaire. 

reste  la  caractéristique  d'une  quelconque  des  conjuguées  n'est 

«mme  pour  les  conjuguées  de  l'ellipse  réelle,  le  coefficient  angu- 

u  diamètre  non  transverse  qu'elle  a  de  commun  avec  l'enveloppe, 

elle  du  diamètre  transverse. 

enversement  de  la  courbure  d'une  conjuguée,  et  le  changement 

i  mode  d'accouplement  de  ses  quatre  branches,  s'est  produit  au 

Dt  OÙ,  l'ellipse  s'évanouissant,  les  quatre  sommets  ont  été  un 

;  confondus  et  la  courhure  nulle. 

Application  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Les  conjuguées  d'un  ellipsoïde  sont  les  hyperboloïdes  continus 
t  avec  lui  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  communs, 
tffet,  si  l'on  dirige  l'axe  des  z  de  manière  à  rendre  réelles  les  ab- 
et  les  ordonnées  de  la  conjuguée  qu'on  veut  obtenir,  et  ceux 
3t  des  y  suivant  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  faite  par 
1  diamétral  conjugué  de  l'axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  de- 


uguée  cherchée  aura  donc  son  z  imaginaire  sans  partie  réelle,  par 
[uent  son  équation  en  coordonnées  réelles  sera 
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qui  représente  l'hyperboloïde  à  une  nappe  circonscrit  à  l'ellipsoïde  le 
long  de  la  section  faite  dans  cette  surface  par  le  plan  des  x,  y. 

Les  conjuguées  de  Tellipsoïde  remplissent  donc  tout  Tespace^  sauf 
l'intérieur  de  cet  ellipsoïde. 

42.  Les  conjuguées  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  sont  des  ellip- 
soïdes ou  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  selon  que  les  parallèles  à 
leurs  cordes  réelles,  menées  par  le  centre,  sont  intérieures  ou  extérieures 
au  cône  asymptote. 

.  En  effet,  les  mômes  dispositions  étant  prises  que  dans  le  cas  précé- 
dent, réquation  de  l'hyperboloïde  prendra  Tune  des  deux  formes 

a"  "^  à''       c'^  "" 
ou 

a"       6'*  "•"  e'" 

la  conjuguée  cherchée,  dont  les  xeiy  seraient  réels,  aura  donc  son  z 
imaginaire  sans  partie  réelle  ;  son  équation  en  coordonnées  réellQs  sera, 
suivant  l'hypothèse. 


4t 


ou 

fl  _«  «^  _  il  —  4 

Ces  deux  équations  représentent  l'une  un  ellipsoïde,  l'autre  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes. 

Chaque  conjuguée  a  encore  trois  diamètres  conjugués  communs  avec 
la  surface  réelle. 

45.  Les  conjuguées  dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  aux 
génératrices  du  cône  asymptote  sont  évanouissantes  ;  mais  il  convient  de 
remarquer  que,  lorsque  la  direction  des  cordes  réelles  d'une  conjuguée 
se  rapproche  de  celle  d'une  génératrice  du  cône  asymptote,  la  courbe 
de  contact  de  cette  conjuguée  avec  la  surface  réelle  tend  à  se  réduire  à 
deux  droites  parallèles,  tandis  que  le  diamè  conjugué  du  plan  de 
cette  courbe  tend  à  venir  se  placer  sur  6e  plan.  Suivant  donc  que  la 
conjuguée  limite  est  considérée  comme  un  ellipsoïde  ou  un  hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  elle  se  réduit  elle-même  à  un  cylindre  elliptique 
aplati  sur  le  plan  des  deux  parallèles  et  dans  leur  intérieur,  ou  à  un 
cylindre  hyperbolique  aplati  sur  le  même  plan,  mais  en  dehors  des 
mêmes  parallèles.  Le  double  du  plan  diamétral  singulier,  correspon- 
dant à  la  direction  donnée,  forme  donc  l'ensemble  des  deux  conjuguées 
évanouissantes. 


V 
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44.  Les  ellipsoïdes  conjugués  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  rena- 
plissent  l'espace  compris  entre  cet  hyperboloïde  el  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes  de  mêmes  ares  qui  aurait  le  même  cône  asymptote. 

Quant  aux  hyperboloïdes  à  deux  nappes  conjuguées  du  même  hyper- 
boloïde à  une  nappe,  ils  occupent  tout  l'espace  compris  en  dehors  de  la 
surface  réelle. 

Les  ellipsoïdes  conjugués  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  ont,  pour 
seconde  enveloppe  imaginaire  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  supplé- 
mentaire; mais,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n®  27,  chaque 
€onjuguée  ne  touche  cette  enveloppe  qu'en  deux  points. 

48.  La  parallèle  menée  par  le  centre  aux  cordes  réelles  d'une  conju- 
guée de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  ne  peut  être  qu'extérieure  au  cône 
asymptote,  puisque  toute  parallèle  à  une  droite  menée  du  sommet  à 
l'intérieur  de  ce  cône  couperait  nécessairement  la  surface  réelle  en  deux 
points. 

Gela  posé,  si  l'on  prend  pour  axe  des  z  une  parallèle  menée  par  le 
centre  aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée  de  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes,  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres  conjugués  de  la  sec- 
tion faite  par  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction,  l'équation 
de  la  surface  réelle  aura  l'une  des  formes 

.x*  y^        2*  

§ 
selon  que  ce  sera  l'axe  des  x  ou  l'axe  des  y  qui  sera  transverse,  mais 
l'axe  des  z  sera  toujours  non  transverse. 

La  conjuguée  dont  les  x  et  y  seraient  réels  et  par  suite  les  z  imagi- 
naires sans  parties  réelles,  aura  donc  pour  équation  en  coordonnées 
réelles 

Ce  sera  donc  toujours  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Les  conjuguées  de 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes  sont  donc  les  hyperboloïdes  continus  qui 
ont  avec  lui  un  système  de  diamètres  conjugués  commun  et  le  touchent 
suivant  ses  sections  centrales  réelles. 

46.  Les  conjuguées  dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  aux 
génératrices  du  cône  asymptote  sont  évanouissantes.  Mais  lorsque  la 
direction  des  cordes  réelles  d'une  conjuguée  se  rapproche  de  celle  d'une 
génératrice  du  cône  asymptote,  la  section  de  la  surface  réelle  par  le 
plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction,  a  son  axe  transverse  infini 
et  une  ouverture  nulle  ;  en  môme  temps  le  diamètre  conjugué  du  plan 
de  cette  section  tend  à  venir  se  placer  sur  ce  plan.  La  conjuguée  se 
réduit  donc  encore  dans  ce  cas  au  double  du  plan  diamétral  singulier 
correspondant  à  la  direction  de  ses  cordes  réelles. 


ÉiL, 
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47.  Les  conjuguées  du  paraboloïde  elliptique  sont  des  paraboloïdes 
hyperboliques  de  mêmes  paramètres,  et  opposés  à  lui  par  un  diamètre 
commun. 

En  effet,  si  Ton  prend  pour  axe  des  z  une  quelconque  des  tangentes 
menées  à  la  surface  parallèlement  à  la  direction  des  cordes  réelles  de  la 
conjuguée  qu'on  veut  obtenir,  pour  origine  le  point  de  contact  de  cette 
tangente,  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  l'axe  de  la  surface,  pour  plan 
des  zy  le  plan  tangent  à  l'origine,  enfin  pour  axe  des  y  le  diamètre  con- 
jugué de  l'axe  des  z  dans  la  section  évanouissante  faite  par  le  plan 
des  2y,  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme 

■     P         P 

la  conjuguée  dont  les  xety  seraient  réels,  et  dont  par  suite  les  z  seraient 
imaginaires  sans  parties  réelles,  aura  donc  pour  équation  en  coordon- 
nées réelles 

P        P 

ce  sera  donc  un  paraboloïde  hyperbolique  circonscrit  au  paraboloïde 
elliptique  le  long  de  la  section  faite  dans  cette  surface  par  le  plan  des  xy. 
La  conjuguée  dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  Taxe  de  la 
surface  serait  rejetée  à  l'infini. 

48.  Les  conjuguées  du  paraboloïde  hyperbolique  sont  des  parabo- 
loïdes elliptiques  de  mêmes  paramètres  et  opposés  à  lui  par  un  diamètre 
commun. 

Il  n'y  aurait  pour  le  voir  qu'à  renverser  la  démonstration  précédente. 

Mais  il  faut  remarquer  que  selon  que  la  parallèle  menée  par  un  point 
de  Taxe  aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée  sera  comprise  dans  l'un  ou 
l'autre  couple  des  angles  dièdres  formés  par  les  plans  directeurs,  la  con- 
juguée aura  sa  concavité  tournée  vers  une  des  directions  de  l'axe  ou 
vers  l'autre. 

En  effet,  si  Ton  fait  mouvoir  un  plan,  non  parallèle  à  l'axe,  parallèle- 
ment à  lui-même,  selon  qu'il  se  trouve  d'un  côté  oii  de  l'autre  de  la 
position  qu'il  occupe  lorsqu'il  est  tangent,  l'hyperbole  de  section  a  ses 
branches  comprises  dans  un  des  couples  des  angles  dièdres  formés  par 
les  deux  plans  directeurs  menés  par  le  diamètre  lieu  de  ses  centres,  ou 
dans  l'autre  couple. 

•  Or,  pour  qu'une  droite  réelle  coupe  imaginairement  une  hyperbole,  il 
faut  que  sa  parallèle  menée  du  centre  ne  soit  pas  comprise  dans  les 
mêmes  angles,  formés  par  les  asymptotes,  où  se  trouve  la  courbe  elle- 
même. 

Suivant  donc  que  la  direction  donnée  aura  sa  parallèle  contenue  dans 
l'un  ou  l'autre  couple  des  angles  dièdres  formés  par  les  deux  plans  direc- 
teurs, il  faudra,  pour  obtenir  la  conjuguée  correspondante,  faire  mou* 
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voir  la  corde  idéale  vers  la  droite  de  l'axe  ou  vers  la  gauche  à  partir  de 
la  parabole  de  contact  du  cylindre  circonscrit  au  paraboloïde  parallèle- 
ment à  la  direction  donnée. 

49.  La  conjuguée  dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe 
même  de  la  surface,  serait  rejetée  à  l'infini. 

Quant  à  celles  dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  aux  plans 
directeurs,  elles  seraient  évanouissantes  ;  celle  dont  les  cordes  réelles 
seraient  parallèles  à  une  génératrice  rectiligne  désignée  de  la  surface, 
se  réduirait  au  double  du  plan  mené  par  cette  génératrice  parallèlement 
à  l'axe. 

En  effet,  si  l'on  coupe  la  surface  par  une  série  quelconque  de  plans 
parallèles  à  cette  génératrice,  le  lieu  des  centres  des  sections  hyperbo- 
liques obtenues  sera  une  parallèle  à  l'axe,  menée  par  le  point  de  la 
génératrice  où  le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  aux  plans  consi- 
dérés ;  celle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  de  section  qui  sera  parallèle 
à  la  génératrice  désignée,  décrira  donc  toujours  le  même  plan  directeur 
quelle  que  soit  la  direction  donnée  aux  plans  sécants.  Mais,  dans  chaque 
position  du  plan  sécant,  l'asymptote  dont  on  vient  de  parler,  doublée, 
sera  précisément  la  conjuguée  de  l'hyperbole  de  section^  correspon- 
dante à  la  direction  assignée  pour  les  cordes  réelles;  le  lieu  de  ces 
courbes  conjuguées  n'est  autre  chose  que  la  surface  conjuguée  cher- 
chée. 

Cette  surface  conjuguée  se  confondra  donc  avec  le  plan  directeur 
doublé  que  l'on  mènerait  par  la  génératrice  désignée. 

50.  Pour  déterminer  les  conjuguées  d'un  cône  du  second  degré,  on 
pourra  l'assimiler  à  l'un  des  hyperboloïdes,  par  exemple  à  Thyperboloïde 
à  une  nappe;  on  verra  dès  lors  immédiatement  que,  si  les  cordes  réelles 
d'une  conjuguée  sont  parallèles  à  une  droite  menée  du  sommet  à  l'inté- 
rieur du  cône,  la  conjuguée  se  réduira  au  sommet  ;  que,  si  les  cordes 
réelles  sont  parallèles  à  une  génératrice  du  cône,  la  conjuguée  se  réduira 
au  double  du  plan  tangent  mené  suivant  cette  génératrice  ;  enfin  que  les 
conjuguées  non  singulières  sont  des  cônes  du  second  degré  ayant  même 
sommet  que  le  cône  réel  donné. 

Pour  préciser  davantage,  il  suffira  de  rappeler  ce  qui  a  été'  dit  plus 
haut  sur  les  sections  faites  par  un  plan  réel  dans  une  surface  et  dans  ses 
conjuguées.  On  verra  ainsi  que  les  conjuguées  d'un  cône  du  second 
degré  sont  tous  les  cônes  qui  auraient  même  sommet  et  pour  directrice?, 
dans  tous  les  plans  imaginables,  les  conjuguées  des  sections  faites  par 
les  mêmes  plans  dans  le  cône  réel,  chaque  plan  sécant  fournissant  les 
directrices  des  cônes  conjugués  dont  les  cordes  réelles  lui  seraient  pa- 
rallèles. 

51.  En  considérant  les  cylindres  du  second  degré  comme  des  cônes 
dont  les  sommets  seraient  à  l'infini,  on  pourra  leur  appliquer  les  consi- 
-dérations  précédentes,  et  l'on  en  conclura  que  les  conjuguées  d'un 


APPLICATION  AUX  COURBES  £T  AUX  SURFACES   DU  SECOND  ORDRE.       39 

cjlindre  du  second  degré  sont  tous  les  cylindres  du  second  degré  qui 
auraient  leurs  génératrices  parallèles  aux  siennes  et^  pour  directrices, 
dans  tous  les  plans  imaginables,  les  conjuguées  des  sections  faites  par 
les  mêmes  plans  dans  le  cylindre  réel;  mais  les  plans  réels,  dont  les 
sections  pourraient  fournir  les  directrices  d'un  des  cylindres  conjugués, 
devraient  être  parallèles  aux  cordes  réelles  de  ce  cylindre. 

152.  Le  lieu  représenté  par  Téquation  de  Tellipsoïde  imaginaire 

--4-  ~4-  —  =  — 1 

si  on  le  rapportait  à  trois  diamètres  conjugués  de  rellipso!de  réel,  mais 
semblable 

X*         V*         z* 

Z-  _L  iL  _L  I_  =  i 

conserverait  une  équation  de  même  forme 

a'*^  6''^  c'^'^        ' 

a',  b\  <!  désignant  les  longueurs  de  ces  trois  diamètres.  Or  la  conjuguée  à 
abscisses  et  ordonnées  réelles  fournie  par  cette  dernière  équation,  ayant 
ses  z  imaginaires  sans  parties  réelles,  serait  représentée  en  coordonnées 
réelles  par  l'équation 

ce  serait  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  :  les  conjuguées  de  Tellipsoïde 
imaginaire  sont  donc  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes  qui  ont  avec 
Tellipsoîde  réel  de  mêmes  axes  un  système  [de  diamètres  conjugués 
commun. 

L'ellipsoïde  réel 

^  _L  yl  4- fi  =  1 
emeloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  l'ellipsoïde  imaginaire 

est  représenté  dans  l'équation  de  ce  dernier  par  les  solutions  de  la 
forme 
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L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  n^est  touchée  encore  ici  par 
chacune  d'elles  qu'en  un  seul  point. 

53.  Le  cône  imaginaire  ou  ellipsoïde  évanouissant  a  encore  pour 
conjuguées  des  cônes  du  second  degré ,  par  cette  simple  raison  que 
lorsque  l'ellipsoïde  se  réduit  à  un  point,  les  hyperboloïdes  continus  qui 
en  sont  les  conjuguées  se  transforment  en  cônes. 

Au  reste  les  sections  faites  par  un  plan  réel  dans  les  conjuguées  du 
cône  imaginaire  seront  toujours  les  conjuguées  d'un  même  lieu  ;  l'équa- 
tion de  la  section  totale  étant  donc  celle  d'une  ellipse  imaginaire,  les 
hyperboles  circonscrites  à  cette  ellipse  imaginaire  seront  les  directrices, 
sur  le  plan  sécant,  des  cônes  conjugués  dont  les  cordes  réelles  lui 
seraient  parallèles. 

Le  cône  qui,  sur  l'un  des  plans  de  section,  aurait  pour  directrice  l'el- 
lipse de  mêmes  axes  que  Tellipse  imaginaire  trouvée,  sera  l'enveloppe 
de  ces  cônes  conjugués. 

L'équation  du  cône  imaginaire  étant  ramenée  à  la  forme 

S?       î/*        z' 

—  4-  —  -I-  -~  =  0 

la  trace  du  cône  enveloppe  imaginaire,  sur  un  plan  z  =  A,  sera  l'ellipse 

.s  ^.%  Ai 


à 


-.  4-  î^  = 

^1   T    A«  ^1 


les  points  de  ce  cône  seront  représentés  dans  T'équation  du  lieu  par  les 
solutions  de  la  forme 

Pareillement  les  conjuguées  du  cylindre  elliptique  imaginaire  seront  les 
cylindres  qui.  auraient  pour  bases,  dans  tous  les  plans  imaginables,  les 
conjuguées  des  ellipses  imaginaires  de  section. 

L'ellipse  réelle  de  mêmes  axes  que  l'ellipse  imaginaire  de  section,  par 
un  plan  quelconque,  sera  la  base,  sur  ce  plan  sécant  du  cylindre  enve- 
loppe, de  tous  les  cylindres  conjugués. 

Quant  aux  conjuguées  du  cylindre  elliptique  évanouissant,  ce  seraient 
des  plans  passant  tous  par  l'axe  de  ce  cylindre. 
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84.  Les  courbes  sur  lesquelles  on  spécule  dans  une  même  recherche 
sont  de  deux  sortes  :  la  première  sorte  comprend  les  courbes  que  l'on 
veut  étudier,  et  la  seconde  celles  qui,  parfaitement  connues  d'avance, 
sont  employées  à  l'étude  des  autres. 

La  ligne  droite,  le  cercle  sont  les  lignes  de  la  seconde  sorte  qui  se 
présentent  les  premières  dans  Tordre  croissant  de  difficulté  des  re- 
cherches. 

Or,  que  les  courbes  à  étudier  soient  représentées  en  coordonnées 
réelles  ou  en  coordonnées  imaginaires,  leurs  équations  seront  toujours 
imposées  par  la  question  même  que  Ton  traitera. 

Tandis  que  les  équations  des  lignes  employées  à  l'étude  des  autres 
devront  au  contraire  être  choisies  par  l'opérateur,  de  façon  à  pouvoir 
remplir  le  but  proposé  :  car  un  môme  lieu  peut  être  imaginairement 
représenté  par  une  infinité  d'équations  distinctes,  puisque  les  coordon- 
nées de  ses  points  peuvent  être  successivement  partagées  suivant  des  lois 
toutes  différentes  en  parties  réelles  et  imaginaires.  Il  est  clair  d'ailleurs 
que  le  meilleur  choix  à  faire  sera  déterminé  par  des  conditions  souvent 
très-délicates. 

Les  plus  impérieuses  de  ces  conditions  peuvent  toutefois  être  formu- 
lées à  l'avance  d'une  manière  générale. 

En  premier  lieu,  si  la  courbe  à  étudier  a  pour  caractéristique  G,  les 
lignes  au  moyen  desquelles  on  voudra  l'étudier  devront  naturellement 
être  représentées  dans  le  même  système. 

En  second  lieu,  comme  la  condition,  pour  une  courbe  imaginaire, 
de  passer  par  un  point  imaginaire,  donné  par  ses  coordonnées,  s'exprime 
par  deux  conditions,  pour  qu'on  puisse  établir  entre  une  courbe  imagi- 
naire donnée  et  celle  dont  on  voudra  se  servir  pour  l'étudier^  le  même 
degré  de  contingence  dont  ces  deux  lignes  sont  capables,  lorsqu'elles 
sont  représentées  en  coordonnées  réelles,  il  faudra  que  l'équation  de  la 
seconde  courbe  contienne  deux  fois  plus  de  paramètres  arbitraires  que 
son  équation  en  coordonnées  réelles. 

Enfin  la  condition  de  conservet*  à  l'équation  du  lieu  employé  son 
degré  minimum  pourra  achever  de  déterminer  cette  équation. 

5S.  Je  m'étais  d'abord  exclusivement  posé  la  question  dans  les  termes 
qui  viennent  d'être  rapportés,  et  c'est  ainsi  que  j'avais  été  amené  à 


I 
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former  Téquation  en  éoordonnées  imaginaires  de  la  ligne  droite  sous  la 
forme,  d'ailleurs  convenable,  qui  lui  sera  conservée,  puis  celle  du  cercle. 
Mais  je  n'ai  pas  tardé  à  m'apercevoir  que,  parallèlement  à  Tancienne 
méthode,  malgré  les  grands  services  qu'elle  est  encore  appelée  à  rendre, 
on  pouvait  en  instituer  une  autre  plus  aisée  à  mettre  en  pratique  et 
souvent  plus  féconde. 

56.  La  simplicité  de  la  figure  géométrique  d'un  lieu  entraîne  natu- 
rellement la  simplicité  de  la  forme  algébrique  de  son  équation  en  coor- 
données réelles,  en  sorte  que  l'emploi  des  lignes  les  plus  simples,  la 
droite,  le  cercle,  etc.,  à  Télude  des  lignes  plus  compliquées,  devait  se 
réaliser  par  la  mise  en  rapport  des  équations  des  lieux  à  étudier  avec 
des  équations  plus  simples. 

Mais  si  la  représentation  sous  forme  imaginaire  altérait  un  peu  la  sim- 
plicité de  l'équation  d'un  lieu  naturellement  simple,  il  pourrait  devenir 
préférable  d'employer  à  l'étude  des  autres  lieux  des  lieux  géométrique- 
ment plus  compliqués  que  les  lieux  les  plus  élémentaires,  mais  repré- 
sentés par  des  équations  plus  simples  que  les  leurs. 

En  d'autres  termes,  dès  qu'au  point  de  vue  oh  l'on  se  place,  les  con- 
sidérations algébriques  prennent  une  plus  grande  importance  que  les 
considérations  géométriques,  c'est  aux  convenances  algébriques  qu'il 
faut  demander  un  guide  dans  la  méthode  à  suivre. 

Si  l'on  a  fait  choix,  comme  terme  de  comparaison,  d'un  lieu  repré- 
senté par  une  équation  simple  et  défini  d'abord  par  cette  équation  seu- 
lement, on  devra,  bien  entendu,  commencer  par  constituer  la  théorie 
de  ce  lieu  ;  mais  quand  cette  théorie  sera  faite,  le  lieu  en  question  ser- 
vira aux  mêmes  usages,  relativement  à  l'étude  des  lieu^  imaginaires, 
auxquels  servait,  relativement  à  l'étude  des  lieux  réels,  le  lieu  repré- 
senté en  coordonnées  réelles  par  l'équation  analogue  à  celle  qu'on  aura 
choisie. 

Ainsi  les  lieux  employés  à  l'étude  des  autres  pourront  être  ceux  dont 
les  équations  seront  les  plus  simples,  quelle  qu'en  soit  d'ailleurs  la 

figure  :  par  exemple  le  lieu  représenté  par  l'équation  du  premier  degré 

■ 

aurait  pu  être  choisi  à  priori  comme  lerme  de  comparaison,  pour  jouer 
dans  la  théorie  des  courbes  imaginaires  le  rôle  que  joue  la  ligne  droite 
dans  la  théorie  des  courbes  réelles. 

Les  lignes  représentées  par  cette  équation  se  trouveront  être  des 
droites,  mais  elles  eussent  pu  servir  à  l'étude  des  autres  lignes  non 
comme  droites,  mais  comme  représentées  par  une  équation  analogue  à 
celle  de  la  ligne  droite. 
/       Quels  qu'eussent  pu  être  les  lieux  représentés  par  l'équation 

/  y  =  {^^  +  n\f^)x-{-p-\'q\l—~\, 

la  mise  en  rapport  de  cette  équation  avec  celle  d'un  lieu  quelconque 


/ 


/ 
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aurait  toujours  pu  fournir  les  solutions  de  toutes  les  questions  relatives 
aux  tangentes  et  aux  asymptotes  de  ce  lieu  et  de  ses  conjuguées. 

57.  Pareillement  les  lieux  représentés  par  l'équation 

lieux  qui  différeront  totalement  du  cercle,  le  remplaceront  complète- 
ment dans  l'étude  de  la  courbure  des  courbes  ;  et  il  sera  même  beaucoup 
plus  aisé  d'obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  d'un  lieu,  en 
un  de  ses  points,  au  moyen  des  éléments  r  et  r',  déterminés  par  la  for- 
roule  ordinaire 


..^=t+®']^ 


dy  d^y 
où  -j-  et  -7-ï-  auraient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  deux  pre- 
mières dérivées  de  y  par  rapport  à  a?,  au  point  considéré  du  lieu,  que  de 
former  directement  l'équation  en  coordonnées  imaginaires  du  cercle, 
pour  chercher  ensuite  à  établir  un  contact  du  second  ordre  entre  ce 
cercle  et  la  conjuguée  considérée  du  lieu  à  étudier. 

88.  Pour  obtenir  les  éléments  de  l'osculatrice  du  second  degré  à  une 
conjuguée  en  un  de  ses  points,  nous  n'hésiterions  pas  davantage  à  les 
chercher  dans  l'équation  complète  du  second  degré  à  coefQcients  ima- 
ginaires, construits  d'après  les  mêmes  formules  qui  donneraient  l'équa- 
tion de  l'osculatrice  du  second  degré  d'une  courbe  réelle. 

Cette  méthode  est  évidemment  la  seule  qui,  en  supprimant  tout  arbi- 
traire, puisse  offrir  un  guide  certain.  Elle  aura  d'ailleurs  beaucoup 
d'autres  avantages. 

On  remarquera  d'abord  que  les  équations  des  lieux  choisis  comme  il 
vient  d'être  dit  pour  être  employés  à  Tétude  des  autres,  se  trouveront 
toujours  d'elles-mêmes  chargées  du  nombre  de  paramètres  arbitraires 
exactement  convenable  aux  recherches  tentées. 

En  second  lieu  l'institution  des  calculs  nécessaires  à  chaque  recherche 
n'aura  jamais  besoin  d'être  reprise  directement  :  les  formules  employées 
seront  toujours  les  mêmes  que  celles  qui  fourniraient  les  résultats  des 
mêmes  recherches  par  rapport  à  des  courbes  réelles.  En  sorte  que  la 
question  ne  sera  jamais  que  de  donner,  dans  chaque  cas,  une  bonne  in- 
terprétation des  résultats  obtenus. 

Ces  principes  rendent  d'avance  compte  de  la  manière  dont  les  ques- 
tions vont  être  posées  et  résolues  dans  ce  chapitre  où  il  est  question  des 
lieux  du  premier  ordre. 

ttO.  Il  nous  reste,  pour  compléter  ce  qui  se  rapporte  à  la  méthode,  à 
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expliquer  comment  les  données  devront  être  introduites   dans  les 
calculs. 

On  introduit  sous  forme  réelle  les  données  géométriques  d*un  pro- 
blème lorsque  Ton  suppose  ce  problème  possible  ;  si  la  solution  se  rap- 
porte eflectivement  au  lieu  réel  considéré,  le  problème  est  résolu  ;  si  au 
contraire  la  solution  est  imaginaire,  elle  se  rapporte  à  Tune  des  conju- 
guées du  lieu  ;  mais  cette  conjuguée,  dont  la  caractéristique  variera 
d'ailleurs  avec  les  données,  n'aura  pas  été  choisie  :  elle  se  sera  présentée 
d'elle-même  pour  suppléer  la  courbe  réelle. 

Si  Ton  veut  disposer  le  calcul  de  manière  que  la  solution  obtenue 
puisse  se  rapporter  à  une  conjuguée  quelconque,  il  faudra  nécessaire- 
ment introduire  les  données  sous  forme  imaginaire,  en  ayant  soin  de 
conserver  l'indétermination  qui  les  affectera  nécessairement,  jusqu'à  ce 
que,  le  problème  étant  résolu  dans  toute  sa  généralité,  on  soit  arrivé  au 
point  où  il  ne  s'agirait  plus  que  de  rendre  la  solution  obtenue  propre  à 
celle  que  l'on  voudra  des  conjuguées. 

Un  exemple  suffira  pour  expliquer  ce  que  nous  venons  de  dire.  Sup- 
posons qu'on  voulût  par  un  point  donné  mener  une  tangente  à  une 
courbe  définie.  Si  l'on  veut  étendre  l'énoncé  jusqu'à  supposer  que  la 
question  soit  de  mener  par  le  point  donné  toutes  les  tangentes  possi- 
bles à  la  courbe  et  à  ses  conjuguées,  au  lieu  de  représenter  le  point 
donné  par  ses  coordonnées  réelles  a  et  b,  on  les  représentera  par 


X,  =  a,  +  ^,  v/—  i 

et  

en  supposant  bien  entendu 
et 

On  posera  alors  les  équations  du  problème,  et,  la  solution  obtenue,  il 
ne  restera  plus  qu'à  achever  de  déterminer  a^,  p,,  a'^  et  ^\  par  la  condi- 
tion que  cette  solution  se  rapporte  à  une  conjuguée  désignée  du  lieu 
proposé. 

60.  On  a  vu  au  n**  17  que  les  lieux  conjugués  que  représente  une 
équation  de  degré  m  à  coefficients  imaginaires  sont  du  degré  m^.  Il  en 
résulte  que  les  conjuguées  du  lieu 

sont  du  premier  degré,  c'est-à-dire  des  droites. 

Leur  équation  admet  .pour  solution  réelle,  unique  d'ailleurs,  le 
système  des  valeurs  de  x  et  y  tirées  de 

y  =  mx  -{-  n 
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et 

le  point  correspondant  à  cette  solution  peut  être  considéré  comme  l'en- 
veloppe réelle  des  conjuguées  du  lieu,  c'est-à-dire  que  sa  caractéris- 

0 
tique  étant  -,  ce  point  peut  être  considéré  comme  appartenant  indiffé- 
remment à  toutes  les  conjuguées;  les  droites  représentées  par  Téquation 
forment  donc  un  faisceau  divergeant  du  point 

n 
mq  . 

61.  On  pouvait  parvenir  aux  mômes  conclusions  d'une  autre  ma- 
nière. 

Les  deux  équations 

y  =  (m  zh  nyj—  i)  x  +  p±q)J -^  i, 

réunies,  forment  l'équation 

[y  —  rnx  —  pf  +  [nx  +  î)*=  0, 

qui  est  celle  d'une  ellipse  évanouissante  réduite  à  son  centre 

Les  conjuguées  du  lieu 

y  =  \m±nyj —  i)  x -\- p  ±  qsj —  1 

devaient  donc  coïncider  avec  les  hyperboles,  réduites  à  leurs  asymp- 
totes, conjuguées  de  cette  ellipse  évanouissante,  c'est-à-dire  former 
deux  faisceaux  de  droites  issues  du  point 

q  mq 

^  =  —  Z'     ^  =  """r  +  P' 

n  n 

Il  convient  au  reste  de  remarquer  que,  lorsque  la  caractéristique 
change,  les  deux  droites  qui  forment  la  conjuguée  correspondante  de 
l'ellipse  évanouissante  tournent  en  même  temps  autour  de  leur  point  de 
concours  fixe  et  ne  se  confondent  ni,  par  conséquent,  ne  s'intervertis- 
sent jamais  ;  d'oîi  il  résulte  que  chacune  d'elles  prend  successivement 
toutes  les  directions  imaginables. 

Le  faisceau  de  droites  représentées  par  la  seule  équation 

y  =  {m^n  yf^i  )  x  +  p -{^  q  >f^ 
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onc  toutes  les  droites  qu'on  peut  mener  du  point 
q  mq 

^  =  — J.      y  =  --^-\-p 

équent,  recouvre  tout  le  plan  du  tableau,  sauf,  bien  en- 
is  particuliers. 

a  souvent  nécessaire  de  repasser  de  l'équation  d'une  droite 
lées  imaginaires  à  l'équation  de  cette  même  droite  en  coor- 

lles. 

1  générale  des  droites  du  faisceau 

y  =  {m  +  n^r^x-\-p-\-q'j'^, 

lées  réelles,  s'obtiendra  par  la  méthode  indiquée  au  n"  17. 
a  en  coordonnées  réelles  de  la  droite,  de  caractéristique  C, 

y  =  {m  +  r>^/~^l)x+p  +  q^/'^ 
l'élimination  de  a,  ^  et  a'  entre  les  équations 


équation  donne  lieu  à  plusieurs  remarques. 

abord  que  le  coerficient  angulaire  varie  en  général  avec  C, 

îl  pouvoir  prendre  toutes  les  valeurs,  ce  qui  confirme  ce  qui 

is  haut. 

t  C  infini,  l'équation  se  réduit  à 

que  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  du  lieu  se  forme  en  rem- 
-1  par  I  dans  l'équation  de  ce  lieu.  Ce  résultat  sera  fré- 
utilisé,  parce  que  dans  les  démonstrations  théoriques,  on 
ibituellement  la  conjuguée  qu'on  voudra  étudier,  du  lieu  en 
i  avoir  ses  abscisses  réelles. 

donnerons  habituellement  le  nom  de  faisceau  ellipfiçue  au 
trésenlé  par  l'équation  générale  du  premier  degré.  Son  équa- 
limplifiée  que  ))0Sbible,  se  réduit  à 


"V 
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n  étant  moindre  que  i»  si  Tellipse  évanouissante  dont  les  diamètres 
forment  ce  faisceau  a  été  rapportée  à  ses  axes  et  que  le  grand  axe  ait  été 
pris  pour  axe  des  x. 

Nous  dirons  que  le  faisceau  est  circulaire  lorsque  l'ellipse  évanouis- 
sante qui  lui  correspondrait  sera  un  cercle.  Un  pareil  faisceau,  quel  que 
soit  le  système  d'axes  rectangulaires  auquel  on  le  rapporte,  aura  tou- 
jours son  coefficient  angulaire  égal  à  y  —  ^  ;  il  sera  représenté  par 


Enfin  le  faisceau  sera  parabolique  si  l'ellipse  qui  lui  correspondrait  a 
Tun  de  ses  axes  infiniment  petit  par  rapport  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  le 
coefficient  angulaire  de  ce  faisceau  est  réel.  L'équation  générale  des 
faisceaux  paraboliques  est 


y  =mx-\-p'\-q\l—  1; 

un  pareil  faisceau  est  composé  de  droites  repliées  toutes  les  unes  sur 
les  autres  ;  en  effet,  si  dans  l'équation 


y^mx+p  +  ^^l—  N 
on  fait 

X  =  a-f^V^^      et     y  =  a'+pCv^^^, 

il  vient 

a=7Wa  +  p      et      pC  =  mp -J- ^, 

d'où,  en  ajoutant, 

•a'  +  ?G  =  m(a-fp)+;>  +  g, 

c'est-à-dire,  suivant  notre  notation  habituelle, 

y,=mx^+p  +  q. 

Le  faisceau  parabolique  donne  encore  lieu  à  une  autre  remarque 
importante,  qui  sera  utilisée  dans  la  théorie  des  asymptotes;  Téqua- 
tion 

pC  =  m^  +  y, 

qui  donne 

_      9 


? 


G  — m' 


montre  que  tout  le  long  d'une  même  droite  du  faisceau,  les  parties 
imaginaires  des  coordonnées  sont  absolument  constantes.  Elles  sont 
d'ailleurs  infinies  sur  la  droite  dont  la  caractéristique  est  le  coefficient 
angulaire  du  faisceau. 


%■ 
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65.  L'équation  du  premier  degré  entièrement  réelle 

y  =  mx-\-p 

paraîtrait  ne  représenter  que  deux  droites  confondues,  l'une  réelle  et 
Tautre  ayant  pour  caractéristique  le  coefficient  angulaire  m. 
Mais  on  peut  remarquer  que  les  deux  équations 

a  =  ?wa  -|-  Pj 

qui  donnent  les  solutions  imaginaires  de  l'équation,  laissent  ^  complè- 
tement arbitraire,  par  rapport  à  a,  d'où  il  résulte  qu'il  vaudra  mieux 
dire  que  Téquation  représente  une  infinité  de  droites  confondues,  l'une 
réelle  et  les  autres  ayant  toutes  pour  caractéristique  commune  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  réelle. 
De  cette  manière,  l'équation 

■ 

y  =  mx-\'p 

pourra  encore  être  considérée  comme  représentant  un  faisceau  de 
droites. 

66.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  chapitre  précédent,  l'équation 

y  =  (m  +  nV— l)a?+p  +  9/^ 

ne  saurait  être  considérée  comme  l'équation  la  plus  générale  de  la  ligne 
droite,  en  coordonnées  imaginaires;  mais  il  n'est  pas  de  circonstances 
où  elle  puisse  être  insuffisante,  par  la  raison  que  chacune  des  droites 
qu'elle  représente  pourra  être  assujettie  à  passer  par  deux  points  donnés 
à  volonté  par  leurs  coordonnées  imaginaires,  pourvu  que  ces  deux 
points  aient  même  caractéristique,  ce  qui  est  la  condition  indispensable 
pour  qu'ils  puissent  faire  partie  des  données  d'une  même  question. 

D'un  autre  côté,  la  représentation  de  la  droite,  sous  forme  imaginaire, 
par  l'équation 


y  =  (m  +  n  V  —  1  )  X  + />  +  y /HT 


1^  conserve  à  ce  lieu  sa  propriété  la  plus  caractéristique,  que  le  rapport 

^  des  différences  des  coordonnées  de  deux  quelconques  de  ses  points  reste 

j^-  constant. 

w.  'Ces  deux  remarques  font  pressentir  la  facilité  avec  laquelle  la  repré- 

Éé  sentation  de  la  droite  par  l'équation 

y  =  [m  +  n\r^x-\-p  +  q>f^i 

s'adaptera  à  la  recherche  des  tangentes  et  asymptotes  aux  courbes  ima- 
ginaires. 


ik. 


i 
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67.  La  théorie  géométrique  des  angles  imaginaires  formera  un  cha- 
pitre important  de  cet  ouvrage,  mais  nous  ne  pourrions  pas  dès  main- 
tenant résoudre  convenablement  les  questions  relatives  aux  inclinaisons 
mutuelles  de  droites  imaginaires. 

Provisoirement,  lorsqu'on  en  aura  besoin^  on  pourra  recourir  au 
coefficient  angulaire 

2n' 

m  4-  n  A - 

^     ^rn^n  —  Q 

m 

de  la  droite  C  d'un  faisceau,  soit  pour  arriver  à  Tinterprétation  des 
résultats  de  calculs  achevés,  soit  môme  pour  disposer  un  calcul  confor- 
mément aux  conditions  imposées  par  la  question. 

Si  l'on  voulait  mettre  le  coefficient  angulaire  {m-\-n^  —  1  )  d'un 
faisceau  de  droites^  rapporté  à  des  axes  rectangulaires,  sous  la  forme 

tang((p  -f-  ^>J  —  i),  l'analyse  algébrique  ferait  aisément  connaître  ç  et  ^j*. 
D'un  autre  côté,  si  Ton  faisait  ensuite  tourner  les  axes  d'un  angle  pi,  le 
coefficient  angulaire  du  faisceau  deviendrait  évidemment 

tang(<p  — fx  +  rj/V^Ult); 

d'où  l'on  voit  que  «p  n'est  autre  chose  que  l'angle  que  fait  avec  l'axe 
des  X  le  grand  axe  de  Tellipse  évanouissante  qui  correspond  au  faisceau, 

tandis  que  la  valeur  absolue  de  tang  ^  >J —  1  est  le  rapport  du  petit  au 
grand  axe  de  cette  ellipse.  Car  si  Ton  supposait  fA  =9,  le  coefficient  angu- 
laire du  faisceau  se  réduisant  à  tang  (^  y  — 1),  le  faisceau  serait  bien 
rapporté  au  grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante  correspondante,  pris 
pour  axe  des  x.  Mais  la  transformation  ne  présenterait  maintenant  au- 
cun intérêt,  parce  qu'elle  ne  pourrait  pas  encore  recevoir  d'interpré- 
tation nette. 

68.  L'expression  analytique  de  la  distance  de  deux  points  recevra  un 
sens  défini  de  la  discussion  du  lieu  représenté  par  l'équation  du  cercle 
imaginaire 

mais  les  questions  où  entreraient  des  distances,  soit  comme  données, 
soit  comme  inconnues,  devront  être  provisoirement  écartées,  comme 
celles  où  entreraient  des  grandeurs  angulaires. 

69.  Nous  pouvons  toutefois  remarquer  que  les  demi- sommes  des 
coordi^nées  de  deux  points,  de  même  caractéristique,  représentent, 
dans  le  même  système,  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

Cette  remarque  suffira  pour  étendre  aux  courbes  imaginaires  les  deux 
théories  des  centres  et  des  diamètres. 

4 


[■ 
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»♦  . 

I  il 

t 

>  '- 


'4Î« 


y. 


Du  plan. 
70.  L'équation  générale  du  premier  degré  à  trois  variables 


représente  des  lieux  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  des  plans.  Ces  plans 
se  coupent  tous  suivant  la  droite 

Mx  +  Py  +  Rz  +  H  =  0,  . 

nj^  +  Oy  +  Sz  =  0  ; 

leur  équation  générale,  en  coordonnées  réelles,  s'obtiendrait  en  élimi- 
nant a,  a,  a"  et  ^"  entre  les  équations 

Ma  ~  n|'  +  P»  -  Q^'  +  Roc"-  Sr  +  H  =0, 
mÇ  +  Na  +  PÇ  +  Q«'  +  RP'  +  Sa"  =  0, 

^  C' 

l  •  z=«"+fl". 

4  On  trouve  ainsi 

f 

...     ■  ,^    .  T.    ,  «N  ,  /M     .  r^     ,  o  ,(M+N)C'+(P+Q)C+(R+S)CG' 

'  =0; 

.  les  Irois  formes  principales  de  cetle  équation  sont 


1: .  (M^-  +  P.y  +  R2  +  II)  +  (N^'  +  Qy  +  Sz)  ^i|  =  o,' 

I  (Mx  +  Py  +  Rz  +  H)  +  (Nx  +  Oy  +  Sz)  ?-±-2  =  0, 

(Mx  +  Py  +  Rz  +  H)  +  (NX  +  Uy  +  Sz)  1^  =  0; 

f  elles  représentent  les  plans  conjugués  dont  les  x  et  y,  ou  les  x  et  2,  ou 

les  y  et  Zj  sont  réels.  • 


71.  L'équation 

( M  +  N  V~ )  j.  +  ( p  +  0  y/ITi)  y  4.  ( R  4.  s  \^^  2  +  H  =  0 , 
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contenant  six  paramètres  arbitraires,  sufGra  à  la  représentation  du  plan 
dans  toutes  les  circonstances  possibles,  puisqu'un  plan  représenté  par 
cette  équation  pourra  toujours  être  assujetti  à  passer  par  trois  poinU^ 
donnés  à  volonté,  géométriquement  et  analytiquement. 


De  la  ligne  droite  dam  f  espace. 

78.  Nous  avons  déjà  dit  que  deux  équations  à  trois  variables,  à  coef- 
ficients réels  ou  imaginaires,  prises  au  hasard,  ne  fourniraient  géné- 
ralement qu'un  nombre  limité  de  solutions  appailenant  à  un  même 
système  [C,  C^.  Pour  que  le  contraire  arrivât,  il  faudrait  que  les  quatre 
équations  dans  lesquelles  se  décomposeraient  les  proposées,  lorsqu'on  y 
supposerait  les  variables  imaginaires  et  telles  que  les  rapports  deux  à 
deux  de  leurs  parties  imaginaires  fussent  des  nombres  donnés  G  et  G',  se 
réduisissent  à  trois  ;  et  dans  ce  cas,  en  général,  G  et  G'  dépendraient  l'un 
de  l'autre. 

On  pounait  rechercher,  d'après  ces  indications,  les  conditions 
auxquelles  devraient  satisfaire  les  équations  de  deux  onglets 


et 

(M' +  N' /ITÏ) ;,.  +  (p'  +  Q' v^"Zl)y  +  (r'  ^  S' V^z  +  H'  =  0 

de  plans  imaginaires,  pour  que  leur  intersection  totale  se  composât  de 
séries  de  points  de  mêmes  caractéristiques  ou  de  lignes  droites,  ce  gui 
conduirait  aux  équations  de  la  droite,  considérée  dans  l'espace. 

Mais  l'intersection  totale  de  deux  lieux  n'étant  en  rien  changée  lors- 
qu'on substitue  au  système  de  leurs  équations  tout  autre  système 
équivalent,  nous  pourrons  supposer  que  des  équations  proposées,  en 
éliminant  entre  elles  successivement  y  et  x,  on  ait  tiré  deux  équations 
telles  que   . 

X  =  [m  -|-  71  V  —  V  2  +  y^  H~  y  V  —  •  ? 

y  =  (m'-f  n  V^  z  +  p' +  <l  s'^\ 

les  conditions  cherchées,  alors^  s'obtiendront  en  éliminant  «,  a ,  <x"  entre 

a  =  7wa"  —  /??"  +  f), 
a'  =  7nV'.-  «y +/)', 
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et  exprimant  que  l'équation  résultante  en  p"  est  identiquement  satis- 
faite. ^ 
Or  rélimination  de  a"  entre  les  deux  dernières  donne 

r  (^  -  É'  "■  '"'*'  +  ""'')  =  ^"  ■"  ^  "  ' 

les  conditions  cherchées  sont  donc 

071*  —  o'n  =  0    ou    ^  =  -r 
^  g         n 

et 

n'        n  ,     '    , 

— -  —  — -  =  7nn  —  mn,  * 

.  C        C 

La  première  doit  être  remplie  par  les  coefficients  des  équations  des 
deux  plans,  et  la  seconde  lie  entre  elles  les  caractéristiques  d'une  des 
droites  d'intersection. 

73.  Gela  posé,  il  est  facile  de  revenir  du  cas  particulier  qu'on  vient 
d'examiner,  au  cas  général  :  il  suffira  pour  cela  d'interpréter  la  condi- 
tion obtenue. 

Q  fi 

Or  on  voit  immédiatement  qu'en  supposant-,  =  -  dans  les  équations 


X  =:  (m  -\-  n  y/  —  l)  s  +  /^  +  ?V  —  * 
el 

on  pourrait  tirer  de  leur  système,  en  les  retranchant  membre  à  membre, 
une  équation  à  coefficients  réels. 

La  condition  est  donc  que  l'intersection  totale  des  deux  lieux  soit 
contenue  dans  un  plan  réel  :  cette  condition,  dans  le  cas  général, 
s'exprimera  par 

il  — £  — 1 
N'  ■"  0'  "■  S' 


\»  ) 


et  en  désignant  par  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  si  la  condi- 
tion est  remplie,  la  relation  entre  les  caractéristiques  d'une  des  lignes 
formant  l'intersection  totale  sera 

puisque  l'équation  du  plan  réel  contenant  cette  intersection  totale  sera 
(M  — KM')x  +  (P  — KP')  y  4-  (R  — KR')  z  +  H  — KH'  =  0. 


/ 
/ 


l 
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74.  II  est  important  de  remarquer  que  dans  le  cas  qui  vient  de  nous 
occuper,  Tintersection  totale  des  deux  plans  n'est  autre  qu'un  faisceau 
plan  de  droites,  tel  qu'il  se  trouvait  défini  par  la  discussion  de  l'équa- 
tion du  premier  degré  à  deux  variables. 

En  effet,  en  prenaift  pour  plan  des  xy  le  plan  réel  qui  contient  l'in- 
tersection totale,  on  ramènerait  nécessairement  le  système  des  équations 
des  deux  plans  au  système 

2=0, 

.   75.  Les  équations  générales  de  la  droite  dans  l'espace  seront,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  voir, 

X  =  (m*+  n  yj —  i)  z  -\-  p  -\-  q  yj  —  1 
et 

y  =  {m'  +  nKyT^i)  z  +  p' +  qK  yf^i, 

et  les  caractéristiques  d'une  des  droites  représentées  par  ce  système 
d'équations  seront  liées  entre  elles  par  la  relation 

K        1  „         , 

—  ^  ^  =  iwK  —  m . 

« 

76.  Les  équations  de  la  droite,  dans  un  système  donné  [C,  C],  ne 
contiendront  donc  effectivement  que  six  constantes  arbitraires  m,  n, 
/>,  q,  m*  elp\  puisque  C  et  G  étant  donnés^  K  serait  déterminé  par  la 
condition 

C         C 

Mais  on  aurait  tort  de  croire  qu'elles  en  dussent  contenir  huit,  car  la 
condition,  pour  la  droite,  de  passer  par  un  point 


-    2  =  a"  +  ?"  s/"^ 

du  système  [C,  G'J,  s'exprimera  par  trois  conditions  seulement  au  lieu 
de  quatre,  parce  que  les  équations  de  la  droite  auront  justement  été 
préparées  de  telle  manière  que  l'une  des  quatre  équaiions  rentre  forcé- 
ment dans  le  système  des  trois  autres. 

77.  Les  équations  d'une  droite  assujettie  à  passe  i  par  un  seul  point 


CHAPITRE    V. 

lé  géonaêtriquement  et  analytiquement  seronl 

x^x-  =  (».+nV^)(i-!-), 

î  si  les  coordonnées  du  poinl  donné  [x',  y\  z']  sont 
ondition  ^=^  du  n"  72  se  traduira  par 


isi  les  équations  générales  des  droites  passant  par  un  point  [x*,  y*,  ='J 
caractéristiques  C  et  G,  sont 

x-x  =  {m  +»s/'^~l)  {=-='] 
y-y' =  (m' +  «V^  (=-='). 


?8.  Les  équations  de  la  droite  assujettie  à  passer  par  deux  points 
'  y'>  '']t  [^',  y",  ^']  de  mêmes  caractéristiques  C  et  C'  seraient,  dans 
même  système  [G,  C], 
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Dans  ces  deux  dernières  les  conditions 

q  _n 

et 

VL        n  ,  , 

G       G 

seront  satisfaites  d'elles-mêmes,  par  cela  seul  que  les  deux  équations 
admettront  deux  solutions  d'un  même  système. 

79.  Si  l'on  voulait  que  l'un  des  plans  représentés  par  l'équation 

(m  +  N  v^^l)  X  +  (m'  -f  N'  vdî)  y  -I-  z  +  P  +  0  v/"^  =  0 
contînt  l'une  des  droites  représentées  par 


ar=(m-j.-  w  V^  —  *)^  +  /^  "f"  ?  v'  —  * 
et 

bien  que  le  z  d'un  point  de  cette  droite  ne  fût  pas  complètement  arbi- 
traire, puisque  ses  parties  a''  et  ^'^  devraient  être  assujetties  à  l'une  des 
relations 


et 


Ci 


du  n*  72,  relations  qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  dès  qu'on  suppose, 
comme  on  doit  le  faire, 

K        1 

il  n'en  faudrait  pas  moins  toujours  exprimer  que  l'équation  enz  résultant 
de  l'élimination  de  a?  et  de  y  est  satisfaite  d'elle-même,  ce  qui  exigerait 
toujours  les  deux  conditions 

et 

(m+NV^)  (/>  +  r/V=ï)  +  (m'+N  V-7)  [p'+qY.\f^)  +P-|-Ov/::i=0, 

analogues  à  celles  qui  expriment  qu'une  droite  réelle  est  contenue 
dans  un  plan  réel. 
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Mais  si  l'un  des  plans  représentés  par 

(m  +  N V^x  +  (M'+N'V^y  +  z  +  P -f  OV^  =  0 
contient  l'une  des  droites 

x  =  {m  -\-  n  V— i) 5  +  /^  +  Ç  V~-^> 

comme  toute  solution  quelconque  du  système  des  deux  dernières 
équations  formera  solution  de  la  première,  le  faisceau  entier  des  droites 
sera  compris  dans  le  système  des  plans,  chaque  droite  du  faisceau  étant 
contenue  dans  l'un  des  plans. 

80.  La  condition  x 

du  numéro  précédent,  prise  isolément,  exprimerait  que  les  droites  du 
faisceau  sont  respectivement  parallèles  aux  feuillets  de  l'onglet  de 
ces  plans. 


tTT 


CHAPITRE  VI 


INTERSECTIONS   SIMPLES 


81.  Les  solutions  imaginaires  communes  à  deux  équations 

f{x,y)  =  0,       A(x,y)^o, 

à  coefficients  réels,  sont  deux  "à  deux  conjuguées;  un  couple  de  ces 
solutions  peut  donc  être  représenté  par 


•  ... 

diô' 

Ces  deux  solutions  ont  môme  caractéristique  :7rïï"  ^^^>  ^®^  ^®^^  points 

P 

correspondants 

x,  =  a  ±:  P, 

appartiennent  donc  aux  conjuguées  de  caractéristique  G  des  deux  lieux 
proposés,  la  droite  qui  les  joint  d'ailleurs  a  pour  coefficient  angulaire  G  ; 
ces  points  sont  donc  les  extrémités  d'une  corde  réelle  commune  aux 
deux  conjuguées  ;  enfin  le  point  milieu  j?  =  a.  y  =  a  de  cette  corde  com- 
mune est  commun  aux  diamètres  correspondant  aux  cordes  réelles  de 
ces  mêmes  conjuguées.  Ainsi  les  solutions  imaginaires  communes  aux 
équations  à  coefficients  réels  de  deux  lieux  fournissent,  par  couples, 
les  points  de  rencontre  des  conjuguées,  de  même  caractéristique,  qui, 
en  Tun  des  points  de  rencontre  de  leurs  diamètres  respectifs,  corres- 
pondant à  leurs  cordes  réelles,  ont  môme  ordonnée  à  partir  de  ces 
diamètres,  les  ordonnées  étant  prises  parallèlement  à  la  direction  com- 
mune des  cordes  réelles. 

82.  Les  solutions  communes  à  deux  équations  à  coefficients  imagi- 
naires 

R  +  S  sn\  =  0  . 
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auraient  leurs  conjuguées  dans  les  solutions  communes  à^ 

P-  Q  V^  =  0, 
R  — SV  — i=0. 

Elles  fournissent  la  moitié  des  solutions  communes  aux  équations  à 
coefficients  réels 

P«  +  0«  =  0, 

et  par  conséquent  l'éndncé  précédent,  convenablement  modifié,  s'y 
applique  aisément. 

Cet  énoncé  môme  montre  pourquoi  le  nombre  des  solutions  com- 
munes à  deux  équations  reste  fini,  tandis  que  le  nombre  des  points  de 
rencontre  deux  à  deux  des  conjuguées  des  deux  lieux  est  infiniment 
grand. 

85.  Si  des  lieux  plans  on  passe  aux  surfaces,  on  verra  de  même  que 
toute  solution  commune  à  deux  équations 

à  coefficients  r<^els,  ne  peut  fournir  qu'un  point  tel  que  la  droite  menée 
de  ce  point  parallèlement  aux  cordes  réelles  des  conjuguées  de  mômes 
caractéristiques  qui  le  contiendraient,  aille  rencontrer  Tintersection 
commune  des  surfaces  diamétrales  correspondant  à  leurs  cordes  réelles. 

Or  si  par  un  point  choisi  à  volonté  de  l'intersection  des  surfaces 
diamétrales  correspondant  aux  cordes  réelles  de  deux  conjuguées  de 
mômes  caractéristiques,  on  mène  une  parallèle  à  la  direction  commune 
de  ces  cordes  réelles,  en  général  les  points  de  rencontre  de* cette  paral- 
lèle avec  les  deux  conjuguées  seront  différents. 

Il  en  résulte  que  l'intersection  totale  des  deux  lieux 

f{x,y,z)==0,        f,(x,y,z)  =  0 

ne  doit  en  général  comprendre  qu'un  nombre  limité  de  points  appar- 
tenant à  un  môme  système  [C,  C],  mais  qu'en  général  aussi,  quels  que 
soient  G  et  G',  on  devra  trouver  sur  l'intersection  totale  quelques  points 
appartenant  au  système  [G,  G']. 

L'ensemble  des  solutions  communes  aux  équations  de  deux  lieux  à 
trois  dimensions,  devait  donc  fournir  une  surface,  puisque  chaque  solu- 
tion était  déterminée  par  le  choix  de  deux  constantes  complètement 
arbitraires  G  et  G'. 

84.  Une  droite  réelle 

y  =  G^-  -h  c/ 
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ne  peut  couper  que  la  conjuguée  C  d'une  courbe 

mais  elle  la  peut  couper  en  un  nombre  de  points  qui  atteigne  le  degré 
de  réquation  de  cette  courbe. 

D'un  autre  côté  une  droite  non  parallèle  aux  cordes  réelles  d'une  con- 
juguée C  ne  peut  la  couper  qu'à  la  condition  d'être  représentée  imagi- 
nairement. 

Mais  si  cette  droite  dont  l'équation  en  coordonnées  réelles  se- 
rait y  =  «a;  +  6,  est  représentée  en  coordonnées  imaginaires  par  une 
équation  du  premier  degré 

comme  les  coefficients  rw,  n,  p,  q  ne  seront  encore  assujettis  qu'à  deux 
conditions  exprimées  par 

'        '    m  —  n  —  C 

et. 

p  +^H ^ — r  =  ^» 

'^         "       m  —  n  —  C 

on  pourra  l'assujettir  à  rencontrer  effectivement  la  conjuguée  C  du 
lieu 

f{x,y)  =  0 

en  deux  points,  puisqu'il  restera  dans  son  équation  deux  constantes 
arbitraires. 

85.  Inversement,  sans  se  donner  géométriquement  la  droite  à  repré- 
senter, on  peut  se  proposer  de  déterminer  la  forme  de  son  équation 
sous  la  cpndition  que  le  système  de  cette  équation  et  de  celle  du  lieu  ait 
deux  solutions  appartenant  au  système  C. 

Cette  condition  s'exprimera  par  deux  relations  enlre  w,  w,  ;?  et  ^  et  il 
restera  encore,  dans  l'équation,  deux  constantes  arbitraires  dont  on 
pourra  disposer  pour  fixer  la  position  géométrique  de  la  droite. 

On  conçoit  sans  peine  l'utilité  de  la  recherche  théorique  de  l'é- 
quation générale  des  droites  capables  de  couper  la  conjuguée  G  d'un 
lieu  f(x,  y)  =  0  en  deux  points  effectifs,  puisque,  à  défaut  de  méthodes 
directes,  ce  serait  dans  cette  équation  générale  qu'on  trouverait,  en 
particularisant  davantage,  l'équation  des  cordes  de  cette  conjuguée 
parallèles  à  une  direction  donnée,  l'équation  générale  de  ses  tangentes, 
les  équations  de  ses  asymptotes,  etc. 

La  solution  de  cette  question  serait  du  reste  toujours  très-simple,  au  . 
moins  en  principe,  puisqu'il  ne  s'agirait  que  d'exprimer  que  deux  des 
solutions  communes  aux  équations 
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f{x,  g)  =  0 

ennent  au  système  C. 

jpposaDt  le  degré  de  f{x,  y)  égal  à  m  et  en  admettant  qu'on  eût 

udre  le  système  des  deux  équations,  on  pourrait  combiner  deux 

les  m  solutions  trouvées  de  — ^ manières  différentes,  et 

séquent  en  cherchant  à  exprimer  que  deux  solutions,  prises  au 
dussent  appartenir  simultanément  au  système  C,  on  trouve- 

'— formes  de  l'équation  cherchée. 

en  fait  celte  question  ne  présente  qu'un  intérêt  purement 
ue,  car  on  n'aura  jamais  besoin  de  la  résoudre  effectivement. 
DUS  bornerons  en  conséquence  à  la  traiter  sur  les  exemples  les 
nples. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  l'ellipse  :  pour  obtenir  l'é- 
L  générale  des  droites  capables  de  couper  l'une  de  ses  conjuguées 
[  points,  nous  pourrons  imaginer  que  la  courbe  réelle  ait  été 
ée  au  système  des  deux  diamètres  conjugués  qu'elle  a  en 
n  avec  celte  conjuguée,  de  manière,  par  exemple,  que  ce  soit 
is  X  qui  soit  le  diamètre  transverse  de  la  conjuguée  ;  l'équation 
:e  étant  obtenue  dans  ce  système,  il  ne  s'agira  plus  que  de 
r  les  axes  des  coordonnées  à  coïncider  par  exemple  avec  les  axes 
mx  de  la  courbe  réelle. 

a"v'  +  b''x'  =  a''b" 

on  de  l'ellipse  rapportée  au  système  choisi  de  diamètres  con- 
pour  que  les  solutions  communes  à  cette  équation  et  à  l'é- 

^  =  U  +  „ /TT)  :c  +  ;,  +  ^  vCTÏ 

lent  deux  points  de  la  conjuguée  désignée,  dont  les  abscisses 
renues  réelles,  et  dont  les  ordonnées  sont  imaginaires  sans  par- 
Iles,  il  faudra  que  l'équation 

«"  [{m  +  n /^)  ^-\-p-\-q  \^^]'  +  i"x'  =  a"*" 
]eux  racines  réelles,  et  que  ces  racines  substituées  dans 

y  =  {m  +  n  v''^  )  J;  +  /"  +  ?  v'  ^ 
i  pour  y  des  valeurs  débarrassées  de  parties  réelles. 
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Ces  valeurs  de  x  devront  satisfaire  à  la  condition 

mx  +  p  =  0  ; 

mais  celle-ci  ne  peut  être  satisfaite  par  deux  valeurs  différentes  de  x  à 
moins  que  m  et  />  ne  soient  nuls. 

I/équation  générale  des  droites  qui  peuvent  couper  la  conjuguée  à 
abscisses  réelles  de  l'ellipse 

est  donc 


y 


=  nyj  —  ix  -{-qyj  —  1. 


Au  reste  les  hypothèses  în  =  0  et  /)  =  0  réduisent  Téqnation  propre  à 
donner  les  valeurs  de  x  à 

qui  donne  

nqa'^  ±  db'  )J  b''  —  n'a'*  +  g^ 

Ces  valeurs  ne  sonl  réelles  qu'autant  que 

tf«  _  nV*  +  ?'  >  0. 

87.  Pour  interpréter  cette  condition  il  suffit  de  remarquer  que  la 
droite  G  ==  oo  du  faisceau 


1/ 


=  n\  —  i  X  -\-  q\  —  1, 


qui  est  celle  qui  contient  les  points  de  rencontre»  aurait  pour  équation 
en  coordonnées  réelles 

/  y  =  îix  -}-  q. 

Il  en  résulte  que  la  condition 

ô'»  —  w  V*  +  ^'  =  0 
ou 

q*  =  n^a!*  —  b' 

est  celle  qui  exprimerait  que  cette  droite  est  taûgente  à  l'hyperbole 
conjuguée  dont  il  s'est  agi  dans  la  question. 

88.  Si  l'on  voulait  maintenant  avoir  l'équation  générale  des  droites 
qui  couperaient  en  deux  points  la  conjuguée  G  de  Tellipse 

rapportée  à  ses  axes,  il  n'y  aurait  qu'à  faire  la  transformation  de  coor- 
données. 
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iules  seraient 

i  sin  «'  —  y  cos  % 

ycosoc  —  ;rsinci 

^ant  les  angles  des  diamètres  a',  b'  avec  l'axe  a;  la  siibstitu- 


y  =  n\l  —\x-\-q\i~\ 


n  V  ^  1  sin  a'  -f-  sin  a  y  y'  —  I    sin  (a'  —  g) 

n  V  —  1  cos  a  -f-  cos  a  n  V  —  1  cos  «'  -|-  pos  n 

d'ailleurs,  que 

tang  o'  =  C 


ait  plus  qu'à  substituer  dans  cette  dernière 


\'l+C'' 

V«'C'  +  *' 

f 

-o'C 

Vi+c" 

(/  «"c-  +  y  ' 

Ëduirait  à 

HV'— <'^'V'a'G  + 

•+4'vl+f^ 

■'       »v'-l\«'C-  +  4' 

-o'Cv'l+C' 

—  «v'^ 

.l'C  +  4' 

1  l'équation  générale  des  droites  qui  peuvent  cuuper  en  deux 
Dnjuguée  C  de  l'ellipse  n'y'  +  ô*j;*  =  n»i*, 
verait  de  même,  pour  l'équation  générale  des  droites  qui 
iuper  en  deux  points  la  conjuguée  C  de  l'hyperbole 


o'C  -  6' 

-çV  —  t— ==^-; ^ ^ . 
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89.  L'équation  générale  des  droites  qui  peuvent  couper  en  deux 
points  la  conjuguée  C  de  la  parabole  y^  =  ^px\  serait  plus  simple  :  on 
l'obtiendrait  aussi  en  faisant  subir  à  l'équation  générale 

y  =  n\  —  ix  -\-  q\j  —  1 

de  ces  droites  rapportées  au  diamètre  commun  et  à  la  tangente  com- 
mune aux  deux  paraboles,  la  transformation  correspondant  au  retour 
aux  anciens  axes. 
Les  formules  seraient  alors 

X  =^  X  —  y  cotang  a  —  - —     ^   , , 
^.        ^  2  langea" 

et 

\=;^ ^_ 

sina       tanga" 
où  l'angle  a  serait  déterminé  par  la  condition 

tang  a  =  C, 
ec  qui  les  réduirait  à 

_         y       P 
La  substitution  donnerait 


p  nv  — l 


.  90.  Les  calculs,  dans  ce  quiv  précède,  ont  pu  être  abrégés  parce  que 
i'on  savait  que  la  conjuguée  rapportée  aux  axes  choisis  devait  avoir  ses 
ordonnées  imaginaires  sans  parties  réelles  :  s'il  s'agissait  par  exemple  de 
trouver  l'équation  générale  des  droites  capables  de  couper  en  deux 
points  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  du  lieu 

on  pourrait  observer  que  la  substitution  à  y  de 


(m  +  nv--l)a:+/?  +  ^\'--  ^ 
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ttte  équation,  donnant  en  x  une  équation  de  la  forme 

P  +  F  ^/ITi)  x» -j- (o  +  OV^)  a^  +  K  +  R' V^  =  0. 

nés  de  celle  équation,  supposées  réelles,  devraient  satisfaire  aux 
quations 

Pj^  +  0^  +  H  =  0, 

Px'*  -f-  Q'x  +  R'  =  0, 

exigerait  que  ces  deux  dernières  fussent  identiques,  de  sorte  que 
IX  conditions  cherchées  entre  m,  D,peiq  seraient  exprimées  par 

P*  ~  0'  ~  R'' 

Plus  généralement,  si  l'on  voulait  obtenir  l'équation  générale  des 
capables  de  couper  la  conjuguée  C=oo  d'un  lieu  quelcon- 
-.  y)  =  0,  il  faudrait  exprimer  que  l'équation 

f[x,    {m  +  nsf^)  X  +p  +  q^f^^  =  0 

IX  racines  réelles;  or-ces  racines,  en  supposant  l'équation  déve- 
et  mise  sous  la  forme 

p  -f  0  V^-^  =  0 

nt  satisfaire  aux  équations 

P  =  0,     Q  =  0. 

endrait  donc  tes  deux  conditions  cherchées  entre  m,  n,p  elq  en 
ant  que  P  et  Q  aient  un  diviseur  commun  du  second  degré. 

Les  équations  générales  de  la  droite  capable  de  couper  en  deux 
une  conjuguée  [C,  C]  d'une  surface 

/■k.j,2)  =  o 

idraient  par  une  mélbode  identique  à  celle  qu'on  a  employée  dans 
Héros  précédents. 

iquations  de  cette  droite,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n*  72,  devraient 
ises  dans  le  type 

X  =  (m  +  «  V  -  l)  î  +  />  +  ?  V^~l. 
y  =(w'+nKV-i)  =  +/>'+?K\  -I, 
stantes  devant  d'ailleurs  être  assujetties  &  la  condition 
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K  1 

Si  Ton  avait  préalablement  rendu  réelles  les  coordonnées  a:  et  y  de  la 
conjuguée  considérée,  en  dirigeant  convenablement  Taxe  des  z,  C  et 
G'  seraient  infinis,  la  condition  précédente  se  réduirait  par  conséquent  à 

mK  =  m', 

et  par  suite  les  équations  de  la  droite  devraient  être  prises  dans  le  type 

a-  =  (m  -f-  n  V  —  i)   s  +  /^  +  Ç   V  —  * 
//  =  {m  +  n^f^)Kz  +  p'  +  qK^'^i, 

ou  mieux 


X  =  [m  -\-  nyj —  {)  z -\-  p  -{- q yj —  1 
Kx  —  y  =  pK  —  p. 

Cela  posé,  il  faudrait  exprimer  que  deux  des  solutions  communes  à  ces 
équations  et  à  l'équation  f{x,  y,  z)=0  eussent  leurs  x  et  y  réels. 
Mais  l'équation 

KX'-'y=pK  —  /A 

obligeant  d'elle-même  y  à  être  réel  dès  que  x  le  serait,  il  suffirait  en 
définitive  d'exprimer  que  l'équation  en  x  résultant  de  l'élimination 
de  y  et  z  entre  les  trois  équations,  c'est-à-dire 

L  m-\-n>J  —  Ij 

eût  deux  de  ses  racines  réelles  ;  conditions  qu'on  obtiendra,  comme  au 
numéro  91,  en  exprimant  que  les  équations 

P  =  0,     Q  =  0, 

dans  lesquelles  se  décomposerait  la  précédente,  dès  qu'on  supposerait  x 
réel,  eussent  deux  solutions  communes.  , 

Les  deux  conditions  ainsi  obtenues  réduiraient  à  quatre  le  nombre  des 
constantes  contenues  dans  les  équations  de  la  droite,  c'est-à-dire  que 
cette  droite  pourrait,  comme  cela  devait  être,  occuper  toutes  les  posi- 
tions imaginables. 

Des  modes  de  génération  comparés  de  la  courbe  réelle 

et  de  ses  conjuguées. 

95.  On  verra  dans  le  troisième  volume  de  cet  ouvrage  comment  en 
cherchant  à  découvrir,  dans  Téquation  d'une  courbe,  les  modes  de  gé- 
nération dont  elle  serait  susceptible,  j'avais  été  conduit  à  remarquer 
que  ses  conjuguées  pourraient  être  engendrées  par  le  point  de  rencontre 

5 


urbes  mobiles,  mais  groupées  diU'éremment,  dont  les  in- 
ïcessives  fournissaient  la  courbe  réelle  elle-même. 
assimilation  que  j'avais  établie  par  ce  moyen  entre  la 
ît  l'une  de  ses  conjuguées,  outre  qu'elle  est  peu  naturelle, 
iteuir  que  dans  des  cas  particuliers,  et  j'ai  bientôt  renoncé 
les  recherches  dans  la  voie  où  je  m'étais  primitivement 

lit  comparer  entre  eux  les  modes  de  génération  qui  pour- 
r  à  «ne  courbe  réelle  quelconque,  d'une  part,  et  à  toutes 
1,  de  l'autre,  on  y  arriverait  bien  plus  naturellement  et 
irces  bien  autrement  fécondes  au  moyen  de  cette  simple 
si  la  courbe  réelle 

P  (x,  y)  =  0 

nterseclions  des  deux  courbes  mobiles 

f(x,y,a)=0, 
A{x,y,«)=0, 

re  a  prendrait  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  oc  à  +ao , 
née  G  de  cette  même  courbe  réelle  pourra  être  considérée 
des  intersections  des  conjuguées  G  des  lieus  représentés 

[nations 

mt  assujettis  à  la  condition  que  l'un  au  moins  des  points 
ppartint  au  système  G. 

effet  de  ih  qu'à  chaque  mode  de  génération  de  la  courbe 
rrespond  un  entièrement  analogue  pour  chacune  de  ses 

ations  ne  me  paraissent  plus  offrir  qu'un  intérêt  relative- 
,  aussi  ne  m'y  arrèlerai-je  que  fort  peu,  mais  il  m'a  paru 
nner  au  moins  la  méthode. 

ilement  l'application  à  l'ellipse  et  à  ses  conjuguées  pour 
e  génération . 

d'y*  -\-  ù'x*  =  a*b* 
toints  de  rencontre  des  droites 

=  m{x-\-a)      et      y  =  — _(j,  — a); 

aire  de  là  un  mode  de  génération  de  la  conjuguée  0  =  se 
I  on  remplacera  la  constante  arbitraire  réelle  m  par  une 


INTERSECTIONS   SIMPLES.  67 


constante  imaginaire  w  -f-  ny/ — 1  et  on  liera  mkn  par  la  condition  que 
le  point  de  rencontre  des  deux  faisceaux 

^=  (m  +  nV— i)(x  +  a), 
y  = 7 — ; 7==;  (a:  — û) 

ait  son  abscisse  réelle. 
L'élimination  de  y  donne 

x  =  a ' j 

en  sorte  que  la  condition  serait 

ô*  —  a*m*  +  û V  _      m» 

elle  se  réduit  en  apparence  à 

*•  =  -  6',     .  ' 

ffin 

si  Ton   remplace  —  —  par  —  i  ;  mais  cette  impossibilité  montre 

mn 

que doit  être  ->  c'est-à-dire  que  Tune  des  parties  m  ou  n  J  —  1  de 

mn  0 

la  constante  doit  disparaître. 

,  En  faisant  évanouir  n  on  retrouverait  naturellement  l'ellipse  elle- 
même,  il  faudra  donc  pour  obtenir  sa  conjuguée  faire  au  contraire  dis- 
paraître m. 

Ainsi  la  conjuguée  C  =  oo  de  l'ellipse 

ay  +  6V  =  û»ô« 
est  le  lieu  des  intersections  des  droites  G  ="  oo  des  deux  faisceaux 

y  =  «  V—  M^  +  «) 

et 

y*= p=(x  — û). 

Or  ces  droites  sont  représentées  en  coordonnées  réelles  par 

y  =  n  (ar  -f  a) 
et 

1/  =  ---  (x  —  a). 
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)DC  ainsi  les  deux  génératrices  réelles  de  l'hyperbole 
à'y*  —  b*x*  =  —  fl'6'. 

qu'on  peut  donner  à  la  définition  d'un  lieu  pour  y 
celles  de  ses  conjuguées,  et  de  la  construction  gra- 
une  des  conjuguées  au  moyen  de  la  définition  de 
'Me. 

ante  question  indiquée  dans  ce  titre  est  indéfinie  de  sa 
eproduira  sous  une  infinité  de  formes,  selon  que  la  dë- 
urbe  réelle  se  rapportera  à  sa  génération  par  points,  ou 
ra  l'énonciation  d'une  propriété  de  ses  tangentes  ou  de 
!  son  cercle  osculateur,  etc. 

jonc  à  y  revenir  dans  le  chapitre  oîi  nous  traiterons  des 
9urbes  imaginaires. 

:  occuperons  ici  que  du  cas  ou  la  courbe  réelle  serait 
nstruction  propre  à  en  fournir  un  point  quelconque. 
ifoposée  oe  comporte  évidemment  pas  de  solution  gé- 
nérale ;  nous  nous  bornerons  donc 
à  l'examen  d'un  cas  simple,  pré- 
sentant de  l'intérêt. 

8S.  La  cissoïde  de  Dioclës  se  tire 
du  cercle,  comme  on  le  sait,  en  me- 
nantd'unpoint  A  delà  circonférence 
une  transversale  quelconque  APN 
et  portant  sur  cette  transversale,  à 
partir  du  point  A,  une  longueur 
AM  égale  à  la  portion  de  cette 
même  transversale  comprise  entre 
le  second  point  P  où  elle  coupe  la 
circonférence,  et  le  point  N  où 
elle  coupe  la  tangente  à  cette  cir- 
conférence menée  par  la  seconde 
extrémité  du  diamètre  passant  en 
A.  Le  sens  de  AM  doit  d'ailleurs  ôtre 
le  même  q\ie  celui  de  PN. 

Pour  généraliser  cet  énoncé  il 
suffira  de  le  transformer  de  la 
manière  suivante  : 

Que  l'on  imagine  par  le  point  A, 
pris  pour  origine  des  coordonnées, 


Tï-»* 
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c'est-à-dire  un  faisceau  de  droites  ;  que  Ton  détermine  d'une  part  les 
coordonnées  du  second  point  de  rencontre  de  ce  faisceau  avec  le  cercle 
ou  avec  Tune  des  h5^perboles  ses  conjuguées,  et  de  l'autre  les  coordon- 
nées du  point  de  rencontre  du  même  faisceau  avec  la  tangente  TT'  re- 
présentée par  l'équation 

X  =  2R  ; 

enfin  que  Ton  forme  les  différences  des  coordonnées  des  deux  points 
obtenus  (en  retranchant  les  coordonnées  du  point  du  cercle  des  coor- 
données du  point  de  la  tangente)  :  le  point  qui  aurait  pour  coordonnées 
les  différences  obtenues  sera  un  point  du  lieu  cherché. 

Les  coordonnées  de  ce  point,  en  raison  même  de  l'identité  de  marche 
suivie  dans  le  calcul,  satisferont  à  l'équalion  de  la  cissoïde, 


^  =  ^V2R^^ 


ce  sera  donc  un  point  de  cette  cissoïde  ou  de  l'une  de  ses  conjuguées. 
Gela  posé,  le  second  point  de  rencontre  du  faisceau 


avec  le  cercle 


a  pour  coordonnées 


X 


y*  =  2Rx  —  X* 

2R 

(w  +  n  yf^if  +  i  ' 

___    2R(m  +  nv/^) 
{rn  +  nyl-^i)   -f  1 

le  point  de  rencontre  du  même  faisceau  avec  la  droite 

x  =  m. 
a  pour  coordonnées 

x  =  2R, 

y  ==  (tn  -f  n  \f^)  2R  ; 

les  différences  des  coordonnées  des  deux  points,  ou  les  coordonnées  du 
point  du  lieu,  sont  donc 


ar=2RM  — 

y  =  (wi4-nV— i)2rA 


=  2R 


(m  +  w  V — l) 


(m  +  n  v^)*  +  \)      ""  (m  -f  n  >/-  l)*  +  i  ' 

(m+ny/ — l)' 


(m-t- 


wv/^Vv 


=  2R 


(m+n>/^^'+l  ' 
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la  partie  imaginaire  de  x  esl 

2/wn  (m*  —  n'  -|-  1)  —  (m"  —  n*)  2m  w  2wn 

(m*  —  n*  +  1  )«  +  4 w*n'  "^  (m*  —  n'  +  1  )*  +  4 w V  " 

Si  Ton  veut  que  le  point  obtenu  appartienne  à  la  conjuguée  à  abscisses 
réelles  de  la  cissoïde,  c'est-à-dire  à  la  courbe  représentée  en  coordon- 
nées réelles  par  l'équation 


-v/i^ 


2R' 


il  faudra  faire  nulle  l'une  des  parties  m  ou  n  ;  en  supposant  n  =  0  on 
trouverait  la  cissoïde  elle-même,  pour  avoir  sa  conjuguée  C  ==»  il  fau- 
dra donc  faire  m  =  0. 

Mais  sim=0  le  point  de  rencontre  du  faisceau  avec  le  cercle  appar- 
tiendra à  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  ce  cercle,  car  Tabscisse  de 
ce  point  de  rencontre  se  réduira  alors  à 

2R 


—  ri'  +  i' 

c'est-à-dire  sera  réelle  ;  l'abscisse  2R  du  point  de  rencontre  du  môme 
faisceau  avec  la  droite 

x  =  2R 

étant  aussi  réelle,  les  deux  points  de  rencgntre  du  faisceau  avec  le  cer- 
cle et  avec  sa  tangente  appartiendront  à  la  même  droite  G  «oc  du  fais- 
ceau ;  enfin  le  point  du  lieu  ayant  encore  son  abscisse  réelle,  se  trouvera 
aussi  sur  la  même  droite  C=«  du  faisceau. 

On  voit  donc  que  la  conjuguée  G  =  oo  de  la  cissoïde  se  tire  de  la  con- 
juguée C=x  du  cercle  exactement  de  la  même  manière  que  la  cis- 
soïde elle-même  se  tire  du  cercle. 

Pour  construire  cette  conjuguée  C  =  oo  de  la  cissoïde,  il  faudrait,  sur 
chaque  transversale  APNPj,  issue  du  point  A,  porter,  à  partir  de  ce 
point,  une  distance  AM^  égale  à  la  distance  NPj,  comprise  sur  la'  même 
transversale  entre  la  tangente  TAT  et  l'hyperbole  équilatère  conjuguée 
du  cercle,  en  ayant  soin  de  donner  à  AM^  le  sens  P^N. 

On  pourrait  sans  doute  étendre  la  même  étude  aux  autres  conjuguées 
de  la  cissoïde,  mais  les  résultats  seraient  alors  moins  intéressants  parce 
que  chaque  point  du  lieu  proviendrait  des  points  de  rencontre  de 
deux  droites  différentes  du  faisceau 


y 


==[m'-{-n  \—i)  X 


avec  le  cercle  et  avec  sa  tangente,  et  que  du  reste  non-seulement  la  ca- 
ractéristique du  point  du  lieu  différerait  de  la  caractéristique  du  point 
du  cercle  dont  il  proviendrait,  mais  que  les  points  d'une  même  conju- 


b. 
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guée  de  la  cissoïde  ne  seraient  plus  fournis  par  les  points  d'une  même 
conjuguée  du  cercle. 


Discussion  de  quelques  problèmes  de  géométrie  élémentaire. 

96.  La  discussion  complète  des  problèmes  relatifs  au  cercle  est  géné- 
ralement impossible  par  les  éléments  parce  que  Tune  des  hyperboles 
équilatères  conjuguées  du  cercle  vient  toujours  jouer  un  rôle  plus  ou 
moins  important  dans  la  question,  le  problème  posé  relativement  au 
cercle  Tétant  en  môme  temps  par  rapport  à  toutes  ses  conjuguées,  si 
l'on  en  entend  l'énoncé  aussi  largement  que  possible,  et  au  moins  par 
rapport  à  une  conjuguée  convenablement  choisie  tant  que  les  données 
restent  réelles. 

Nous  citerons  ici  quelques  exemples  choisis  parmi  ceux  où  il  n'y  ait 
à  considérer  que  des  intersections  de  droites  et  de  cercles:  on  en 
trouvera  d'autres  dans  le  chapitre  des  tangentes,  mais  la  goniométrie 
imaginaire  en  présentera  de  plus  importants,  dont  l'étude  méthodique 
est  devenue  indispensable  aux  théories  des  fonctions  circulaires  et  des 
fonctions  exponentielles. 

97.  Soit  proposé  d'inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  de  volume 
donné  : 

En  désignant  par  x  le  rayon  de 
base  du  cylindre  et  par  y  la  moitié 
de  sa  hauteur,  les  équations  du  pro- 
blème seront 


et 


Fig^  2. 


éliminant  x  entre  ces  équations^  on 
trouve  : 

L'expression  du  volume  change  de 

signe  avec  y  parce  qu'en  réalité, 

dans  la  mise  en  équation,  on  n'a  évalué  que  la  moitié  du  cylindre,  soit  la 

partie  ABEF,  soit  la  partie  CDKF.  C'est  le  double  de  cette  moitié  qu'on 

a  égalé  à  m^;  nous  pourrons  donc  borner  la  discussion  aux  variations 

de  y  de  0  à  -f-  00  • 

Tant  que  y  est  moindre  que  R,  le  volume  du  cylindre  est  positif,  le 
cylindre  est  alors  réellement  inscrit  dans  la  sphère. 

Mais  dès  que  y  surpasse  R,  le  volume  du  cylindre  devient  négatif,  il 
reste  réel  quoique  le  cylindre  lui-môme  devienne  complètement  ima- 
ginaire. 
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cation  de  ce  fait  est  très-simple, 
tion 

que  X  ety  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle  généra- 
.  sphère,  rapporté  aux  axes  Ox  et  0^ .'  si  y  est  plus  grand  que  R, 
ginaire  sans  partie  réelle,  le  point  lx,y]  appartient  à  l'hyperbole 
e  A,MB[.  par  conséquent  l'expression  en  discussion  estcelledu 
'un  cylindre  inscrit  dans  l'hyperboioïde  engendré  par  la  révo- 
:  l'hyperbole  A,MB,  autour  do  i'axe  des  y.  Ce  cylindre  est  en 
é  concrète  avec  le  cylindre  inscrit  dans  la  sphère,  comme 
ou  de  son  volume  est  en  continuité  analytique  avec  l'expres- 
olume  du  cylindre  inscrit  dans  la  sphère. 

îs  mêmes  remarques  s'appliqueraient  au  cOne  inscrit  dans  la 


)ici  une  question  encore  plus  simple  et  où  cependant  la  dis- 
les  résultats  obtenus  est  encore  plus  impossible  par  les  éléments. 
îons  que  d'un  point  A  pris  i  volonté  dans  le  plan  d'un  cercle  0, 
R,  on  mène  à  ce  cercle  une  sécante  variable  qui  le  rencontre 
N:  on  pourra  demander  le  maximum  et  le  minimum  de  la 
les  produits  des  distances  AM  et  AN  par  des  nombres  don- 

d  la  distance  du  point  A  au  centre  0  du  cercle,  et  x'  l'une  des 
■s  AM  ou  AN,  que  nous  prendrons  pour  variable  indépendante, 
',  si  l'on  supppse  le  point  A  pris  borsdu  cercle,  sera  donnée  par 


que  la  fonction  dont  on  demandait  le  maximum  et  le  minimum 

.  ,      (P  —  R' 

mx  +  n ; — . 

X 

ui  faire  prendre  la  valeur  S  il  faudrait  donner  à  x'  la  valeur 


^  _  S  d=  V^S'  —  imn  (d'  —  If) 
^~  ^Tn  ' 

lum  de  la  somme  chercbée  sérail  donc 


2\/mn(t/'  — K"), 
e  le  maximum  serait 


:i 
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Mais  si  [l'on  fait  application  de  cette ,  formule,  on  reconnaît  que  ni 
ce  minimum  ni  ce  maximum  ne  se  rapportent  toujours  à  la  question 
proposée. 

En  effet,  soient 

R  =  l»,       flf  =  2°»,      n=9,      m  =0,0001, 
les  valeurs  limites  de  la  fonction,  fournies  par  l'équation 

S'  =  4mn  (cP  —  R»), 
seraient 

—  2X0,01X^3X3      et      +  2x0,01  XV3X3 
ou 

—  0"»,06x\/3      et      +0^06x\/3, 

S 
et  les  valeurs  correspondantes  de  la  variable  x\  réduite  alors  à  —, 

seraient 

—  300"»XV3      et      4-300»XV3. 

Ainsi    l'analyse  prescrirait,  comme  moyen  de  solution,  de  décrire 

du  point  A  comme  centre  un  cercle  de  rayon  égal  à  300"*X  V  3  et  de 
joindre  au  point  A  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  le  cercle 
proposé  ! 

Ces  rencontres  n'existant  pas,  il  faut  en  conclure  que  les  équations 
du  problème  en  comprenaient  un  autre  que  le  proposé. 

Pour  justifier  cette  conclusion,  on  remarquera  d'abord  que  les  deux 
variables  s!  et  ar"  liées  entre  elles  par  l'équation 

a:V'=rf«  — R* 

sont  toujours  réelles  en  même  temps;  qu'à  la  vérité,  lorsque  la 
somme  S  est  comprise  entre 


—  2  \/wn  {d}  —  R*)      et      +2  slmn  {a^  —  R^) , 

x'  et  par  suite  x"  sont  réels  ;  mais  qu'il  ne  suffit  pas  que  x'  et  ar"  soient 
réels  pour  que  ces  quantités  représentent  les  distances  du  point  A  aux 
points  de  rencontre  d*une  transversale  issue  de  ce  point  avec  la  circon- 
férence du  cercle  donné,  la  formule  symbolique  de  la  distance  d'un 
point 

au  point 


I 


I 


N 


I 
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c'esl-à-dire  la  formule 


eprésenter  une  quantité  réelle  dès  que 

)uvaientdonc  rester  réels  bien  au  delà  des  limites  en  deçà  des- 
quelles le  problème  proposé  serait 
encore  possible  et  par  conséquent  on 
pouvait  6tre  induit  en  erreur  en  cher- 
chant les  limites  de  S  dans  les  condi- 
tions de  réalité  de  x'  ou  de  jf'. 

Quant  aux  résultats  obtenus,  od 
s'en  rendra  compte  en  remarquant 
que  lorsque  x'  et  x"  sont  réels,  sans 
que  le  problème  soit  possible  par 
rapport  au  cercle,  ces  variables  re- 
présentent les  dislances  figurées  du 
point  A  aux  points  de  rencontre  d'un 
faisceau  imaginaire  issu  du  point  A 
avec  l'hyperbole  conjuguée  du  cercle 
fixe  qui  a  pour  axe  transverse  la  li- 
gne OA. 
ît  y  =  a'  -|-  p'  v'  —  1  désignent  les  coor- 


Fig.  3. 


:t,  six=:«  +  pV  — 

d'un  point  du  lieu 

x'  +  y'  =  R', 
.  ^'  devront  satisfaire  à  la  condition 

tient  compLe  de  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut 

irimer  la  réalité  de  la  distance  x'  ou  x''  du  point  [x,  y\  i 
il  en  résulte 

8rf  =  0. 


fl=0, 

1  qui  exprime  que  le  point  [x,  y]  appartient  à  la  conjuguée  & 

réelles  du  cercle  x^-\-y^=^  R*. 

!ux  points  de  cette  hyperbole  dont  les  distances  figurées  au 

seront  £  et  if,  appartiendront  naturellement  à  un  mfime 
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faisceau  issu  du  point  A;  mais  comme  ils  auront  tous  deux  leurs  ab- 
scisses réelles,  ils  appartiendront  tous  deux  à  la  droite  C  =  oo  de  ce 
faisceau,  dont  l'équation  sera  dès  lors  nécessairement  de  la  forme 

y  =  a  \/— 1  (x  —  rf). 

Il  est  au  reste  facile  de  voir  ce  que  sont  effectivement  les  distances  x' 
et  ar'^  correspondant  à  une  transversale  AMN  :  les  abscisses  des  points  M 
et  N  étant  réelles  et  leurs  ordonnées  étant  imaginaires  sans  parties 
réelles,  l'expression  de  Tune  des  distances, 

représentera  le  second  côté  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle 
dont  d — X  serait  l'hypoténuse  et  dont  y  serait  l'autre  côté. 

Ainsi  les  longueurs  que  désigneraient  xf  eix"  seraient  AM,  et  ANj, 
d'où  l'on  voit  à  quel  problème  se  rapportera  effectivement  la  solution 
lorsqu'elle  ne  conviendra  pais  au  cercle  proposé. 

Les  deux  circonférences  AM^P,  ANjQ  ayant  pour  centre  de  similitude 
le  point  A  et  les  distances  PM  et  QN  étant  dans  le  rapport  de  simili- 
tude, les  trois  points  A,  Mj,  N^  seront  en  ligne  droite,  comme  les  trois 
points  A,  M,  N. 

Sur  un  paradoxe  de  la  géométrie  des  surfaces, 

100.  Supposons,  pour  prendre  un  exemple  simple,  que  nous  fassions 
glisser  un  cercle  parallèlement  à  lui-même  de  manière  qu'il  rencontre 
toujours  en  deux  points  un  autre  cercle  fixe,  de  moindre  rayon,  dont 
le  plan  serait  perpendiculaire  au  sien,  le  cercle  mobile  engendrera  une 
surface  définie  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  les  plans  parallèles  à 
celui  du  cercle  mobile  menés  tangentiellement  au  cercle  fixe  ;  mais,  la 
génération  de  la  surface  n'étant  plus  définie  en  dehors  de  ces  deux  plans, 
il  semblerait  qu'elle  dût  être  limitée  par  eux. 

Cependant,  si  l'on  soumet  la  question  au  calcul,  on  trouve  que  la  sur- 
face engendrée  s'étend  indéfiniment  et  que  le  cercle  mobile  se  transporte 
d'une  manière  aussi  parfaitement  régulière  après  avoir  perdu  ses  guides 
que  lorsque  son  mouvement  était  déterminé  par  eux. 

Ainsi  soient 

les  équations  du  cercle  fixe,  dans  le  plan  des  yz^  et 

celles  du  cercle  mobile  dans  un  plan  parallèle  à  celui  des  xy,  la  condi- 
tion de  rencontre  sera  exprimée  par 


s       I 
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de  sorte  que  l'équalion  de  la  surface,  qui  sera  double,  parce  que  le 
cercle  mobile  peut  se  présenter  d'un  côté  et  de  l'autre  du  cercle  fixe, 

)r,  quelque  valeur  que  l'oo  donne  à  z  dans  celte  équation,  l'équation 
ultante 

(j:±:V'R'  — /)'  =  2'  +  R'  — '^ 

résentera  toujours  deux  cercles  réels  de  rayon  R. 

ïela  posé,  on  demande  comment  le  cercle  mobile  est  guidé  dans  son 

uvement  en  dehors  des  plans 


ja  réponse  à  cette  question  est  extrêmement  aisée  à  trouver  :  la  con- 
ion  de  rencontre 

sprime  pas  exclusivement  que  les  deux  circonférences  se  coupent 
ictivement,  mais  que  si  elles  ne  se  coupent  pas,  une  conjuguée  de 
le  coupe  une  conjuguée  de  l'autre. 

jBs  points  de  rencontre  auront  nécessairement  leur  abscisse  nulle,  par 
iséquent  réelle,  puisque  l'une  des  équations  de  la  circonférence  fixe 
j;  ^=  0  ;  ce  sera  donc  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  du  cercle  mobile 
rencontrera  une  conjuguée  du  cercle  fixe,  mais  les  ordonnées  z  des 
nts  de  rencontre  devront  aussi  être  réelles,  puisque  l'une  des  équa- 
Qsdela  courbe  mobile  est  ï=:  A,-  par  conséquent  ce  sera  la  conjuguée 
réels  de  la  circonférence  Qxe  qui  sera  rencontrée  par  la  conjuguée  à 
disses  réelles  de  la  circonférence  mobile. 

Linsi,à  partir  du  moment  où  les  deux  circonférences  deviennent  tan- 
ites  et  vont  se  quitter,  les  deux  hyperboles  équilatëres  symétriques 
'  rapport  aux  axes,  et  conjuguées  de  ces  circonférences,  viennent  se 
istituer  i  elles  de  telle  sorte  que  le  glissement  de  l'une  d'elles  entre 
branches  de  l'autre  continue  de  régler  le  mouvement  du  cercle  nio- 

1  est  clair  que  la  même  question  pourrait  être  reproduite  pour  une 
face  quelconque,  car  on  pourrait  toujours  déOnir  cette  surface 
nme  engendrée  par  le  mouvement  d'nne  courbe  mobile  plane  va- 
3le  de  grandeur  en  m&me  temps  que  de  position  et  assujettie  à  glis- 
cntre  les  branches  d'une  autre  courbe  plane  fixe,  de  manière  que 
plan  restât  parallèle  à  lui-même. 

)ii  donnant  à  la  courbe  flxe  des  dimensions  aussi  petites  qu'on  le 
idrait  on  restreindrait  à  volonté  les  limites  entre  lesquelles  le  mou- 
aenl  de  la  courbe  mobile  pourrait  être  réglé  par  les  conditions 
mes  de  l'énoncé. 
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La  solution  de  la  difficulté  du  reste  serait  toujours  identique  à  celle 
que  nous  avons  donnée  dans  le  cas  précédent,  et  les  conjuguées  des 
deux  courbes  planes  qui  se  substitueraient  à  elles,  après  qu'elles  auraient 
cessé  de  se  couper,  seraient  encore  définies  de  la  môme  manière. 

En  effet,  si  Ton  prenait  toujours  le  plan  de  la  courbe  fixe  pour  plan 
des  zyei  im  plan  parallèle  à  celui  de  la  courbe  mobile  pour  plan  desx^, 
d'une  part,  Tune  des  équations  de  la  courbe  fixe  étant 

« 
les  points  de  rencontre  ne  pourraient  se  trouver  que  sur  la  conjuguée 
à  abscisses  réelles  de  la  courbe  mobile,  et  de  Tautre,  Tune  des  équations 
de  la  courbe  mobile  étant 

z  =A, 

les  points  de  rencontre  ne  pourraient  se  trouver  que  sur  la  conjuguée  à 
z  réels  de  la  courbe  fixe. 

Ainsi  le  mouvement  de  la  courbe  mobile  serait  toujours  réglé  d'après 
les  mêmes  conditions. 

Quoique  la  question  qu'on  vient  d'examiner  soit  toute  particulière, 
en  ce  que  Ton  a  supposé  planes  la  directrice  et  la  génératrice  de  la  sur- 
face, il  est  bien  clair  que  les  mômes  principes  s'appliqueraient  d'une 
manière  analogue  dans  tous  les  autres  cas.  Mais  il  est  inutile  d'in- 
sister. 


J 
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101.  Lorsqu'une  courbe  réelle  a  un  centre,  ce  point  est  centre 
commun  de  toutes  ses  conjuguées;  en  effet,  si  on  Ta  pris  pour  origine, 
les  solutions  de  l'équation  de  la  courbe  seront  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  si 


est  une  solution  de  cette  équation, 


a?  =  —  a  —  p  V^— i, 

en  sera  une  autre.  Or  ces  deux  solutions  ont  môme  caractéristique 
G=  r-,  les  deux  points  correspondants 

r 

y,  =  a'  +  [i' 

et 

.xr,  =  —  tt  —  [i , 

appartiennent  donc  à  la  même  conjuguée  G,  et  comme  leurs  coordonnées 
sont  égales  et  de  signes  contraires,  la  corde  qui  les  joint  passe  par  l'ori- 
gine et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales. 

L'origine  est  donc  le  centre  de  la  conjuguée  G,  c'est-à-dire  d'une 
quelconque  des  conjuguées. 

1*02.  Réciproquement,  si  l'une  des  conjuguées  d'une  courbe  réelle  a 
un  centre  réel,  ce  point  est  aussi  le  centre  de  la  courbe  réelle  et  par 
suite  de  toutes  les  autres  conjuguées. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  qu'on  a  vu  au  n°  2\ ,  que  toute  courbe 
réelle  est  une  conjuguée  de  l'une  de  ses  conjuguées. 

105.  Au  reste  les  équations  du  centre  d'une  courbe  algébrique  dont 
l'équation   aurait  ses   coefficients  réels  ne  pourraient  en  aucun  cas 


k  '^ 
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donner  de  valeurs  imaginaires  pour  les  coordonnées  de  ce  point  ;  en 
effet,  si  elles  admettaient  une  solution 

a;  =  a  +  ô  sj — 1, 

elles  admettraient  aussi  la  solution  conjuguée 

X  =  a  —  b  V —  1  » 

et  cette  simultanéité  est  contraire  à  ce  que  Ton  sait,  qu'une  courbe  algé- 
brique ne  saurait  avoir  plus  d'un  centre. 

A  la  vérité  on  pourrait  bien  objecter  que  la  présence  de  deux  centres 
imaginaires  ne  contredit  pas  le  principe,  puisque  la  courbe  dans  ce  cas 
n'en  aurait  même  pas  un  seul. 

Je  pense  qu'on  pourrait  se  contenter  de  répondre  que  si  les  équations 
du  centre  du  lieu  considéré  comportaient,  pour  de  certaines  valeurs 
des  coefficients,  les  deux  solutions 

œ  =  a  di  b  ^ — i, 

on  pourrait  changer  ces  coefficients  de  manière  à  rendre  réelles  les  deux 
solutions  trouvées,  ce  qui  ferait  reparaître  les  deux  centres. 

Mais  une  preuve  directe  du  fait  nous  enseignera  quelque  chose  de 
plus. 

Si,  dans  une  équation 

on  remplace 


X  par  X  '\'  a  -\'  b  \/— - 1 


et 


y   par  y  4-^'+  ^V-i, 


h' 

les  solutions  dont  la  caractéristique  était  G  =  t-  se  transformeront  en 

d'autres  dont  la  caractéristique  restera  la  même.  D'un  autre  côté,  si  en 
même  temps  on  suppose  les  axes  des  coordonnées  transportés  parallè- 
lement à  eux-mêmes  au  point 

x^  =  a  +  ô, 
y.  =  a'  +  b', 

les  nouvelles  solutions,  de  caractéristique  G,  de  l'équation  transformée, 
rapportées  au  nouveau  système  d'axes,  reproduiront  tous  les  points  de 
la  conjuguée  C  du  lieu,  dans  l'ancien  système. 
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Mais  sia  +  A  ^—ieia!  -f-  *'  y^—l  formaient  une  solution  des  équations 
du  centre,  les  solutions  de  l'équation  transformée  aéraient  deux  à  deux 

égales  et  de  signes  contraires,  et  la  conjuguée  C  =  -  du  lieu  proposé, 

qui  n'aurait  pas  changé,  aurait  pour  centre  le  point  x^  =  a  -^  b^ 
y^  z=z  a'  -{-  b'.  Mais,  pour  les  mômes  raisons,  elle  admettrait  aussi  pour 
centre  le  point  x^=a  —  6, ifi=^cl  —  à\  ce  qui  est  impossible. 

Ainsi  il  est  impossible  que  les  équations  du  centre  d'un  lieu  algébrique 
à  coefficients  réels  admettent  une  solution  imaginaire. 

104.  Mais  s'il  s'agissait  d'un  lieu  à  coefficients  imaginaires,  il  n'y 
aurait  évidemment  aucun  empêchement  à  ce  que  les  équations  du 
centre  fournissent  une  solution  imaginaire 

x  =  a  4"  ^  V —  *  » 


Dans  ce  cas,  le  point 


serait  le  centre  de  la  conjuguée  C  ^  f  du  lieu.  Il  n'y  aurait  d'aiUeur. 

aucune  raison  pour  que  le  môme  point  fût  en  môme  temps  centre  géo- 
métrique desautres  conjuguées. 
Par  exemple,  en  général,  parmi  les  conjuguées  du  lieu, 

(a+û  V^)y*4-2(6+6V=^ky+(c4<'v^)x«+2(rf4^V^)y4-2{cH-e'v^         i  =o, 

il  y  en  aura  une  pourvue  de  centre^  tandis  que  les  autres  n'en  auront 
pas. 
Mais  si  les  équations  du  centre  de  ce  lieu, 

{a  +  a' V^)  y  +  (^  +  * V^  ^  +  rf  +  rf'V^  =  0- 
et 

(6  +  6'V^)  y  +  (^  +  c'sl^i)  x  +  e  +  e' V^  =  0, 

^fournissaient  pour  a:  et  y  des  valeurs  réelles,  ce  qui  exigerait  que  le:? 
quatre  équations 

ay  +  bx  -{-d  =  {}, 

a'y +  *'^  +  d'=0, 

6y  +  ca;  4-  ^  =  0, 
b'y  +  c'x  -f  e'  =  0, 

se  réduisissent  à  deux,  dans  ce  cas,  toutes  les  conjuguées  dulieu  auraient 
pour  centre  commun  le  point  représenté  par  la  solution  obtenue. 


\,f-  -w 
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105.  Ce  qui  précède  s'applique  sans  difficultés  et  sans  modifications 
aux  conjuguées  des  surfaces  réelles  ou  imaginaires. 


Diamètres  et  surfaces  diamétrales. 

106.  La  théorie  des  diamètres  se  fonde  sans  difficultés  sur  ces  re- 
marques :  1*  que  le  point  dont  les  coordonnées  imaginaires  sont  les 
demi-sommes  des  coordonnées  imaginaires  de  deux  points  quelconques, 
de  même  caractéristique,  ou  de  caractéristiques  différentes,  est  toujours 
le  milieu  de  la  corde  qui  joint  ces  deux  points  ;  2^  que  si  les  deux  points 
extrêmes  ont  même  caractéristique,  le  troisième  est  représenté  dans  le 
même  système  ;  3®  enfin  que  si  les  deux  points  extrêmes  appartiennent 
à  une  même  droite  d'un  faisceau 

le  troisième  se  trouve  aussi  sur  cette  droite. 

Il  résulte  de  là  que  si  x^  et  y^  désignent  les  demi-sommes  des  coor-* 
données  de  deux  points  communs  au  lieu 

■  f{^>y)  =  o 

et  à  un  faisceau 

d^une  part,  la  solution  [x^,  yj  réalisée  fournira  le  point  milieu  de  la 
droite  qui  joindrait  ces  deux  points,  tandis  que  d'un  autre  côté,  si  dans 
les  deux  équations 

f{x,y)  =  0 
et 

on  remplace  x  par  x-\-  x^eiy  par  y  +  y„  les  coordonnées  nouvelles 
des  deux  points  considérés,  égales  alors  et  de  signes  contraires,  devront 
nécessairement  satisfaire  aux  équations 

f{x  +  x^,  y  +  y,)=0 
el 

y  =  (w+w\/--T)x, 
c'est-à-dire  que  l'équation 

devra  avoir  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

(i 
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Q  désignent,  dans  cette  équation,  l'ensemble  des  termes  de 
ira  et  l'ensemble  des  termes'de  degrés  impairs,  la  condition 
'obtiendra  en  exprimant  que  les  équations 


>tution  commune. 
)  condition 

u  de  l'équation  générale  des  diamètres  de  la  courbe  réelle  re- 
par  l'équation, 

lue  le  coefficient  angulaire  des  cordes  sera  remplacé  par 

insi  donc,  si 

î  {jr,  y,a)  =  0 

ion  générale  des  diamètres  d'une  courbe  réelle 

/■(^>y)  =  o. 

lion  de  l'équation 

soient  m  el  n,  fournira  toujours  le  milieu  d'une  corde  joi- 
X  points  pris  sur  deux  conjuguées  du  licu/'(x,  y)=0,  ou,  en 
se,  l'équation 

lile  on  pourra  faire  varier  tn  et  n  à  volonté,  représentera  l'en- 
tous  les  points  milieux  de  toutes  les  cordes  que  l'on  pourrail 
n  point  quelconque  d'une  quelconque  des  conjuguées  du 

/■(-t,y)  =  o 

!  point  quelconque  d'une  autre  conjuguée  quelconque. 

ais  il  ne  faudrait  pas  croire  que  m  et  n  restant  fixes,  les  solu- 
même  système  C  de  l'équation 


>,^,m+«vCrï)=o 
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dussent  fournir  les  différents  points  du  diamètre  lieu  des  milieux  des 
cordes  menées  dans  la  conjuguée  C  de  la  courbe  f{x^  y)=0  parallèle- 
ment à  la  droite 

y  —  (  wi  +  »*  H ^ — n  )  ^  ~  ^' 

\  m  —  n  —  G/ 

En  général,  pour  obtenir  la  suite  de  ces  points,  il  faudrait  faire  varier 
m  et  n  tout  en  les  assujettissant  à  la  condition 

et,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  m  et  de  n,  ne  prendre  que  cer- 
taines des  solutions  du  système  G  de  l'équation 

1 

109.  Si  l'on  prolonge  l'un  des  diamètres 

d'une  courbe  réelle 

au  delà  des  limites  en  deçà  desquelles  les  cordes  parallèles  à  la  direc- 
tion y =aar  coupent  effectivement  cette  courbe,  le  prolongement  four- 
nit naturellement  le  diamètre  correspondant  aux  cordes  parallèles  à  la 
même  direction  y  =  or  de  la  conjuguée  G=adû  lieu.  Ce  diamètre  est 
réel  dans  toute  son  étendue  parce  que  les  extrémités  des  cordes  de  la 
conjuguée  qu'il  coupe  en  parties  égales  ayant  leurs  coordonnées  con- 
juguées, c'est-à-dire  telles  que 

ar  =  a  ±:  p  V—  1, 

y  =  a'±:^'v/irr, 

les  demi-sommes  de  ces  coordonnées  sont  réelles. 

La  définition  même  des  conjuguées  d'une  courbe  réelle  contenait  au 
reste  cette  propriété. 

Les  conjuguées  d'une  courbe  ne  sont  en  effet  que  les  courbes  qui  ont 
en  commun  avec  elle  un  diamètre  et  dont  les  cordes,  comptées  à  partir 
de  ce  diamètre,  parallèlement  à  la  direction  correspondante,  sont  en. 
continuité  avec  celles  de  la  courbe  réelle. 

i  iO.  Si  l'on  voulait  obtenir  spécialement  le  diamètre  lieu  des  mi* 
lieux  des  cordés  parallèles  à  une  direction 

y  =  (w? 
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juguée  désignée  C  d'un  lieu 

l  d'abord  déterminer,  conrormément  aux   prescriptions  du 
[nation  générale  des  droites  capables  de  couper  cette  conju- 
deux  points. 
lualioQ 

,j  =  (,«  +  „v'3T)  j;+;,  +  y  V^i,- 

I  et  q  seraient  assujettis  à  deux  conditions,  étant  obtenue,  on 
,  de  la  particulariser  en  eiprïmant  le  parallélisme  de  la  droite  C 
u  et  de  la  direction  y  =ox,  au  moyen  de  la  condition 


ntiendrait  plus  alors  qu'un  paramètre  arbitraire,  et  pourrait 
ijuent  recevoir  par  exemple  la  forme 

ue  valeur  de  m,  cette  équation  et /"rx.yJsrO  auraient  deux 
communes  appartenant  au  système  C  et  auxquelles  corres- 
t  deux  points  situés  sur  une  même  parallèle  ky^ax. 
BU  de  la  corde  qui  joindrait  ces  deux  points  devant  apparte- 
part  au  lieu 

re  au  faisceau 

y  =  (;«  +  X(m)v'^)x+f.H  +  v(m)s/ri. 

Irait  le  lieu  de  ces  milieux,  ou  l'équation  du  diamètre  cher- 

iminaot  m  entre  ces  deux  de'mières  équations, 

a  arriver  que  l'une  des  deux  conditions  propres  à  exprimer 

ceau 

y  =.  (m  +  «  s/ITT)  X -I- p  +  î  V^ 

lonjuguée  C  du  lieu  f{x,  j]=0  en  deux  points,  ne  contienne 
',;  dans  ce  cas  m  et  n  assujettis  d'autre  part  à  la  conditîoa 
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seront  complètement  déterminés  et  Téquation  du  système  des  cordes  à 
considérer  sera  de  la  forme 

y  =  Mo;  4-  P> 

M  désignant  une  expression  connue  dépendant  de  a  et  des  paramètres 
du  lieu  et  P  une  fonction  connue  de  la  variable  p. 
Pour  avoir  le  diamètre  cherché,  il  faudrait  éliminer />  entre 

9  (x,  y,  M)  =  0 
et 

y  3=  Ma;  +  P  » 
mais 

<p  (x,  y,  M)  =  0 

ne  contenant  pas/?,  cette  équation  sera  précisément  celle  du  lieu. 

Par  exemple  l'équation^  trouvée  au  n""  92,  des  droites  qui  peuvent 
couper  en  deux  points  la  conjuguée  G  de  Tellipse 

étant 

n V^ C  Va*G«-f  M -f-  b^ Vi4-C«  , / û«C»+A» 

nV-lVa*CM-6»--««cVl+C«  nV-1  Vfl*C«  +  ô*-.aïcVl+C« 

réquation  générale  des  diamètres  de  cette  conjuguée  G  sera 


A«  nsl—\  v/a*G*  +  ô*  —  a«C Vl  +  C» 

c'est-à-dire  que,  pour  chaque  valeur  de  n,  la  droite  G  du  faisceau 
représenté  par  cette  équation  sera  un  diamètre  de  la  conjuguée  G  de 
l'ellipse.     * 
Cette  équation,  s'il  s'agissait  de  la  conjuguée  G=œ  de  l'ellipse  se  ré- 

duirait  à  y  = x  = r-v — la: et  pour  chaque  valeur  de  n 

fournirait  le  diamètre  de  l'hyperbole  a^y^ — i*a?*= — à^b^  correspon- 
dant aux  cordes  parallèles  à  la  direction  t/=znx, 

fit.  La  même  théorie  s'applique  évidemment  et  sans  d'ailleurs  au- 
cune modification  aux  surfaces  diamétrales  des  conjuguées  d'un  lieu  à 
trois  dimensions. 

112.  La  recherche  du  lieu  des  points  milieux  des  cordes  d'une  courbe 
fi^yV)  =  ^  qui  divergeraient  d'un  point  fixe  [x  =  a,  y=  6],  se  lie  inti- 
mement à  la  précédente  et  présente  un  intérêt  analogue. 
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tion.  de  ce  lieu  élant  une  fois  trouvée,  le  coefficient  angulaire 
le  la  transversale  menée  du  point  [a,  b],  après  qu'il  aura  été 
pourra  aussi  bien  être  supposé  avoir  été  imaginaire  que  réel  ; 
implet  représenté  par  l'équation  obtenue,  se  composera  donc 
:ment  du  lieu  réel,  qu'on  avait  en  vue,  mais  du  lieu  des  mi- 
toutes  les  cordes  gui  joindraient  les  points  d'intersection  de  la 
[jT,  !/)=0  avec  tous  les  faisceaux  imaginables  que  pourrait  re- 
r  l'équation 

y  -d  =  {m  +  nV^  (x  —  a), 

ent  les  deux  constantes  arbitraires  m  et  n. 

ite  la  partie  réelle  du  lieu  représenté  par  l'équation  trouvée 

endrait  généralement  pas  tout  entière  au  lieu  qu'on  avait  d'à- . 

et  la  transversale  mobile,  menée  du  point  [a,  b],  h  partir  de 
:  positions  où  elle  serait  devenue  tangente  à  la  courbe 

lirait  plus  d'intersections  réelles,  et  cependant  le  lieu  réel  se 
rait  sans  solution  de  continuité  au  delà  du  point  de  contact, 
bscisses,  par  exemple,  des  deux  points  de  rencontre,  devenus 
res,  de  la  transversale  réelle  et  du  lieu 

iginaires  conjuguées,  leur  demi-somme  serait  restée  réelle  et  la 

ame  de  leurs  ordonnées  le  serait  pareillement, 

ste  la  caractéristique  commune  des  deux  points  imaginaires 

1  correspondrait  un  point  réel  du  lieu  ne  serait  autre  que  le 

nt  angulaire  actuel  de  la  transversale  mobile. 

néral  donc,  la  partie  réelle  du  lieu  trouvé  se  composera  du  lieu 

iux  des  cordes  menées  effectivement  du  point  donné  au  travers 

irbe  réelle 

f{x,  ï)  =  0 

suite  des  points  milieux  des  cordes  menées  du  même  point  au 
es  conjuguées  de  cette  courbe,  mais  avec  cette  restriclion  que 
onjuguée  n'apportera  au  lieu  d'autre  contingent  que  le  système 
ts  milieux  des  cordes  qu'elle  pourra  intercepter  sur  la  seule 
sale  menée  du  poiiit  donné  parallèlement  à  ses  cordes  réelles. 
:emple  le  lieu  des  milieux  des  cordes  menées  d'un  point  i^  un 
t  fourni  par  l'équation  de  la  circonférence  ayant  pour  diamètre 
qui  joint  le  point  donné  au  centre  du  cercle  donné  :  lorsque 
donné  est  intérieur  au  cercle  donné,  la  partie  réelle  du  lieu 
nt  tout  entière  au  lieu  qu'on  avait  en  vue  ;  mais  lorsqu'au  cou- 
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Iraire  le  point  est  extérieur  au  cercle,  la  partie  de  la  circonférence 
obtenue  qui  se  trouve  en  dehors  du  cercle  donné,  est  étrangère  à  la 
question. 

Cette  partie  extérieure  est  le  lieu  des  milieux  de  cordes  menées  du 
point  donné  aux  hyperboles  conjuguées  du  cercle  donné  ;  mais  chacune 
de  ces  hyperboles  ne  fournit  au  lieu  que  le  milieu  de  la  corde  menée 
du  point  donné  perpendiculairement  à  son  axe  transverse. 

115.  Si  au  lieu  des  milieux  des  cordes  NN'  menées  d'un  point  fixe  A 
à  une  courbe  f[Xy  y]  =  0  on  voulait  considérer  le  lieu  des  points  M  tels 
que 

AM  =  *AN  +  *'AN', 

on  arriverait  naturellement  à  des  conséquences  analogues  ;  c'est-à-dire 
que  la  partie  réelle  du  lieu  se  prolongerait  encore  sans  aucune  solution 
de  continuité,  à  partir  du  point  où  elle  traverserait  la  tangente  menée 
du  point  A  à  la  courbe  réelle. 

Mais  il  est  important  de  remarquer  qu'un  point  réel  du  lieu,  voisin  du 
point  situé  sur  cette  tangente  ne  proviendrait  plus  alors  de  points  N  et  N' 
ayaht  leurs  coordonnées  imaginaires  conjuguées,  et  que,  par  suite,  la 
transversale  qui  le  fournirait  n'aurait  plus  son  coefficient  angulaire  réel. 

Le  coefficient  angulaire  variable  de  la  transversale,  en  tant  que  cette 
transversale  dût  fournir  un  point  de  la  portion  réelle  du  lieu,  resterait 
réel  jusqu'au  moment  où  la  transversale  deviendrait  tangente,  mais  ce 
coefBcient  angulaire  deviendrait  ensuite  imaginaire  et  sa  partie  imagi- 
naire, d'abord  nulle,  commencerait  par  être  infiniment  petite  pour 
n'atteindre  une  valeur  finie  qu'à  une  distance  finie  de  la  tangente. 

Au  reste  dès  que  le  coefficient  angulaire  de  la  transversale  serait 
devenu  imaginaire,  naturellement  les  expressions  analytiques  des  dis- 
lances AN  et  AN'  le  seraient  devenues  en  même  temps  et  ces  expressions 

débarrassées  du  signe  v^ — 1,  c'est-à-dire  construites  comme  nous  avons 
construit  les  coordonnées  d'un  point  imaginaire,  ne  représenteraient 
aucunement  les  distances  eCTectives  du  point  réel  A  aux  points  imagi- 
naires N  et  N'. 

Enfin  les  caractéristiques  des  deux  points  N  et  N'  étant  différentes,  ces 
deux  points  n'appartiendraient  plus  à  une  même  droite  du  faisceau 
représenté  par' l'équation  de  la  transversale  imaginaire. 


Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré. 

114.  Les  quatre  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  second 
degré  sont  deux  à  deux  les  extrémités  de  cordes  égales  de  ces  deux 
courbes,  menées  par  les  points  d'intersection  des  diamètres  correspon- 
dants. Le  nombre  des  points  d'intersection  est  limité  parce  que,  si  Ton 
choisit  au  hasard  une  direction  commune  de  cordes  et  qu'on  construise 
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i  correspondants,  en  général  la  corde  parallèle  à  la  direc- 
menée  par  le  point  de  rencontre  des  deux  diamètres,  n'aura 
longueur  dnns  les  deux  courbes  ou  dans  leurs  conjuguées, 
pourra  d'ailleurs  couper  l'une  des  courbes  et  la  conjuguée 

s  quatre  points  d'intersection  sont  réels,  les  trois  systèmes 

lommunes  se  composent  de  droites  réelles. 

eux  autres  cas  les  sécantes  réelles  communes  sont  la  droite 

deux  points  de  rencontre  réels  et  celle  qui  joint  les  deux 

laires  conjugués,  ou  les  deux  droites  qui  joignent  les  points 

conjugués. 

qui  joint  deux  points  imaginaires  conjugués  est,  dans  tous 

corde  réelle  commune  à  deux  conjuguées  de  même  carac- 

les  quatre  solutions  communes  se  confondent,  les  deux  • 
ont  être  distinctes,  si  les  premières  sont  réelles,  mais  elles 
ml  nécessairement  si  les  premières  sont  imaginaires,  parce 
eront  tes  conjuguées. 

ir  là  que  deux  courbes  du  second  degré  non  bilangentes  ne 
Ducher  qu'en  un  point  réel. 

este  le  cas  otl  deux  conjuguées  seraient  bitangenles  peut 
évidemment  se  réaliser.'  En  eflet, 
si  l'on  considère  deux  coniques 
MANBP  et  M'AN'BP'  tangentes  à 
la  fois  en  A  et  en  B.  les  coni- 
ques réelles  dont  elles  pourraient 
être  les  conjuguées,  sous  une 
caractéristique  commune  égale 
au  coefficient  angulaire  de  AB, 
auront  pour  diamètre  commun, 
„.  correspondant  aux  cordes  paral- 

^*'  lèlesi  AB,  la  droite  TC  menée  du 

eu  de  AB  au  point  de  concours  T  des  tangentes  comnaunes 
B  aux  deux  coniques  proposées;  et  les  équations  de  ces 
lies  rapportées  aux  droites  CT  et  CA,  prises  pour  axes  desx 
nettront  pour  solutions  doubles 

x  =  Ù    et    y  =  ±AC^^. 

!  ellipse  imaginaire  peut  de  même,  évidemment,  Être  bitan- 
I  ellipse  réelle  ou  k  une  hyperbole.  Les  deux  lieux  auront 
ce  cas  un  diamètre  commun  conjugué,  dans  l'un  et  l'autre, . 
double  commune.  Les  deux  conjuguées  bilangentes  admet- 
t  l'autre  la  corde  double  pour  corde  réelle,  auront  encore 
ïtéristique. 

sque  l'ellipse  imaginaire  est  rapportée  à  son  centre,  les  coor- 
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données  des  points  de  l'enveloppe  sont  imaginaires  sans  parties  réelles. 
Il  en  est  de  même  des  coordonnées  des  points  de  l'enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'une  hyperbole,  lorsque  celte  hyperbole  est  rapportée 
à  son  cenlre.  Quant  à  l'ellipse  réelle,  elle  ne  présente  pas  d'enveloppe 
imaginaire.  Les  parties  réelles  des  coordonnées  des  points  de  l'enveloppe 
imaginaire  d'un  lieu  du  second  degré  à  coefficients  réels,  sont  donc  dans 
tous  les  cas  constantes  et  se  confondent  avec  les  coordonnées  du 
centre. 
Gela  posé,  si  deux  lieux  du  second  degré  se  touchent  en  deux  points 

dont  Tun 

appartienne  à  Tenveloppe  imaginaire  de  l'un  de  ces  deux  lieux,  comme 
les  coordonnées  du  centre  de  ce  lieu  seront  a  et  a\  le  second  point  de 
contact 


a:  =  a  —  p  V—  1  »      y  =  a'  —  ^  V—  * 

appartiendra  aussi  à  l'enveloppe  imaginaire  du  même  lieu  et  sera 
diamétralement  opposé  au  premier. 

Les  tangentes  aux  deux  points  de  contact  seront  donc  parallèles  et 
par  suite  ces  deux  points  de  contact  seront  aussi  diamétralement  op- 
posés sur  le  second  lieu,  de  sorte  que  les  deux  lieux  auront  même 
centre. 

■ 

Mais  alors  les  coordonnées  du  centre  du  second  lieu  étant  aussi  a  et  d^ 
les  coordonnées  des  deux  points  de  contact 


a?  =  a±^v/— 1»      y  =û'zt^V— ^ 


rapportés  au  centre  du  second  lieu, seront  aussi di py  —  1  et±:p'v--l, 
c'est-à-dire  imaginaires  sans  parties  réelles  et  par  conséquent  ces  mêmes 
points  de  contact  appartiendront  aussi  à  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  du  second  lieu. 

Ainsi  deux  lieux  du  second  degré  à  coefficients  réels  ne  peuvent  se 
loucher  en  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  l'un 
d'eux  sans  se  toucher  également  au  point  diamétralement  opposé  au 
premier,  sans  être  concentriques  et  sans  que  les  deux  points  de  contact 
apparti^nent  aussi  à  Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  second 
lieu. 

Il  est  clair  d'ailleurs  qu'on  pourra  toujours  d'une  infinité  de  ma- 
nières établir  un  double  contact  entre  les  enveloppes  imaginaires  des 
conjuguées  de  deux  hyperboles,  entre  deux  ellipses  imaginaires,  ou 
entre  une  ellipse  imaginaire  et  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'une  hyperbole. 
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sait  d'une  hyperbole  et  d'une  ellipse  imaginaire  et  que  cette 
;inaire  dégénérât  en  cercle,  il  est  clair  que  les  points  de  con- 
rraientplus  se  trouver  qu'aux  «xtrémîtés  de  l'axe  non  trans- 
jrperbole  considérée. 

cations  étaient  peut-être  nécessaires  pour  rendre  compte  de 
qu'on  emploie  depuis  quelque  temps  pour  la  recherche  des 
les  axes  d'une  conique. 
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TANGENTES  ET  PLANS  TANGENTS. 

Tangentes,  aux  courbes  planes. 

117.  La  théorie  des  tangentes  aux  courbes  représentées  en  coordon- 
nées imaginaires  exigerait  une  révision  préalable  de  la  théorie  des 
dérivées  dont  la  notion  doit  recevoir  une  plus  grande  extension  que 
celle  qu'on  lui  donne  ordinairement  dans  les  éléments. 

Lorsqu'on  définit  la  dérivée  d'une  fonction,  pour  un  système  parti- 
culier de  valeurs  de  cette  fonction  et  de  sa  variable,  comme  étant  la 
limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  que  prendraient 
simultanément  la  fonction  et  la  variable,  à  partir  de  leurs  valeurs  ini- 
tiales, on  laisse  planer  sur  la  définition  cette  restriction  que  Taccrois- 
sement  de  la  variable,  au  moins,  doive  être  réel. 

Quoique  cette  restriction  n*ait  peut-être  jamais  été  expressément 
énoncée,  elle  est  restée  d'abord  tacitement  consentie  et  il  en  est  résulté 
des  habitudes  d'esprit  dont  il  faut  aujourd'hui  se  débarrasser,  après 
réflexion. 

La  limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  d'une  fonc- 
tion et  de  sa  variable  reste  toujours  la  même,  pour  chaque  système  de 
valeurs  de  cette  fonction  et  de  sa  variable^  quel  que  soit  l'accroissement 
de  la  variable,  réel  ou  imaginaire  et,  s'il  est  imaginaire^  quel  que  soit  le 
rapport  de  ses  deux  parties.  Mais  ce  fait  d'abord  inaperçu  a  été  ensuite 
accepté  comme  n'ayant  pas  même  besoin  d'explication. 

Quelques  mots  à  cet  égard  seront  d'autant  moins  superflus  que  la 
démonstration  du  fait  ne  pourra  être  convenablement  présentée,  rela- 
tivement aux  fonctions  transcendantes,  que  lorsque  la  théorie  de  ces 
fonctions,  trop  peu  satisfaisante  aujourd'hui,  aura  été  reconstituée  sur 
de  nouvelles  bases. 

La  raison  générale  du  fait  en  question  consiste  en  ce  que,  bien  que 
zéro  soit  essentiellement  indéterminé,  puisque  son  argument  peut  avoir 
toutes  l^s  valeurs  comprises  eiUre  0  et  2^,  néanmoins  la  substitution 
de  zéro  à  une  variable,  dans  une  fonction  quelconque,  donne  toujours 
un  résultat  déterminé.  11  résulte  de  Kl  en  effet  que,  lorsqu'après  avoir 
introduit  sous  un  symbole  quelconque,  dx,  par  exemple,  l'accroisse- 
ment donné  à  la  variable  x,  dont  dépend  une  fonction,  et  exprimé  en 
conséquence  l'accroissement  de  cette  fonction,  si  l'on  fait  ensuite  tendre 
vers  zéro  cet  accroissement  rfar,  on  n'a  pas  besoin  de  spécifier  la  loi  de 
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ses  deux  parties  réelle  et  imaginaire,  le  résultat  final,  au 
dx  est  arrivé  à  la  valeur  zéro,  restant  toujours  le  même. 
ire  faudrait-il,  pour  que  cette  raison  pût  acquérir  toute  sa 
la  fonction  considérée,  quand  elle  portera  sur  une  valeur 
le  sa  variable,  fût  nettement  intelligible,  et  c'est  juslement 
]Ue  encore  à  la  notion  des  fonctions  exponentielles  et  cir- 

iment,  nous  n'accepterions  donc  même  pas  le  théorème  en 
irne  les  fonctions  transcendantes  ;  mais  quant  aux  fonctions 
explicites  ou  implicites  dont  la  notion  est  toujours  claire, 
e  nous  venons  de  donner  de  la  réalité  du  fait  qui  nous  oc< 
Isante.  Au  reste  il  sérail  bien'facile,  en  passant  en  revue  les 
Dples  au  moyen  desquels  on  a  établi  les  règles  de  dérivation 
ons,  de  s'assurer  que  la  limite  du  rapport  de  leur  accrois- 
lui  de  la  variable  reste  toujoui's  la  mSme,  quelle  que  soit  la 
jquelle  ce  dernier  tende  vers  zéro. 

irderons  donc  le  fait  comme  établi  eu  ce  qui  concerne  les 
[éb^iques,  dont  nous  nous  occupons  presque  exclusivement, 
oaettrons  provisoirement  pour  les  fonctions  transcendantes, 
:  auxquelles  il  prendra  le  caractère  d'un  principe,  lorsque 
is  seront  déQnies,  comme  elles  doivent  l'être,  par  leurs 


i  qu'il  en  soit,  si  l'on  a  trouvé  que  la  dérivée  de  y  par  rap- 
un  point  d'un  lieu 

m  +  BV^, 
4  qu'à  un  accroissement  infiniment  petit  de  x, 

rfx  =  da  -f  rfp  v'^, 
Irait  pour  y  un  accroissement  donné  par  l'équation 
rfa'  _|_  rf^'  ^/ZTî  =  (m  -f  n  v'^  {à»  +  d^  v'^. 
ipose  en 

du'  ^  mrfa  —  nrfjl 

rf,a'  =  mrfp  +  nda, 


-  dâ*-\-  dp 
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II9«  Cela  posé,  si  deux  lieux 

f  (x,  y)  =  0      et      (p  (a-,  y)  =  0 

ont  un  point  commun  réel  ou  imagidaire,  [ar,  y],  et  qu'en  ce  point  les 

dérivées  de  y  par  rapport  à  x  soient  les  mêmes  et  égales  ^m-^-nsI —  i  , 
quelque  accroissement  infiniment  petit  qu'on  donne  à  x^  les  accroisse- 
ments correspondants  de  y  seront  les  mêmes  sur  les  deux  lieux  ;  ces 
deux  lieux  auront  donc  une  infinité  de  points  communs  infiniment  voi- 
sins du  point  [Xy  y],  de  sorte  que  les  deux  portions  du  plan  recouvertes 
par  les  points  imaginaires  fournis  par  les  équations  des  deux  lieux 
auront  généralement  en  commun  un  disque  infiniment  petit  s'étendant 
dans  tous  les  sens  autour  du  point  [x^  y],  à  moins  que  n  ne  soit  nul, 
car  excepté  dans  ce  cas,  qui  sera  examiné  à  part, 

rfû 

pourra  prendre  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  +  ^^^  lorsqu'on  donnera 

a  -p  des  valeurs  convenables, 
aa 

ISO.  Supposons  que  sur  les  deux  portions  du  plan  recouvertes  par 
les  points  imaginaires  fournis  par  les  deux  équations 

f{x,y)  =  0      et      <p(x,y)  =  0, 

on  trace,  à  partir  du  point  [x,  y],  les  deux  courbes  définies  par  une 
équation  complémentaire 

^  (a,  p,  a',  p)  =  0, 

satisfaite,  bien  entendu^  par  les  parties  des  coordonnées  du  point  [x,  y^ 
il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  courbes  seront  tangentes  au  point  [x,  y 

En  effet,  les  accroissements  (/a,  c^,  da  et  d^'  des  parties  des  coordon-' 
nées  seront,  sur  Tun  et  l'autre  lieu,  liés  entre  eux  par  les  mêmes  re^ 
lations 

rf«'  dp 

dot  acL 


et 


acK,  «a 

rfa  doL  •  d?^' 
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inaeront  la  mCnie  valeur  pour  -j-,  de  sorte  que  le  coefDcient  an- 
î* 

m -\- n  -\-  {pi  —  n)  -T- 


nninjoignantIepointdedépart[x,y]aupoint[j;+(£r,  y+dv]aura 

ne  valeur  dans  les  deux  cas. 

a  parUculier  on  choisit  pour  équation  complémenlaire 

rffl  -  '^• 

gnant  la  cardctéristique  du  point  [x,y\,  c'est-à-dire  si  on  conâ- 
iDtre  autres  courbes  fournies  par  les  points  correspondant  aux 
ms  des  deux  équations  f{x,  y)^0  et  ^{x,  y)  =  0,,les  conjuguées 
ux  lieux  qui  passent  au  point  \x,  y],  ces  deux  conjuguées  seront 
lies  en  ce  point. 
es  deux  équations 

X  y  forment  une  solution  de  /(X,  Y)  =  0,  sont  précisément  dans  le 
l'on  vient  de  supposer:  elles  admettent  l'une  et  l'autre  la  solu- 
'^=x,  Y=:y  et  la  dérivée  de  Y  par  rapport  à  X,  pour  X  =  x  et 
,  est  la  même,  soit  qu'on  la  déduise  de  l'une  ou  de  l'autre  équation, 
eux  que  représentent  ces  deux  équations  ont  donc  une  inBnité 
ints  communs  infiniment  voisins  du  point  [x,y]  et  en  particulier 
Djuguées  de  ces  deux  lieux  qui  ont  pour  caractéristique  commune 
lu  point  [x,  y\,  sont  tangentes  en  ce  point.  Or  l'équation 

luit,  tous  calculs  faits,  à  une  équation  telle  que 

Y  =  {m  +  nV^)x -1-p +îv/rr; 

^présente  donc  UD  faisceau  de  droites  issues  du  point 

•  Y  =  mX  +  f, 
0=.X  +  ç; 
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celle  de  ces  droites  qui  passe  au  point  [a:,  y],  ou  qui  a  pour  caractéris- 
tique la  caractéristique  C  du  point  [x,  y],  est  donc  tangente  en  ce  point 
à  la  conjuguée  G  du  lieu 

/'(X,Y)  =  0. 

121.  Le  disque  élémentaire  de  contact  entre  deux  lienx  tangents 
change  de  forme  avec  la  valeur  de  la  dérivée  commune  de  y  par  rap- 
port à  X.  Si  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  en  un  point  [Xj  y]  d'un  liea^ 

est  m-fn^ — i,  les  éléments  de  ce  lieu  à  partir  du  point  [or,  y]  sont 
foamis  par  l'équation 

rfy  =  (w  -|- n \/ — \)  dx. 

En  donnant  à  dXj  dans  cette  équation,  une  valeur  inGniment  petite 
quelconque  on  en  tirera  la  valeur  correspondante  de  dy^  et  l'on  aura  les 
coordonnées  d'un  point  du  lieu  inQniment  voisin  du  point  [x,  y]. 
Si  Ton  fait 

rfx  ==  rfa  +  rfp  v/^ 
et  '  

on  pourra  achever  de  déterminer  la  direction  de  l'élément  en  po- 
sant  -|-=G.  D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  le  faisceau  de  droites 
représentées  par  Téquation 


y^{m  +  ny[-^x 
et  que  l'on  fasse  dans  cette  équation 

les  valeurs  finies  de  a,  p,  a ,  p'  seront  proportionnelles  aux  valeurs  infini- 
ment petites  de  doL^  e/^,  da!  et  d^'  tirées  des  équations  précédentes. 
On  conclut  de  là  que  les  éléments  d'un  lieu  à  partir  d'un  de  ses  points 

oîi  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est  m  +  nyj  —  i  forment  un  faisceau 
semblable  à  celui  des  droites  représenlées  par  l'équation 

y  =  (m  -j-  n  v^ —  \)  X. 
Ce  faisceau  dont  on  peut  toujours  réduire  l'équation  à  la  forme 

y  s=n'  V  —  i  ^ 
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ement  elliptique,  c'est-à-dire  qu'il  se  compose  habituelle' 

ijODS  d'uDe  ellipse  évanouissante. 

le  faisceau  devient  exceptionnellement  circulaii;e,  sop  coof- 

ilaire  est  alors  indépendant  du  chois  du  système  d'axes  rec- 

auquel  on  le  rap|iorte. 

Scient  angulaire  du  faisceau  des  éléments  du  ^ieu  est  excep- 

mt  réel,  ce  faisceau  s'aplaLit  de  manière  que  tous  ses  éléments 

nt  géométriquement  en  un  seul,  parce  que  l'équation 


ddt  +  d?''=  m'(dx  +  d^). 


ractériserons  dans  le  chapitre  suivant. 

problème  de  mener  par  un  point  extérieur  une  tangente  à 
f{x,  y)  ^0  peut  6tre  entendu  de  deux  manières  selon  qu'oD 
coordonnées  du  point  extérieur  données  de  façon  que  l'é- 
la  tangente  doive  être  satisfaite  par  ces  coordonnées,  d'ail- 
i  OU  imaginaires,  ou  que  l'on  demande  seulement  que  la 
sse  par  le  point  géométriquement  donné, 
remier  cas,  le  problème  est  déterminé  et  les  solutions  qu'on 
e  rapportent  partie  à  la  courbe  réelle,  partie  à  quelques-unes 
iguées  qu'on  n'est  plus  maître  de  choisir  dès  que  le  problème 

jcond  cas,  au  contraire,  le  problème  est  naturellement  indé- 

3n  peut  à  volonté  en  rendre  la  solution  relative  à  celle  que 

îs  conjuguées  du  lieu. 

)poserons  d'abord  que  les  coordonnées  du  point  extérieur 

lées  et  réelles,  le  cas  oti  elles  seraient  imaginaires  devant  se 

apris  dans  celui  où  elles  seraient  laissées  indéterminées  dans 

la  question. 

,et  yo  '^s  coordonnées  du  point  donné,  celles  du  point  de 

ont  déterminées  par  le  système  des  deux  équations 

f(x,f,)=G 
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et 

yoA  (^,  y)  +  ^0  A  (^»  y)  =  yf'y  (^,  y)  +  ^f^  (^»  y)  —  ^f{^^  y), 

l'ane  de  degré  m,  et  l'autre  de  degré  m — 1. 

Les  solutions  réelles  du  système  de  ces  deux  équations  fourniront 
naturellement  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  qui 
pourront  être  menées  du  point  réel  fx^,  y^,],  à  la  courbe  réelle  repré- 
senlée  par  Téquation  f{x,y)  =  0;  quant  aux  solutions  imaginaires  de 
ces  mêmes  équations,  elles  fourniront  les  coordonnées  de  points  rem- 
plissant à  la  fois  les  deux  conditions  que  la  tangente  menée  en  chacun 
d'eux  à  la  conjuguée  qui  y  passe  contienne  de  fait  le  point  [x^,  yj  et  que 
réquation  de  cette  tangente  soit  satisfaite  par  les  valeurs  x=Xq,  y=yQf 
ce  qui  explique  pourquoi  le  nombre  de  ces  solutions  restera  limité. 

Au  reste  le  point  réel  donné  [Xq,  yj  sera  le  centre  commun  des 
différents  faisceaux  tangents  obtenus  comme  solutions  et  si  l'équa- 
tion f(x^y)  =  0  a  ses  coefficients  réels,  les  coordonnées  des  points  de 
contact  seront  conjuguées  deux  à  deux,  c'est-à-dire  appartiendront 
deux  par  deux  à  une  même  conjuguée. 

125.  Lorsque  la  courbe  proposée  est  du  second  degré,  la  seconde 
équation  du  problème  s'abaisse  au  premier  et,'par  conséquent,  repré- 
sente une  droite,  qui  porte,  comme  on  le  sait,  le  nom  de  corde  des  con- 
tacts ou  de  polaire  du  point  extérieur.  Les  solutions  du  problème  sont 
fournies  par  les  intersections  de  la  courbe  proposée  avec  cette  droite. 

Cette  droite  est  toujours  réelle,  quelque  part  que  Ton  place  le  point 
réel  [Xç,  yj  dans  le  plan  de  la  courbe,  c'est-à-dire  lors  même  qu'on  ne 
peut  mener  de  ce  point  aucune  tangente  réelle  à  la  courbe.  L'équation 
du  second  degré  étant  en  effet  représentée  par 

Ay*  +  2Bxy  -f  Cx*  +  2Dy  -f  2Ex  +  F  =  0,. 

on  trouve  pour  équation  de  la  polaire  du  point  [x^,  yj 

y  (Ayo  +  Bx,-f  D)  +  x  (By,  +  C^o  +  E)  +  Dy, -f  Ex,  +  F  ^  0 

Cette  polaire  contient  efleclivement  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  son  pôle,  alors  même  que  ces  points  de  contact  sont 
imaginaires,  puisque  son  équation  ne. représente  qu'un  faisceau  de 
droites  confondues  en  une  seule. 

D'un  autre  côté  les  coordonnées  des  points  de  contact  devant  satis- 
faire à  l'équation  de  cette  polaire,  ont  nécessairement  pour  caractérisa 
tique  son  coefficient  angulaire,  c'est-à-dire  que  la  polaire  est  une  des 
cordes  réelles  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiennent  les  points  de 
contact. 

Enfin  la  droite  qui  joint  effectivement  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d'un  point  extérieur  à  une  courbe  du  second  degré,  étant 
toujours  conjuguée  du  diamètre  de  cette  courbe  qui  contient  le  point 
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',  ilea  résulte  qae  les  points  de  contact  des  tangentes  itnagî- 
enées  d'un  point  réel  à  une  conique  appartiennent  toujours  à 
;uée  de  cette  conique  qui  la  touche  aux  extrémités  de  celui  de 
btres  qui  passe  par  le  point  d'où  les  tangentes  sont  menées, 
once  doit  Ctre^un  peu  modifié  lorsqu'il  s'agit  d'une  ellipse  inia- 
si  on  rapporte  cette  ellipse  au  diamètre  passant  par  le  point 
ris  pour  axe  des  x,  et  au  diamètre  conjugué  pris  pour  axe  des  y, 
tion  prend  la  forme 

a  Y  -I-  éV'  =  —  o"*", 
)rdonnées  du  point  donné  sont 

x  =  x^  et  y  =  0  ; 
les  contacts  est  alors 

j^  =  —  a"*  ; 

ujours  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  contient  le 
\  la  conjuguée  qu'elle  coupe,  dont  lesabscisses  sont  actuellement 
luche  l'ellipse  imaginaire,  qui  est  alors  l'enveloppe  imaginaire 
iguées  du  lieu',  aux  cxtrëmilés  du  diamètre  couché  suivant 
/,  c'est-à-dire  aux  extrémités  du  diamètre  conjugué  de  celui 
iut  le  p6le. 

nts  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  réel  à  l'ellipse 
e  n'appartiennent  jamais  à  cette  ellipse,  à  moins  que  le  point 
•X  ne  soit  à  l'infini,  puisque  les  coordonnées  des  points  de 
Ile  même  sont  toutes  imaginaires,  niais  en  supposant  x^  =  x 
lation  de  la  corde  des  contacts 


x^ 


=  — a'. 


1  =  0       el  par  suite       y  =  ±b'  *J —  i. 

i  la  courbe  considérée  étant  une  ellipse,  d'ailleurs  réelle  ou 
î,  on  place  le  point  donné  en  son  centre,  on  trouve  pour  les 
^es  des  points  de  contact  des  valeurs  infinies.  C'est  qu'en  elTet 
[tes  fournies  par  le  calcul  doivent  alors  se  confondre  avec  iM 
!S  des  conjuguées. 

équation  d'une  conique  rapportée  à  l'un  de  ses  foyers  et  à  son 

ÎSt 

y'  +  o:'  —  (nar4-/))'  =  0; 

de  ce  foyer  est 

nx  -\-  p  =  0; 
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c'est  la  directrice  correspondante.  Les  points  de  contact  des  tangentes 
sont  les  points  de  rencontre  de  la  directrice 

nx  +  p  =  0 
et  du  lieu 

y«  +  x«  =  0 
ou 


^  =  db  V--4  X. 

D'un  autre  côté,  comme  l'abscisse  commune,  —  -,  de  ces  points  de 

n 

contact  est  réelle,  et  que  les  tangentes  partent  de  l'origine  actuelle, 

leurs  équations  en  coordonnées  réelles  sont 


y  =  rn  x, 

ces  tangentes  sont  rectangulaires 
L'équation  de  l'ellipse  imaginaire  peut  recevoir  la  forme 

et  Torigine  jouit  alors  des  propriétés  des  foyers  réels  des  coniques 
réelles. 
L'équation 

y*  -|-  x*  =  —  {nx  +  ^)' 

m 

peut  s'écrire 

.y*  +  (1  -f  n«)  X*  +  ^npx  +  />"  ==  0 
ou 

le  centre  de  la  courbe  est  au  point  a:= — r^fifi  y  =  ^  et,  en  rappor- 
tant la  courbe  à  ce  point,  on  fait  prendre  à  son  équation  !a  forme 

Si  l'on  pose 

*  +  ^'--^      et     p'=^, 

cette  équation  devient 

„«  4.  _  :t'*  =  —  A* 
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«V  +  é*i'  =  —a^b'; 

-  est  d'ailleurs  égal  à  ±  no,  c'esl-à-dire  à  diaW-^  —  1  ou 

—  a*,  puisque  b  est  plus  grand  que  a. 

points  réels  qui  jouissent  par  rapport  à  l'ellipse  imaginaire  dea 
étés  des  foyers  des  coniques  sont  donc  situés  sur  le  petit  axe  et  i 
stance  du  centre  marquée  par  la  racine  carrée  de  la  différence 
:rés  des  deux  axes. 

.  Supposons  maintenant  que  le  point  donné  soit  connu  de  posi- 
ulement  :  ses  coordonnées  pourront  fitre  représentées  par 

•r„  =  «„  +  K  V^ 

x\  et  p\  n'étant  encore  assujettis  qu'aux  deux  conditions 

«.,  +  Po  =  a 

«'.  +  f^'o  =  à, 

lésignant  les  coordonnées  du  point  géométriquement  doQné. 
iquations 

Tiiront  pas  nécessairement  dans  ce  cas,  pour  chaque  système  de 
de  «,,  flj,  a'd  et  P',„  les  coordonnées  des  points  de  contact  de  lan- 
menées  du  point  donné  à  des  conjuguées  du  lieu,  mais  senle- 
is  coordonnées  des  points  de  contact  de  tangentes  appartenante 
;ceaux  contenant  le  point  donné  représenté  par  ses  coordonnées 
aires  actuelles.  Pour  que  les  tangentes  obtenues  passent  effecli- 

6' 
.  par  le  point  donné,  il  faudra  que  —soit  égal  à  la  caractéristique 

it  de  contact  ;  cette  condition  étant  remplie,  on  pourra  ensuite 
:  de  déterminer  «„,  fi„.  «',  et  p'„  de  façon  que  l'une  des  solulions 
a  rapporter  à  une  conjof'uée  désignée  du  lieu. 
lOsons  par  exemple  que  le  lieu  proposé  soit  une  ellipse,  et  que  la 
lée  à  laquelle  on  veut  mener  une  tangente  par  le  point  donné 
désignée  par  sa  caractéristique,  on  pourra  supposer  que  l'on  ail 
jr  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  de^^  cordes  réelles  de  cette  ron- 
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juguée  et  pour  axe  des  y  le  diamètre  conjugué  de  Taxe  desx.  L'équa* 
lion  de  la  courbe  aura  alors  pris  la  forme 

quant  aux  coordonnées  du  point  donné,  on  devra  les  introduire  sous  la 
forme 


•^0  — :  *o 


et 


yo=«'«  +  [^W~^» 


«9  et  ^\  n'étant  encore  assujettis  qu'à  la  condition  de  fournir  une 
somme  égale  à  l'ordonnée,  dans  le  nouveau  système  d'axes,  du  point 
géométriquement  donné.  Les  coordonnées  du  point  de  contact,  fournies 
par  le  calcul,  seront 

X  ^  g'  é\±  («'.+ ^'.  V^)  y/g'  («'. + fi',  n/^)'  "+  6 V-  a'^' 

et 


«'(«',  + fi'.  V^*  +  *V,  '      • 

il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  a\  et  ^\  sous  la  condition  que  x  soit 
réel.  Or  on  voit  immédiatement  que  celte  condition  donne  soit  ^0=^9 
soit  aç=0.  Si  l'on  fait  ^\  nul,  le  point  donné  redevient  réel  et  la  solu- 
tion s'applique  soit  à  Tellipse  elle-même,  si  le  point  donné  est  en  dehors 
de  celte  courbe,  soit,  dans  le  cas  contraire,  à  celle  de  ses  conjuguées 
qui  la  touche  aux  extrémités  du  diamètre  passant  par  le  point  donné. 
Si  l'on  fait  a'j,  nul,  l'abscisse  du  point  de  contact  devient 


si  elle  est  réelle,  c'esl-à-dire  si  a^^'^  —  b^%^  +  a*b^  est  positif,  la  so- 
lution appartiendra  bien  effectivement  à  la  conjuguée  que  l'on  voulait 
considérer,  et  il  est  remarquable  que  les  deux  points  dé  contact  fournis 
par  le  calcul  se  trouveront  tous  deux  sur  cette  même  conjuguée,  ce  qui 
n'arriverait  pas  en  général,  c'est-à-dire  si  l'on  n'imposait  pas  aux  coor- 
données du  point  donné  la  condition  de  fournir  un  point  de  même 
système  que  le  point  de  contact. 

Si  a*PV  —  ô'oo*  -j-  a*ô'  est  négatif,*  le  problème  sera  impossible  pour  la 
conjuguée  considérée,  parce  que  le  point  donné  sera  dans  son  intérieur, 
mais  la  solution,  en  quelque  sorte  imaginaire  au  second  degré,  à  laquelle 
on  sera  parvenu,  fournira  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
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I  à  la  conjuguée  de  la  conjuguée  de  la  courbe  proposée,  qui 
tte  conjuguée  aux  extrémités  de  celui  de  ses  diamètres  qui 
point  donné. 

peut  tout  aussi  aisément  faire  porter  la  discussion  du  pro- 
1  corde  des  contacts.  Cette  corde  est  généralement  repré- 
)  le  cas  de  l'ellipse,  que  nous  continuons  de  prendre  pour 
iT  l'équation  . 

"Voï  +  ^'-^«2:  =  a'6*. 

nt  maintenant  imaginaires;  il  ne  faut  plus  regarder  cette 
mme  représentant  une  droite  unique,  mais  bien  un  faisceau 
ît  en  général  les  points  de  rencontre  de  ce  faisceau  avec  la 
artiendront  à  des  conjuguées  différentes, 
is  qu'où  ait  pris  pour  axe  des  y  le  diamètre  parallèle  aux 
es  de  la  conjuguée  à  laquelle  on  veut  qu'une  des  solutions  se 
pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  de  l'axe  des  y.  L'équa- 
>urbe  sera  devenue 

a  V  +  ^""-^  =  ""*''. 

s  le  point  donné  appartienne  effectivement  à  la  tangente 
ume  solution,  il  faudra  supposer  x«  réel.  L'équation  de  la 
antacts  sera  -donc 

«"^k  +  f^'W")»  +  *'V'  =  a"4". 

«cisse  du  point  géométriquement  donné  et  la  somme  «',  -{-  p', 
1  ordonnée. 

pourachever  de  déterminer  a',  et^'^,  à  exprimer  la  condition 
i  points  de  rencontre  du  faisceau 

'be  ait  son  abscisse  réelle. 

tien  aux  abscisses  des  points  de  rencontre  est 


-+x*  =  a 


fficifints  deviennent  réels  si  l'une  des  quantités  «',  ou  p\  eA 

ise  ^',=:0  se  rapporterait  au  cas  où  les  tangentes  devraieul 
à  la  courbe  réelle  ;  on  supposera  donc  «'^  ^  0.  Alors  l'équa- 
jrde  des  contacts  deviendra 

t^&\  \Crî  ,j  _j_  ft^a^  —  a-*b-; 


TAI»iGENTES    ET    PLANS   TANGENTS.  103 

^9  et  p'^  étant  les  coordonnées  du  point  géométriquement  donné. 

128.  Considérons  le  cas  où  le  point  donné  serait  l'un  des  foyers 
imaginaires  de  Tellipse  et  supposons  que  ses  coordonnées  aient  été 
introduites  précisément  sous  la  forme 


Xq  =  0      et      yo  =  v/a'  —  à*  y' — 1  ; 
l'équation  de  la  corde  des  contacts  sera 


c'est-à-dire    l'équation  analytique  de  la  directrice  correspondant  au 
foyer  considéré.* 

Les  points  de  contact  des  tangentes  auront  leurs  abscisses  déterminées 
par  l'équation 


â*-.ô«' 


d'où 


X  = 


a' 


quant  à  leurs  ordonnées  elles  seront 


y  =  zr: 


Va*  —  b' 


sf=^> 


Ces  points  de  contact  sont  justement  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  par  les  foyers  réels.  11  en  résulte  que  les  tang^tes  me- 
nées par  les  foyers  réels  passent  par  les  foyers  imaginaires  et  récipro- 
quement; ou  que  les  droites  qui  joignent  dans  l'ellipse  les  deux  points 
pris  sur  les  deux  axes  à  la  distance  e  du  centre  sont  tangentes  à  l'hyper* 
bole  de  mêmes  axes. 

L'équation  générale  des  tangentes  à  l'hyperbole 


aY  —  6  V  =  —  a»6* 


est  en  effet 


y  =zmx  ±  \la^m^  —  ô*, 


et  si  Ton  y  fait  w  =  zt  i ,  elle  devient 

y  =z±x±  ^ a*  —  6*. 

Les  tangentes  menées  du  foyer  imaginaire  sont  naturellement  rectangu- 
laires entre  elles  comme  celles  qui  sont  menées  du  foyer  réel,  les  quatre 
tangentes  formant  un  carré. 


Les  mêmes  prind|ies  nous  serviront  à  compléter  la  solution  du 
le  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  et  à  înter- 
Bs  résultais  obtenus,  dans  tous  les  ras.  Le  problème  pourra 
^Ire  étendu  do  la  courbe  réelle  à  ses  conjuguées  et  comportera 
iéquent  comme-solutions  les  tangentes  menées  parallèlement  à 
t  donnée,  à  la  courbe  réelle  et  à  celles  de  ses  conjuguées  pour 
33  la  condition  imposée  sera  réalisable.  Le  même  problème 
tnsuite  subir  une  nouvelle  généralisation,  lorsque  l'on  supposera 
direction  donnée  soil  fournie  géométriquement,  sans  que  la 
nalytique  du  coefficient  angulaire  de  celte  direction  soit  déter- 

l'avance. 

isignant  par  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée, 
lions  propres  à  déterminer  les-coordonnées  du  point  de  contact 

/■■y  (A,'/)' 

lons-nous  d'abord  du  cas  où  m  serait  donné  sous  forme  réelle, 
ululions  réelles  du  i^ystëme  des  équations 

/■(j;,y)  =  0      et      mA  +  A  =  a« 

int  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  qui 
it  être  menées  parallèlement  ù  la  direclion 


rbe  réelle. 

t  aux  solutions  imaginaires  de  ces  mSmes  équations,  elles  four- 
es  points  remplissant  la  double  condition  non-seulement  que  la 
e  menée  en  chacun  d'eux  soit  de  fait  parallèle  à 


core  que  le  coefficient  angulaire 

-Ù 

A 

tiquement  la  valeur  m. 

efficient  angulaire  étant  réel,  les  points  de  contact  trouvés  ap- 
iront  à  un  lieu  particulier  que  nous  verrons,  dans  le  chapitre 
être  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu.  Ainsi  le 
le  se  sera  trouvé  être  démener  parallèlement  à  une  direction 
y^mx,  toutes  les  tangentes  possibles  à  l'enveloppe  totale  des 
lécs  du  lieu. 
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Supposons  par  exemple  que  la  courbe  proposée  soit  une  hyperbole, 
qu'on  ait  pris  pour  axe  des  x  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  donnée 
et  pour  axe  des  y  le  diamètre  conjugué  correspondant,  l'équation  de  la 
courbe  sera 

a' Y  —  b'Kv"  =  —  a*b'* 
ou 

selon  que  l'axe  des  x  sera  transverse  ou  non  transverse.  Les  tangentes 
seront  dans  le  premier  cas  représentées  par  l'équation 

et  dans  le  second  par 

quant  aux  coordonnées  des  points  de  contact,  elles  seront 


I  I 


y  =  ±  6'  V  —  1  >       A*  =  0 
ou  i 

y  =  dz  b'y  .r  =  0. 

« 

Le  lieu  des  points  de  contact  de  celles  de  ces  tangentes  qui  seront 
imaginaires  sera  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  non  transverses, 
c'est-à-dire  précisément  Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées. 

150.  Supposons  maintenant  que  la  direction  donnée  soit  fournie 
géométriquement  :  le  coefficient  angulaire  de  cette  direction  pourra 
être  représenté  par 

m' et  n'  n'étant  encore  assujettis  qu'à  la  seule  condition 

m  4-  n  4 ; • =  m, 

'        ^  m'  —  n'—C 

m  désignant  le  coefficient  angulaire  réel  de  la  droite  donnée  et  G  la 
caractéristique  de  celle  des  droites  du  faisceau 

y={m'  +  n'yj^)x 
qui  devra  être  parallèle  à  cette  droite  donnée.  Les  équations 

et 
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iront  pas  nécessairement,  pour  chaque  système  de  valeurs 
rt',  les  coordonnées  de  points  de  contact  de  tangentes  effective- 
allëles  h  la  direcLion  donnée,  mais  seulement  les  coordonnées 
s  de  contact  de  tangentes  appartenant  à  des  faisceaux  dont  les 
3  caractéristique  G  seraient  parallèles  à  la  direction  donnée. 
:  les  tangentes  obtenues  soient  parallèles  à  la  direction  donnée, 
que  les  poinU  de  contact  appartiennent  au  système  C  Cette 
I  jointe  à 

■»■'» 
».'+«'  +  -. 


era  m'  et  n'  en  fonction  de  C  ;  on  pourra  ensuite  faire  varier  C 
re  à  obtenir  successivement  toutes  les  tangentes  parallèles  à  la 
donnée  que  l'on  pourrait  mener  à  toutes  les  conjuguées  du 
osé. 

lOns  par  exemple  que  le  lieu  proposé  soit  une  ellipse  et  don- 
s  d'avance  la  conjuguée  à  laquelle  devra  s'appliquer  la  solu- 
ous  prenons  pour  aies  les  diamètres  conjugués  communs  à  la 
ïeWe  et  à  cette  conjuguée,  la  caractéristique  C  sera  infinie  par 
il  la  premièreéquatîon  de  condition  entre  m' et  n'  se  réduira  à 

m'  -\-n'  =  tn, 

ant  la  valeur  nouvelle  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 
[«es  coordonnées  des  points  de  contact  seront 


■^-+«v-<) 


^'  +  »\PÏ)'+6'' 


1 X  soit  réel  il  faudra  que  n'=U  ou  m'=0  ;  dans  la  première 
e,  les  tangentes  appartiendraient  à  l'ellipse  elle-mftme,  dans  la 
illes  appartiendront  à  la  conjuguée  C^oo  si 

—  a'^'»  +  *" 

jf.  Dans  le  cas  contraire,  on  aurait  obtenu  les  points  de  cod- 
Langentes  menées  parallèlement  à  la  droite  donnée  à  la  conju- 
=  0. 

^a  question  générale  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
une  courbe 

-      /'('.  y)  =  « 
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ou  à  ses  conjuguées,  peut  être  traitée  d'une  autre  manière  :  si  l'un 
exprime  la  condition  pour  que  la  droite 

y  =  mx'{'p 
rencontre  la  courbe 

en  deux  points  confondus  en  un  seul,  on  trouvera  une  condition 

(p(m,p)  =  0 

propre  à  déterminer  p  lorsque  m  serait  donné. 

Supposons  quexette  équation  puisse  être  résolue  par  rapport  kp  et 
qu'on  en  tire 

l'équation 

y  =  mx  +  +  (wi) 

représentera  une  tangente  à  la  courbe  /(or,  y)  =  0  ou  à  l'une  de  ses  con- 
juguées, quel  que  soit  m.  Si  on  remplace  m  par  m+wv^ —  1,  on  aura 
sotts  la  forme 

y  =  {m  +  n yf^)  x  +  ^{m  +  ny/^i), 

réqoalion  générale  de  toutes  les  tangentes  imaginables  à  la  courbe 
proposée  et  à  toutes  ses  conjuguées. 

Si  Ton  veut  que  la  solution  se  rapporte  à  Tune  des  conjuguées  en 
particulier,  on  aura  à  exprimer,  par  une  condition  à  remplir  par  m  et  n, 
que  le  point  de  contact  appartient  effectivement  à  la  conjuguée  dé- 
signée. 

Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  d'une  ellipse 

réquation  générale  des  tangentes  sera 


y  =={m  +  ny/'-i)x±\/a^{m  +  ny/--iy+à*, 

m 

Pour  que  l'abscisse  du  point  de  contact  soit  réelle,  il  faut,  comme  on 
Ta  déjà  vu,  quen  ou  m  soit  nul:  siii=0,  on  retrouve  l'équation  générale 
des  tangentes  à  l'ellipse  elle-même  ;  si  m  =0,  on  a  l'équation  générale 
des  tangentes  à  la  conjuguée  G  =  oo 


y  =:  n  V —  i  X  ±  v^— ^  flV  +  ô*, 

b* 
eQsupposantn'>-,  car  dans  le  cas  contraire  la  tangente  se  rapporterait 

or 

à  la  conjuguée  G =0. 
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Tangentes  aux  courbes  à  double  courbure. 

159.  Les  équations  d'une  droite   assujettie  à  passer  par   deui 
tints  [x',  y',  ï^,  [x",  y",  i"],  de  mêmes  caractéristiques,  sont 


.y  —  .V  = 

Si  deux  équations 


:^.{'—^-) 
:£,.-.'. 


nt  capables  d'une  ioflnilé  de  solutions  continues  d'un  même 
stème  [C,  C],  solutions  auxquelles  il  correspondra  alors  une  courbe 
iprésentée  dans  ce  système  [C,  C],  les  équations 

ins  lesquelles  on  substituerait  il  x',  y',  a"  et  à  ai',  y",  î"  les  coordonnées 
)  deux  points  de  la  courbe  en  question,  représenteront,  par  leurs 
lutions  du  même  système  [C,  C],  la  corde  menée  entre  les  deux 
lints  [x',  y',  z'j  et  [x",  y",  s']  de  la  courbe  ;  et  si  x'\  y",  ï"  sont  les  coor- 
innées  d'un  point  infiniment  voisin  du  point  x',  y',  2',  les  mêmes  équa- 
ms  représenteront,  toujours  dans  le  système  [C,  C],  la  tangente  à  la 
lurBe  au  point  {xf,  >/,  s'\. 

D'un  autre  côté,  si  x",  y"  et  *"  diflèrent  inflniment  peu  de  x',  1/  et  s', 
— ar"       y'-      " 

:r?  «^  —^,"  ■- 

A(^.^)    ^,      r..(y.-) 
/■.(■^■>=)  r..  (.'/-=)" 

es  équations  de  la  tangente  à  une  courbe 

f{x,z)  =  0,       /;{y,î)  =  o, 

1  un  de  ses  points  [x,  y,  z]  sont  donc,  dans  le  sysième  où  est  repré- 
ntée  la  courbe, 

X  -  *  =  -  ^  (Z  -  z)        et        Y  -  y  =  -  ^  (Z  -  =>; 
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Tangentes  aux  surfaces  courbes. 

135.  Une  tangente  à  une  surface  pa^e  par  deux  points  infiniment 
voisins  de  cette  surface,  c'est  une  sécante  dont  deux  points  de  rencontre 
sont  venus  se  confondre  en  un  seul. 

Soit 

réquation  d'une  surface,  les  différentielles  des  coordonnées  x,  y,  z  d*un 
point  de  celte  surface  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

dx      dy 
les  coefficients  angulaires  t-  et  -v-  àe  la  droite  menée  entre  les  deux 

^  dz       dz 

points  [x,  y^  z]  et  [x-\-dx,  y  -\-  dy^  2.-f-  dz]  sont  donc  liés  entre  eux  par  la 

condition 

d^^        dfdy        df^^^ 
dx  dz         dy  dz         dz  ' 

par  suite  les  équations  d'une  tangente  quelconque  à  la  surface  'au 
point  [x,  y,  z]  sont 

X  — x  =  m(Z  — 2) 
et 

m  et  n  étant  assujettis  à  la  seule  condition 

dx  dy       dz 

Si  le  point  [x,  y,  z]  est  imaginaire  et  appartient  à  la  conjuguée  [C,  G'J 
de  la  surface,  la  droite  représentée  dans  le  système  [û,  G']  par  les  équa- 
tions précédentes  sera  tangente  à  la  conjuguée  [G,  G']  au  point  [x,  y,  z]. 
Les  coefficients  de  ces  équations  rempliront  d'eux-mêmes  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elles  aient  une  inûnitétie  solutions  du  système  [G,  G'], 
parce  que  le  point  [x  +  rfr,  y-\-dy^  z-\-dz]  pourra  être  supposé  pris 
dans  le  système  auquel  appartient  le  point  [x,  y,  z], 

1 34.  Si  l'on  propose  de  mener  une  tangente  à  une  surface  f{Xf  y,  z)=0 
par  un  point  extérieur  [x^,  y^»  -Jj  1^*  équations  propres  à  déterminer  les 
coordonnées  du  point  de  contact  seront 
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-  z  dx       ï,  —  z  dif       di         ' 


/■(x,J,:)  =  0. 

nts  de  contact  formeront  donc  l'intersection  des  deux  snrfaces 
ntées  par  les  équations 

f{i:.  S,  ■.)  =  <> 

seconde  pourra  être  abaissée  au  degré  m  —  4,  si  m  est  le  degré 
y,  :),  en  retranchant  n)/'(a:,  y,z)  de  son  premier  membre, 
ersection  de  dens  surfaces,  en  y  comprenant  les  points  repré* 
lar  les  solulions  imaginaires  communes  à  leurs  équations,  forme 
face  dont,  en  général,  les  points  de  mêmes  caracîêristiques  sont 
ibre  limité.  La  solution  analytique  ne  fournira  donc  de  chaque 
jée  de  la  surface  proposée  que  les  quelques  points  remplissant  la 
condition  que,  joints  au  point  donné,  ils  donnent  effectivcmenl 
génies  à  la  conjuguée  qui  les  contiendra,  et  que  les  équations 
lues  de  ces  tangentes  soient  satisfaites  par  les  coordonnéss  du 
onné. 

osons  que  la  surface  proposée  soit  du  second  degré  et  que  le  point 
^v  9*^  h  ^oi'  i*^"')  l'équation 

tntera  un  plan  réel 

pareille  équation  n'admet  que  des  solutions  où  les  rapports  C 
is  parties  ima^naires  de  z  et  de  x,  de  z  et  de  y  satisfassent  à  la 


its  de  contact  des  tangentes  imaginaires  menées  du  point  donné 
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se  trouveront  donc  exclusivement  sur  les  conjuguées  de  la  surface 
proposée  dont  les  caractéristiques  rempliront  cette  condition  ;  mais, 
par  compensation,  les  points  de  contact  appartenant  à  un  même 
système  [G,  C]  seront  en  nombre  infini  et  formeront  une  courbe  qui  ne 
sera  autre  que  l'intersection  du  même  plan 

Mx  +  Ny  +  Pz  +  0  =  0 

avec  la  conjuguée  [C,  C]  de  la  surface.  Toutes  les  courbes  de  contact 
des  cônes  circonscrits  aux  conjuguées  dont  les  caractéristiques  rempli- 
ront la  condition 

seront  d'ailleurs  les  conjuguées,  dans  son  plan 

Mx  +  Ny  +  Pi:  4-  0  =  0, 

de  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  réelle  elle- 
même.  En  effet,  si  Ton  prenait  pour  plan  desxy  le  plan  de  la  courbe  de 
contact  avec  la  surface  réelle,  les  points  imaginaires  formant  les  courbes 
de  contact  avec  les  conjuguées  [G,  G']  ne  seraient  plus  déterminés  que 
par  la  même  équation  qui  représenterait  la  première  courbe. 
On  pourrait  généraliser  le  problème  en  attribuant  des  coordonnées 

imaginaires  «o  +  PoV  — *'  «'o  +  ^'oV/  — 1.  a"o  +  ro\/  — *  au  point 
géométriquement  donné.  Si  Ton  voulait  que  le  point  de  contact  appar- 
tînt à  une  conjuguée  [G,  C]  de  la  surface  el  qu'en  même  teinps  la  tan- 
gente menée  en  ce  point  passât  effectivement  au  point  donné,  il  faudrait 
d*abord  faire 

A-i      et      ^-i- 

r.  ~  G        fi",  -  c  ' 

et  exprimer  en  outre  la  condition  pour  que  le  point  de  contact  appar- 
tint au  système  [G,  G'].  Les  deux  équations  propres  à  exprimer  la  der- 
nière condition  se  réduiraient  à  une  seule  parce  que,  les  équations  de  la 
tangente  étant  déjà  satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  point  appartenant 
au  système  [G,  G'J,  celles  d'un  autre  point  ayant  sa  première  caractéris- 
tique égale  à  G,  ne  pourraient  les  vérifier  qu'autant  que  la  seconde 
ciiractéristique  serait  G'.  On  n'aupait  donc  à  exprimer  entre  a^,  p^,  a'^>,  p^, 
*"o  cl  ^''o  ^^^  ^^^^^  nouvelles  conditions  qui  jointes  à 


«M 


+  p.  =  x,.      a'.  +  p'j  =  y,      et      «".  +  p" 


0    1^  ro  —  •*'o»        '^o    1^  ro  —  yo        ^^       "*  o    r  r  o  —  ■•o» 

achèveraient  de  les  déterminer*  Gela  fait  on  aurait  obtenu  les  équations 
propres  à  représenter  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la 
conjnguée  [G,  G]  et  ayant  son  sommet  au  point  donné. 
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)oit  proposé  par  exemple  de  délerminer  le  c6ne,  de  sommet  donné, 
conscrit  à  la  conjuguée  ï  abscisses  et  ordonnées  réelles  de  l'ellipsoîfte 

Kcisse  et  l'ordonnée  du  sommet  donné  ne  devront  être  introduites 
B  sous  forme  réelle,  ce  seront  donc  a,  et  a\  ;  quant  à  l'ordonnée  parai- 
1  aux  z,  elle  sera  provisoirement  représentée  par  «"j+p'oV —  *■  ^^ 
lations  propres  à  déterminer  les  coordonnées  de  l'un  des  points  de 
itact  seront 

ïïî  +  ^  +  («"»+?''>- 0  =  -  i  =  0. 

Ux  ety  devant  être  réels  et  i  imaginaire  sans  partie  réelle,  cette 
onde  équation  se  déconiposera  en 


qui  montre  que  a",  devra  être  nul  ;  le  sommet  du  cAne  devra  donc 
lir  pour  coordonnées 

a„,      (i'„      et      ToV'— ï; 

ilan  de  la  courbe  de  contact  sera  alors  donné  par  l'équation 

"•  5  +  "'•  i + ^""  ^~  ?"'=**' 

it  on  ne  construira  que  les  solutions  réelles  par  rapport  à  .r  et  à  y. 

1 S5.  Le  problème  de  mener  une  tangente  &  une  surface  parallèlement 
ne  droite  donnée  peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier  du 
tcédent  :  soient 


équations  de  la  parallèle  menée  de  l'origine  à  la  direction  donnée  : 
équations  propres  k  déterminer  les  coordonnées  du  point  de  contart 
ont 
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dx  dy       dz 

L'ensemble  de  ces  deux  équations  fournira  en  général,  pour  la  surface 
réelle,  une  courbe  continue,  mais  il  ne  donnera  de  chaque  conjuguée 
que  les  quelques  points  remplissant  la  double  condition,  que  des  paral- 
lèles à  la  direction  donnée,  menées  de  ces  points,  soient  effectivement 
tangentes  à  la  conjuguée  et  que  les  coefficients  angulaires  des  projec- 
tions de  ces  tangentes  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  soient  m  et  n. 
Lorsque  la  surface  proposée  sera  du  second  degré,  l'équation 

d^         ^  I   ^_A 
dx  dy       dz 

sera  du  premier  degré, 

Mx+ Ny +Pz  +  Q  =0; 

elle  n'admettra  que  des  solutions  où  les  rapports  G  et  G'  des  parties 
imaginaires  de  z  et  de  or,  de  z  et  de  y  satisferaient  à  la  condition 

Les  points  de  contact  des  tangentes  imaginaires  menées  parallèlement  à 
la  direction  donnée  se  trouveront  donc  exclusivement  sur  les  conjuguées 
de  la  surface  proposée  dont  les  caractéristiques  rempliront  cette  condi- 
tion; mais  par  compensation  les  points  de  contact  appartenant  à  une 
même  conjuguée  formeront  une  courbe  continue.  Toutes  les  courbée 
de  contact  des  cylindres  circonscrits  aux  conjuguées  dont  les  caracté- 
ristiques rempliront  la  condition 

seront  d'ailleurs  les  conjuguées  delà  courbe  de  contact  du  cylindre  cir- 
conscrit à  la  surface  réelle  parallèlement  à  la  même  direction. 

156.  On  pourrait  généraliser  le  problème  en  attribuant  des  coef- 
ficients imaginaires  à  la  direction  donnée.  Les  parties  réelles  et  imagi- 
naires de  ces  coefficients  angulaires  seraient  assujetties  à  deux  conditions, 
et  on  achèverait  de  les  déterminer  en  exprimant  que  le  point  de  contact 
dût  appartenir  à  une  conjuguée  désignée. 

157.  Si  Ton  avait  déterminé  les  équations  générales  des  tangentes  à 
une  surface  /"(x,  y,  i:)  =  0  sous  la  forme 

a;  =  mz  +  9(m,  p), 
y=pz  -{-^{m.p), 

H 


ik 
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les  équations  générales  des  tangentes  aux  conjuguées  de  la  même  sur- 
face seraient 

x={m'\-n  \/^)  z  +  (p  (m  +  «  \f-^9  P  +  ?V— i) 
et 

y  =  (/>  +?v'^2++(m  +  n\/— i,p  +  ?vCT); 

mais  il  faudrait  y  joindre  deux  conditions  particulières  entre  m,  n^  p  eiq 
pour  exprimer  que  les  points  de  contact  appartiennent  à  une  conjuguée 
désignée. 

Plam  tangents  aux  surfaces  courbes. 

158^  Le  plan  tangent  à  une  surface  en  im  de  ses  points  est  le  plan 
qui  la  coupe  suivant  une  ligne  dont  ce  point  soit  un  point  double,  au 
moins. 

On  peut  aisément  déduire  l'équation  du  plan  tangent  de  cette  défini- 
tion ;  mais  on  arrive  également  au  but  en  cherchant  le  lieu  des  tan- 
gentes à  la  surface  au  point  considéré. 

Les  équations  d'une  quelconque  de  ces  tangentes  sont 


et 


dz 


v-y=|(z-.), 


X'-\'dx^  y  +  rfy  et  z  +  &  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface,  infiniment  voisin  du  point  [x,  y,  z].  Si  flx,  y,  z)  =0 
est  l'équation  de  la  surface  considérée,  dxy  dy  et  dz  sont  assujettis  à  la 
condition 

d'où  l'on  tire 

df  dx        dfdy    ,    rf/'^Q. 
dx  dz        dy  dz        dz  ' 

le  lieu  des  tangentes  est  donc  représenté  par  l'équalion 

dfX^^       dfY-^y        df 
dxZ  —  z^dyV.-^z'^dz'"' 


ou 


('^--)|+^-^)|+(^-')|=«' 


qui  représente  un  plan. 


, 
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On  donne  souvent  à  l'équation  du  plan  tangent  une  autre  forme  en  y 

éi"  /If 

introduisant  les  dérivées  partielles  t"=P  et— =îde  z  par  rapport 

à  x  et  à  y  au  point  de  contact  :  les  valeurs  de  ces  dérivées  sont 

df_  dj_ 

dx  dy 

p  =  __       et       ?  =  -^, 

dz   ■  dz 

de  sorte  que  l'équation  du  plan  tangent  peut  être  écrite  sous  la  forme 

Z-z  =  p(X-x)  +  î(Y-y). 

Si  ron  suppose  que  x,  y  eXz  prennent  des  valeurs  imaginaires 

satisfaisant,  bien  entendu,  à  l'équation  de  la  surface,  l'équation 

Z-z  =  p(X-x)  +  ?(Y-y) 
qui,  les  substitutions  faites,  se  présentera  sous  une  forme  telle  que 

Z  =  (wî  +  m'v^)  X  +  {n-\-n'yf^  Y  +  A  +  h'yf^, 

représentera  une  infinité  de  plans  imaginaire^  contenant  tous  la  droite 

Z  =  mX  +  nY  +  A, 
0  =  m'X-j-n'Y+A'; 

mais  celui  de  ces  plans  qui  appartiendra  au  système  [G,  C]  passera  au 
point  [x,  y,  z\  et  sera  tangent  en  ce  point  à  la  conjuguée  [G,  G']  de  la 
surface  proposée.  En  effet  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  kx  ei 
à  y  gardant  les  mêmes  valeurs  au  point  [x,  y,  z],  soit  qu'on  les  tire  de 
l'équation  de  la  surface  ou  de  celle  du  lieu    ' 

Z-z  =  piX-^x)+q{Y--y), 

on  aura  dans  l'un  et  l'autre  cas,  pour  un  même  système  de  valeurs 
de  dx  et  de  dy^  la  même  valeur  de  dz, 

rfa  =  (m  +  'w'  V — i)  rfx  -f-  (w  +  w'  v^-T-  i)dy; 
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d'un  autre  cAté,  si  l'on  veut  quels  point  x-\-dx,  y  +  rfy,  z+rfs  appar- 
tienne à  la  conjuguée  [G,  C'j  soit  de  la  surface,  soit  du  lieu 

Z  =  {m  +  m''f^)x  +(n-t-n'\/^)  Y4-A  +  A'\/^, 
il  faudra  que  dx,  dy  et  dz  aient  respectivement  les  formes 

<fa  +  ^  rfp  \l^i,        rfa'  +  1  rffl  y'ZÎ        et       dt"  +  ^  sl^. 

II  n'y  aura  doue  d'arbitraires  que  dt  et  di^,  par  exemple,  puisque  l'é- 
quation 

dz  =  (m  +  mV^)  à^  +  (n-l-nV^)rfy 

se  décompose  en  deux.  Ainsi  dxn  et  da  recevant  les  mêmes  valeurs  dans 
les  deux  cas,  dx,  dy  et  dz  prendront  aussi  les  mêmes  valeurs.  Les  cordes 
élémentaires  de  la  conjuguée  [C,  C'J  de  la  surface  proposée,  qui  rayon- 
neraient du  point  [x,  y,  z]  de  cette  conjuguée,  appartiendront  donc 
bien  au  plan  déterminé  par  les  solutions  du  système  [C,  C]  de  l'équation 

Z-z=p{\-x)-\-qÇi-y), 

c'est-à-dire  que  ce  plan  sera  bien  tangent  au  point  [x,  y,  z]  à  la  conju- 
guée de  la  surface  proposée  qui  passe  en  ce  point. 

139.  Les  mêmes  considérations  prouvent  que  si  deux  lieux 

f{x,y,z)=^Q       et       f,{x,y,z)  =0 

ont  un  point  commun  \x,  y,  z]  et  qu'en  ce  point  les  dérivées  partielles 
de  z  par  rapport  à  j^  et  à  y  aient  les  mêmes  valeurs,  soit  qu'on  les  tire 
de  la  première  équation,  soit  qu'on  les  tire  de  la  seconde,  les  conju- 
guées des  deux  lieux  qui  passeront  au  point  [x,  y,  z]  seront  tangentes 
en  ce  point. 

Mais  il  y  a  plus  :  deux  lieux  tangents  en  un  point  [x,  y,  z],  c'est-à-dire 
tels  qu'en  ce  point  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  à  y 
soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  ont  en  commun  un  volume  inSni- 
tésimal  entourant  le  point  de  contact.  Car  dz  conserve  la  même  valeur 
sur  l'un  et  l'autre  lieu,  quelques  valeurs  que  l'on  donne  i  dx  Bt  à  dy, 
c'est-à-dire  quand  bien  même  le  point  [x-{-dx,  y-\~dy,  z^dz]  n'ap- 
partiendrait plus  au  même  système  que  le  point  [x,  y,  z]. 

10.  Si  l'on  propose  de  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  paral- 
nent  à  un  plan  donné,  on  pourra  prendre  pour  inconnues  soit  les 
'données  du  point  de  contact,  soil  le  paramètre  linéaire  de  l'équa- 
du  plan  cherché.  Dans  le  premier  cas,  quelques  formes  qu'on  ait 
nées  aux  coefficients  angulaires  du  plan,  le  plan  tangent  au  point 
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trouvé  sera  bien  représenté  par  une  équation  du  premier  degré  ayant 
ces  coefficients  angulaires,  mais  il  ne  sera  pas  nécessairement  pour  cela 
parallèle  au  plan  géométriquement  donné.  Il  faudra  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  que  les  coefficients  angulaires  aient  reçu  des  formes  convenables. 
D'ailleurs  le  point  de  contact  n'appartiendra  à  une  conjtiguée  désignée 
de  la  surface  que  si  on  a  acbevé  convenablement  la  détermination  des 
coefficients  angulaires  en  question. 
Le  second  cas  est  plus  simple  :  si 

z  =^  mx  +  wy  -f-  ?  {^y  ^) 
est  réquation  générale  des  plans  tangents  à  une  surface  réelle  f{x,  y ,  z) = 0, 

sera  l'équation  générale  des  plans  tangents  à  toutes  ses  conjuguées.  Si 
Ton  veut  en  particulier  l'équation  générale  des  plans  tangents  à  l'une 
des  conjuguées,  on  aura  à  établir  en  conséquence   deux  conditions 
entre  m,  m',  n  et  n'. 
Ainsi  l'équation  générale  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde 

est 


z  =  mx  -f-  wy  ifc  y  *w*a*  -j-  n*^*  +  c*, 

et  celle'  des  plans  tangents  à  la  conjuguée  à  abscisses  et  à  ordonnées 
réelles  de  cet  ellipsoïde  est 

z  =f m yj —  i  x-^-n \/—  i  y  ±  \/mV  +  n*6^^--c'  v--i, 
m*a*  -f-  'f^^  étant  supposé  plus  grand  que  c*. 

141.  Les  problèmes  qui  consisteraient  à  déterminer  les  plans  tangents 
à  une  surface  menés  par  un  point  extérieur  ou  parallèlement  à  une 
droite  donnée,  n'ont  pas  d'autres  solutions  que  ceux  qui  consistent  à  dé- 
terminer les  tangentes  à  cette  surface  dans  les  mêmes  conditions.  Ces 
derniers  ayant  été  traités  plus  haut,  nous  n'avons  pas  à  revenir  sur 
ceux  qui  s'y  ramènent. 

142.  Toutefois  nous  présenterons  ici  une  remarque  d'une  certaine 
importance.     / 

Un  lieu  f{x,  y,  z)  =  0  a  bien  une  infinité  de  plans  tangents  parallèles 
à  un  plan  donné,  puisque  chaque  conjuguée  de  ce  lieu  en  a  quelques- 
uns,  mais,  du  moins,  dès  que  les  coefficients  du  plan  tangent  cherché 
sont  donnés  sous  une  forme  particulière,  le  problème  ne  comporte  plus 
en  général  qu'un  nombre  limité  de  solutions,  parce  que  les  équations 
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du  problème  sont  alors  en  même  nombre  que  les  inconnues.  Les  solu- 
tions trouvées  se  rapportent  alors  à  quelques  conjuguées  particulières, 
à  l'exclusion  des  autres.  En  sorte  que  l'introduction  volontaire  de  la 
considération  des  surfaces  imaginaires  n'ajoute  rien  au  fait. 

11  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'il  s'agit  de  mener  à  une  surface  un 
plan  tangent  par  un  point  extérieur  dont  les  coordonnées  soient  four- 
nies sous  une  forme  particulière,  ou  parallèlement  à  une  droite  donnée 
dont  les  coefficients  angulaires  soient  fournis  sous  une  forme  particu- 
lière. Dans  l'un  et  l'autre  cas  la  solution  trouvée  doit  être  interprétée 
d'une  façon  plus  large  qu'on  n'avait  autrefois  l'habitude  de  le  faire.  Il 
ne  suffit  pas  de  prendre  les  solutions  réelles  des  équations  du  problème, 
il  faut  aussi  en  prendre  les  solutions  imaginaires'  et  alors  on  obtient 
outre  le  contour  apparent  de  la  surface  réelle,  d'autres  contours  appa- 
rents en  nombre  inOni. 

145.  S'il  s'agit  de  mener  un  plan  tangent  par  un  point  extérieur  et 
que  ce  point  soit  donné  sous  forme  réelle,  l'ensemble  des  points  for- 
mant solution  sera  l'intersection  totale  du  lieu  représenté  par  l'équation 
proposée  et  du  lieu  représenté  par  l'équation  de  la  surface  polaire.  Getle 
intersection  se  composera  soit  de  points  appartenant  aux  conjuguées  de 
mêmes  caractéristiques,  d'ailleurs  quelconques,  des  lieux  représentés 
par  les  deux  équations,  soit  des  intersections  des  conjuguées  dont  les 
caractéristiques  communes  satisferaient  à  une  condition  que  l'on  ob- 
tiendra en  éliminant,  lorsque  ce  sera  possible,  a,  p,  a,  p',  a"  et  p"  entre 
les  quatre  équations  dans  lesquelles  se  décomposeront  les  équations  des 
deux  lieux  et  les  équations 

P''  =  Cp      et      p"  =  C'P'. 

S'il  s'agit  d'une  surface  du  second  degré,  la  surface  polaire  se  rédui- 
sant alors  à  un  plan  réel,  et  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  totale 
se  composant  de  ses  intersections  avec  toutes  les  conjuguées  de  la  sur- 
face proposée  dont  les  cordes  réelles  lui  seraient  parallèles,  les  contours 
apparents  fournis  par  les  équations  du  problème  seront  ceux  des  conju- 
guées dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  au  plan  trouvé  ;  et  ce 
seront  aussi  les  conjuguées  du  contour  apparent  de  la  surface  réelle. 

144.  S'il  s'agit  de  mener  un  plan  tangent  parallèle  à  une  direction 
donnée  sous  forme  réelle  et  qu'on  ait  pris  l'axe  des  z  parallèle  à  cette 
direction,  il  n'y  aura  d'autre  condition  à  exprimer  que 

-i  =  0- 

l'élimination  de  z  entre  cette  équation  et 

f{x,y,z)=:0 
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fournira  entre  x  eiy  une  équation 

?  (^,  y)  =  0, 

dont  toutes  les  solutions  réelles  ou  imaginaires  fourniront  des  solutions 
de  la  question.  Or  ces  solutions  formeront  une  suite  réelle  à  laquelle 
cdirespondra  lè  contour  apparent,  sur  le  plan  des  xy,  de  la  surface  réelle 
et  une  infinité  de  suites  imaginaires  constituant  les  conjuguées  du  con- 
tour apparent  réel. 
Les  points  correspondant  aux  solutions  imaginaires  de  l'équation 

appartiendront  à  toutes  les  conjuguées  de  la  surface  proposée,  mais  en 
nombre  limité  pour  chacune,  ou  bien  aux  conjuguées  dont  les  caracté- 
ristiques satisferaient  à  une  condition  que  Ton  obtiendra  en  éliminant, 
lorsque  ce  sera  possible,  a,  ^,  a',  ^\  ol"  et  ^^'  entre  les  quatre  équations 
dans  lesquelles  se  décomposeront 

f{x,y,z)  =  0      et     ^=0     . 
et  les  conditions 

Dans  ce  dernier  cas,  le  contour  apparent 

?  (x-,  y)  =  0 

se  composera  du  contour  apparent  de  la  surface  réelle  et  des  contours 
apparents  de  celles  de  ses  conjuguées  dont  les  caractéristiques  satisfe- 
raient à  la  condition  trouvée. 

C'est  ce  qui  arrivera  toujours  pour  une  surface  du  second  degré,  parce 
qu'une  combinaison  convenable  des  équations  * 

/*(^>y,^)  =  0      et     ^=0 

fournira  l'équation  d'un  plan  réel  dont  l'intersection  complète  avec  la 
surface  proposée  se  composera  exclusivement  des  sections  faites  dans  la 
surface  réelle  et  dans  celles  de  ses  conjuguées  dont  les  cordes  réelles 
seraient  parallèles  au  plan  trouvé. 
Ainsi  s'il  s'agit  de  l'ellipsoïde 

X*        t/'       s* 
—  -4-—  4-- =  i 

la  condition 

dz 
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se  réduisant  à 

le  contour  apparent  par  rapport  au  plan  des  xy^ 

x^   .    v' 

se  composera  du  contour  apparent  de  la  surface  réelle  et  des  contours 
apparents  de  toutes  celles  de  ses  conjuguées  dont  les  cordes  réelles 
seraient  parallèles  au  plan  des  xy> 

Discicssion  d'un  problème  du  second  degré. 

145.  J'ai  déjà  donné  plusieurs  exemples  de  problèmes  de  géométrie 
élémentaire  dont  la  discussion  ne  pouvait  être  complétée  que  par  Tin* 
tervention  des  méthodes  exposées  dans  cet  ouvrage.  Les  exemples  pré- 
cédents se  rapportaient  à  des  questions  d'intersections  simples,  le  suivant 
est  relatif  à  une  question  où  intervient  ]a  considération  d'une  tangente 
au  cercle,  capable  de  devenir  imaginaire.  On  verra  que  la  solution  que 
fournit  Talgèbre  élémentaire  comprend  le  cas  où  le  cercle  serait  rem- 
placé par  sa  conjuguée  hyperbolique,  de  façon  que  l'interprétation  des 
résultats  obtenus  n'est  possible  que  par  l'intervention  de  cette  conjuguée 
qui  se  trouve  jouer  dans  la  question  un  rôle  nécessaire  quoique  entière- 
ment imprévu  d'abord. 

Supposons  qu'on  demande  les  éléments  du  cône  de  volume  donné 
circonscriptible  à  une  sphère  de  rayon  donné  :  en  prenant  pour  inconnues 
le  rayon  de  la  base  de  ce  cône  et  sa  hauteur,  et^  désignant  par  im^  le 
volume  donné  et  par  Rie  rayon  de  la  sphère  donnée  ;  on  a  à  résoudre  les 
deux  équations 

1 


et 


La  seconde  donne 


X  R 


X*  =  ^ 


y-2R' 

et  il  en  résulte  pour  déterminer  y, 

Ry 


Cette  équation  donne 


y-2R 


=  3m». 


y  = 


3m^±v/9m'  — 24m»R» 
2R* 


k 
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24 
On  en  conclut  que  le  minimum  des  valeurs  positives  de  m^  est  -q-R''* 

Mais  si  m' est  négatif,  y^  reste  constamment  réel,  ses  deux  valeurs  sont 
Tune  positive  et  l'autre  négative,  la  première  est  moindre  que  2R  et  la 
seconde  quelconque;  x*  est  aussi  réel,  d'ailleurs  négatif  ou  positif  sui- 
vant que  y  est  positif  ou  négatif. 

D'an  autre  côté,  si  on  discute  la  marche  du  volume,  considéré 
comme  fonction  de  y,  on  voit  que  y  partant  de  -|-  oo,m  part  aussi  de  -f-  *  ; 
que  m  décroît  d'abord  avec  y  et  atteint  son  minimum  pour  y  =  4R  ; 
que  pour  y  =  2R,  m  redevient  infini  ;  que  si  y  décroît  au-dessous  de  2R, 
m  devient  négatif;  que  pour  y'  =  R,  3m'  =  —  R*  ;  que  pour  y  =  0, 
m  =  0;  enfin  que  si  y  décroît  de  0  à  —  oo,  m  décroît  aussi  de  0  à 

—  00.  ■ 

Que  signifient  tous  ces  résultats  et  quel  lien  peut-on  établir  entre 
eux? 

Si  l'on  prend  pour  axe  des  x  un  des  rayons  de  la  base  du  cône  et 
pour  axe  des  y  la  hauteur  de  ce  cône,  l'équation  du  grand  cercle  de  la 
sphère  compris  dans  le  plan  des  xy  est 

X*  +  ï*  — 2RY  =  0; 

et  l'équation  de  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  du  point 
situé  sur  l'axe  des  y  à  la  distance  y  de  l'origine  est 

Y(y-R)-Ry  =  0; 
les  coordonnées  des  points  de  contact  sont  donc 

Y=^      et      X=zb^^^^^; 
y— R  y  — R 

par  suite  les  équations  des  tangentes  sont 

RY  ±  V  y"  —  2Ry  X  —  Ry  =  0. 
Si  on  cherche  la  demi-distance  de  leurs  pieds  sur  Taxe  des  x  on  retrouve 

_        Ry 


x  = 


Vy»-2Ry' 


c'est-à-dire  la  valeur  du  rayon  de  base  du  cône. 

Mais  le  calcul  précédent  s'applique  aussi  bien  à  celle  des  conjuguées 
du  cercle  qui  le  touche  aux  extrémités  de  son  diamètre  couché  suivant 
l'axe  des  y  qu'au  cercle  lui-même.  En  efTet  quand  y  est  compris  entre 
2R  et  0,  l'ordonnée  commune  des  deux  points  de  contact  est  réelle  et 
leurs  abscisses  sont  imaginaires,  de  sorte  que  les  deux  tangentes  sont 
données  alors  par  les  solutions  réelles  par  rapport  à  Y  de  l'équation 


RY  ±:  V2Ry  —  y*  V— 1  X  —  Ry  =  0. 
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En  faisant  dans  cette  équation  Y  =  0  on  en  tire 

~y-2R- 

Lors  donc  que  y  est  compris  entre  2R  et  0  le  cône  est  circonscrit  à  l'by- 
perboloïde  engendré  par  la  rotation  autour  de  Taxe  des  y  de  l'hyperbole 
dont  il  vient  d'être  question.  • 

Si  y  =  R,  ce  cône  devient  le  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde,  il  est 
isocèle,  c'est-à-dire  que  le  rayon  de  sa  base  est  égal  à  sa  hauteur^  ou  à 
R  ;  son  volum  e  est  par  conséquen  t 

i.R.: 

c'est  justement  ce  qu'on  a  trouvé  plus  haut. 

Si  y  est  négatif,  le  sommet  du  cône  passe  au-dessous  de  Taxe  des  x  et 
ce  cône  redevient  tangent  h.  la  sphère. 


k. 
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N 

BNVELOPPB  IMAGINAIIUS  DBS  CONJUGUÉES. 

Enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  plafi. 

146.  On  a  vu  aun®  i2i  que  lorsque  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x 
eo  un  point  [x^  y]  d'un  lieu  plan,  est  imaginaire,  les  éléments  du  lieu 
rayonnent  autour  de  ce  point  dans  toutes  les  directions,  d'où  il  résulte 
qu'un  pareil  point  ne  peut  pas  appartenir  à  Tenveloppe  des  conjuguées. 

dy 
Au  contraire  en  un  point  [x,y]  où  j-  est  réel  les  éléments  du  lieu  se  di- 
rigent tous  suivant  la  droite  menée  du  point  [x^  y]  parallèlement  à  la 

dy 
droite  réelle  qui  aurait  pour  coefficient  angulaire  la  valeur  de  •-—,  Un 

pareil  point  jouit  donc  de  la  propriété  que  toutes  les  courbes  continues 
qui  y  passent,  dans  le  champ  recouvert  par  les  points  représentés  par 
les  solutions  de  l'équation  du  lieu,  y  ont  môme  tangente.  C'est  par  con- 
séquent xxjx  point  de  l'enveloppe  des  conjuguées  du  lieu. 

j-  est  réel  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  réelle  et  l'est  en- 
core en  tous  les  points  du  lieu  déterminé  par  la  condition  que  dans 


et  dans 

A'+^'vCT (a  +  ^ x/~l,  a'  +  p' sj^), 

les  parties  réelles  et  imaginaires  soient  proportionnelles.  Cette  condition 
jointe  aux  deux  équations  dans  lesquelles  se  décompose 

• 

laissera  en  général  arbitraire  l'une  des  quantités  a,  p,  a  et  ^',  il  y  cor- 
respondra donc  une  certaine  courbe  qui  sera  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées. 

Ainsi  l'enveloppe  totale  des  conjuguées  d'un  lieu  plan  est  caractérisée 
par  la  condition 


^ 
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et  cette  enveloppe  se  compose  en  général  de  deux  parties^  la  courbe 
réelle^  et  une  courbe  imaginaire  que  Ton  verra  s'associer  à  la  courbe 
réelle'dans  un  grand  nombre  de  recherches  et  la  suppléer  relativement 
à  d'autres. 

147.  Les  conjuguées  de  l'ellipse  réelle  ni  celles  de  la  parabole  nW 
d'enveloppe  imaginaire  ;  nous  avons  trouvé  que  l'ellipse 

'  est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  l'ellipse  imaginaire 

ay  -f  ô V  =  —  a«*% 

et  que  les  conjuguées  de  l'hyperbole 

ay  —  ô  V  ^  —  û«6« 

ont  pour  enveloppe  imaginaire  l'hyperbole  supplémentaire 

ay  —  èV  =  a*b\ 

On  peut  se  proposer  d'obtenir  directement  ces  deux  enveloppes. 
Soit  d'abord  l'ellipse  imaginaire 

ay-f  èV  =  — ûW: 
£-  en  un  point  a:  =  a  +  p  v/---l,  y  =«'  +  ^'  V^— 1  de  ce  lieu  est 

pour  que  ce  coefficient  angulaire  soit  réel,  il  faut  que 

b^a  _  yp 

d'un  autre  côté  l'équation  du  lieu  donne 

et 

La  dernière  donne 

6«a  _      ^' 

et  de  celle-ci,  combinée  avec  la  première,  on  tirerait 
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ce  qui  est  impossible.  On  ne  peut  rétablir  la  compatibilité  entre  les 
équations 

qu*en  faisant  soit  ^  et  P'  nuls,  soit  a  et  a  nuls,  mais  l'équation  proposée 
n'ayant  pas  de  solutions  réelles,  ^  et  p'  ne  sauraient  être  en  même  temps 
nuls,  il  faut  donc  faire  a  et  a  nuls.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'en- 
yeloppesont  donc  de  la  forme 

et  comme  Téquation  du  lieu  donne  entre  ^  et  ^'  la  relation 
on  voit  que  l'enveloppe  est  bien  l'ellipse 

Soit  maintenant  le  lieu  * 
j-  en  un  pomt 


est 

la  condition  de  réalité  est  donc 

d'un  autre  côté  l'équation  du  lieu  donne 

a>{fit'«  — p)  —  6*(a"  — p*)  =i  —  a*6* 
et 

La  dernière  donne 

d'où  l'on  tirerait,  en  tenant  compte  de  la  première, 
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et 

de  sorte  que  la  seconde 

a*(a'*  — p'«)  -  A*(a«  — p»)  =  —  a*b' 

se  réduirait  à 

—  û«i«  =  0. 

On  peut  encore  rétablir  la  compatibilité  entre  les  équations  en  faisant 
a  et  a ,  ou  ^  et  ^'  nuls.  Si  on  fait  ^  et  ^'  nuls,  on  trouve  la  courbe  réelle; 
pour  avoir  l'enveloppe  imaginaire  il  faut  donc  faire  a  et  «'  nuls.  Ainsi 
les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  sont  de  la  forme 

x  =  ^yf^      et      y  =  ^'yj~i, 
l'équation  du  lieu  donne  d'ailleurs  entre  ^  et  ^'  la  relation 

Par  conséquent  l'enveloppe  imaginaire  est  bien  l'hyperbole 

On  trouvera  plus  loin  d'autres  exemples  relatifs  à  différents  lieui. 
Nous  citerons  ici  seulement  celui  qui  se  rapporte  au  cercle  imaginaire 

dont  les  conjuguées  ont  pour  enveloppe  imaginaire  le  cercle 
■      (ic_a_a7  +  (y  — *  —  *')•=  (r  +  f^)«. 

148.  Lorsque  la  courbe  représentée  par  l'équation  proposée,  tout  en 
restant  réelle,  comprend  un  point  réel  isolé,  toutes  les  conjuguées,  ou 
au  moins  celles  d'une  certaine  classe  passent  par  ce  point.  Gela  résulte 
évidemment  soit  de  ce  qu'un  point  isolé  peut  être  considéré  comme 
un  anneau  évanouissant  qui,  avant  de  disparaître,  formait  l'enveloppe 
d'une  certaine  catégorie  de  branches  de  conjuguées  d'une  certaine  classe; 

soit  de  ce  que  r^  se  présentant  en  un  pareil  point  sous  la  forme  -,  la 

condition  que  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  /  «  et  de  /'y  soient  pro- 
portionnelles, est  satisfaite  d'elle-même. 

Il  convient  toutefois  de  remarquer  que  cette  dernière  raison  pour  être 
probante  exige  qu'il  puisse  en  effet  partir  du  point  considéré  une  inGnité 
de  branches  imaginaires  composées  de  points  de  caractéristiques  diffé- 

dy 
rentes,  ce  qui  suppose  que  les  valeurs  de  •—,  après  leur  séparation,  se 

trouvent  imaginaires,  ce  qui  était  précisément  l'hypothèse. 
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dy 
En  eifet  il  ne  pourrait  partir  d'un  point  double,  oîi  •—■  aurait  les  deux 

dx 

valeurs  réelles  m  et  m',  que  deux  branches  imaginaires  composées  de 

points  ayant  pour  caractéristique  soit  m,  soit  m'.  Car  le  rapport 

dy  _rf«^+rfyvCr; 
dx~  doL  -t-d^VUT' 

ayant  nécessairement  pour  valeur  m  ou  m',  -^  ne  pourrait  prendre  que 

Tune  ou  l'autre  de  ces  valeurs. 

Les  points  de  rebroussement  cependant  feront  exception  à  la  règle 
parce  qu'une  droite  réelle  qui  en  se  déplaçant  parallèlement  à  elle-même 
viendrait  à  passer  par  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  réelle 
coupera  ensuite  cette  courbe  en  un  nombre  de  points  réels  plus  grand 

ou  plus  petit  de  deux  unités.  Mais  c'est  qu'aussi  -j^  étant  infini  en  un 

point  de  rebroussement  y  n'est  plus  développable  par  la  série  de  Taylor 
à  partir  d'un  pareil  point,  d'où  il  résulte  qu'on  ne  peut  plus  égaler  le 

rapport  -^  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente  double  obtenue. 
dx 

149.  Lorsque  l'équation  proposée,  quoique  ayant  encore  ses  coeffi- 
cients réels,  ne  représente  plus  aucune  courbe  réelle,  l'enveloppe  réelle 
des  conjuguées  n'existe  plus  :  elle  est  généralement  suppléée  par  quel- 
ques points  qui  forment  les  seules  solutions  réelles  de  l'équation.  Les 
conjuguées  passent  généralement  toutes  par  ces  points,  par  les  mêmes 
motifs  qui  viennent  d'être  énoncés. 

150.  Lorsque  l'équation  proposée  a  ses  coefficients  imaginaires,  elle 
ne  représente  plus  aucune  courbe  réelle,  à  moins  que  les  parties  imagi- 
naires des  différents  coefficients  ne  soient  proportionnelles  à  leurs  par*» 
ties  réelles. 

L*équation  admet  encore  dans  ce  cas  quelques  solutions  réelles 
fournies  par  les  intersections  des  deux  courbes  représentées  par  les  équa^ 
lions  à  zéro  des  deux  parties  réelle  et  imaginaire  du  premier  membre. 

Les  conjuguées  du  lieu  passent  généralement  par  ces  différents  points, 
qui  peuvent  être  considérés  comme  résumant  l'enveloppe  réelle. 

151.  Lorsque  les  coefficients  d'une  équation  variant  d'une  manière 
continue  passent  de  l'état  réel  à  l'état  imaginaire,  l'enveloppe  réelle 
disparaît  instantanément,  à  moins  que  les  accroissements  imaginaires 
acquis  par  tous  les  coefficients  ne  soient  proportionnels  à  ieurs  valeurs 
antérieures,  auquel  cas  le  lieu  ne  changerait  aucunement,  mais  la  portion 
de  Tenveloppe  imaginaire  qui  la  remplace  est  en  continuité  géométrique 
avec  l'ancienne  enveloppe  réelle. 
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En  effet,  soient  a  6t  a  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloi^pe 
restée  encore  réelle^  si  Ton  fait  prendre  âux  coefficients  des  accroisse- 
ments imaginaires  infiniment  petits  et  qu'on  donne  ensuite  à  â:  la  va- 
leur a,  d'une  part  la  nouvelle  équation  fournira  pour  y  une  valeur  infi- 
niment peu  différente  de  a ,  de  sorte  que  le  point  correspondant  sera 
infiniment  voisin  de  Tancienne  enveloppe  réelle;  et,  de  l'autre,  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  ce  nouveau  point,  différant  infilniment 
peu  de  ce  qu'il  était  en  [a,  a\  la  partie  imaginaire  en  sera  infiniment  pe- 
tite, de  sorte  que  le  point  lui-même  sera  infiniment  voisin  de  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  du  nouveau  lieu. 

L^'enveloppe  imaginaire  du  nouveau  lieu  et  l'enveloppe  réelle  de  l'an- 
cien différeront  donc  infiniment  peu  de  forme  et  de  position. 

IS2.  Dans  cette  même  hypothèse  où  les  coefficients,  d'abord  réels, 
d'une  équation  représentant  un  lieu  réel,  viennent  à  prendre  des  accrois- 
sements imaginaires,  les  conjuguées  qui  tout  à  l'heure  touchaient  la 
courbe  iréelle,  subissent  une  modification  instantanée  considérable  qu'il 
est  important  de  signaler. 

Les  courbes  qui  formaient  ces  conjuguées  sont  remplacées  par  d'au- 
tres qui  en  diffèrent  infiniment  peu  de  forme  et  d'étendue,  mais  il  s'y 
ajoute  instantanément  des  branches  finies  ou  indéfiniment  étendues  qui 
proviennent  de  l'ancienne  courbe  réelle,  laquelle  donne  naissance 
d'abord  à  une  enveloppe  imaginaire,  destinée  à  la  remplacer,  mais  aussi 
à  une  infinité  de  branches  de  conjuguées  qui  se  séparent  plus  ou  moins 
de  la  courbe  réelle. 

En  effet,  tant  que  la  courbe  réelle  existe,  elle  fait  partie  de  toutes  les 
conjuguées  qui  la  touchent,  parce  qu'elle  a  sa  caractéristique  indétermi- 
née, mais  dès  qu'elle  cesse  d'exister  elle  est  forcément  remplacée  par  une 
infinité  de  courbes  approchant  plus  ou  moins  de  son  ancienne  forme, 
mais  de  caractéristiques  toutes  différentes. 

Ces  caractéristiques  sont  dans  ce  cas  constituées  par  des  rapports  de 
quantités  d'abord  infiniment  petites,  puisque  si  les  coefficients  de  l'é- 
quation n'ont  varié  que  de  quantités  infiniment  petites,  les  solutions  de 
cette  équation  n'ont  pu  varier  non  plus  que  de  quantités  infiniment 
petites,  mais  les  rapports  des  parties  imaginaires  de  ces  quantités  infi- 
niment petites  peuvent  avoir  toutes  les  valeurs. 

Le  môme  fait  s'explique  aussi  bien  par  cette  considération  que  tantque 
la  courbe  réelle  existe,  ses  différents  points  sont  reproduits  dans  les  in- 
tersections successives  du  lieu  avec  toutes  les  droites  réelles  imaginables, 
tandis  que,  au  contraire,  dès  qu'elle  cesse  d'exister,  les  intersections  avec 
les  mêmes  droites  réelles  cessent  de  se  confondre.  A  chaque  direction 
de  cordes  réelles,  il  correspond  alors  un  système  .particulier  d'inter- 
sections qui  n'est  plus  reproduit  lorsque  la  direction  des  cordes  change. 

Un  exemple  simple  achèvera  de  faire  comprendre  ce  qui  vient  d'être 
dit.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  hyperbole  d'abord  réelle,  la  conju- 
guée dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  un  diamètre  non  trans- 
verse de  cette  hyperbole  serait  une  ellipse  limitée  aux  deux  tangentes  à 
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l'hyperbole  parallèles  à  ce  diamètre  non  transyerse.  Si  la  sécante  paral- 
lèle à  ce  diamètre  ne  passait  plus  entre  ces  deux  tangentes^  il  n'y  aurait 
plus  d'intersections  imaginaires.  Mais  si  les  coefficients  de  l'équation  de 
l'hyperbole  recevaient  des  accroissements  imaginaires  même  infiniment 
petits,  aussitôt  la  sécante,  transportée  en  dehors  de  ses  anciennes  limi- 
tes, fournirait  une  suite  indéfinie  de  points  imaginaires  qu'il  faudrait 
joindre  à  ce  que  serait  devenue  l'ellipse  pour  avoir  la  conjuguée  du  nou- 
veau lieu,  ayant  pour  caractéristique  le  coefficient  angulaire  de  cette 
sécante  mobile  :  la  courbe  réelle  se  serait  donc  transformée  instantané- 
ment  en  une  infinité  de  courbes  imaginaires. 

La  théorie  des  asymptotes  permettra  d'éclairer  encore  mieux  ce  point 
important. 

153.  Le  problème  de  mener  une  tangente  à  une  courbe  réelle  paral- 
lèlement à  une  droite  réelle  donnée,  y  =  ox,  comprend  à  la  fois  comme 
solutions  toutes  les  tangentes  réelles  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe 
réelle  parallèlement  à  cette  droite  et  toutes  les  tangentes  imaginaires 
qu'on  peut  mener  dans  la  môme  direction  à  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjogaées.  En  efi'et,  si  en  un  point  de  l'enveloppe  la  tangente  est  effec- 
tivement parallèle  à  ^  =  ax,  le  coefficient  angulaire  réel  de  la  tangente 
en  ce  point  ne  pourra  pas  différer  de  a,  puisque  une  équation  du  pre- 
mier degré  dont  le  coefficient  angulaire  est  réel,  ne  représente  qu'une 
parallèle  à  la  droite  réelle  de  même  coefficient  angulaire. 

D'un  autre  côté  on  sait  que  le  problème  de  mener  une  tangente  à  une 
courbede  degré  m  parallèlement  aune  direction  donnée  a  généralement 

»î  (m  —  1) 

solutions.  Ces  m{rn  —  1)  solutions  se  partagent  donc  entre  la  courbe  réelle 
et  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées:  si  l'une  de  ces  courbes  a 
p  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée,  l'autre  en  a  m  (m  —  4) —  p.  Si 
la  courbe  réelle  n'en  a  pas,  l'enveloppe  en  a  m  (m  —  1).  Cependant  le 
degré  de  l'enveloppe  est 

m  (m  —  1)  (2m  —  3) 
ou 

2w*(m— 1), 

suivant  que  l'équation  du  lieu  a  ses  coefficients  réels  ou  imaginaires. 
Les  courbes  de  son  degré  pourraient  avoir 

m  (to  — l)(2fn  — 3)  |m(»?i  — 1)  (2m  — 3)  — 1|     ou    2m'(m  —  1)  J2m«(»n  — 1)  — 1  } 

tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée,  d'où  il  résulte  que  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  de  degré  m  a  toujours  au  moins 

wi*(m  —  \f  (2w  —  3)*  —  2m (w  —  1)  (m  —2) 
ou 

.  4^4*  (m  —  1)*  —  2m*  (m  —  1)  —  m  (m  —  1) 

9 
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nteà  de  moins,  parallèlecaent  à  une  direction  donnée,  que  celle  éa 
es  de  son  degré  qui  en  a  le  plus. 

sque  les  coefficients  de  l'équation  proposée  sont  imagljiaires,  l'eD- 
te  a  toujours  m  {m  —  {)  tangentes  parallèles  à  une  direclion  quel- 

;e  puisque  la  courbe  réelle  n'existe  pas. 

I.  II  est  important  de  remaniuer  que  lo  coefncicnl  angulaire  de  la 
ite  en  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lien 
e  saurait  que  très-exceptionnellement  coïncider  avec  la  caracté- 
le  de  la  conjuguée  qui  touche  l'enveloppe  en  ce  point,  c'est-à-dire 
;  coefficient  angulaire  des  cordes  réelles  de  cette  conjuguée.  Ed 

i;  =  ,  +  pV^      et      y=a'-(-pCv/^ 

s  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  G  est  la  ca- 
istique  de  la  conjuguée  à  laquelle  ce  point  appartient,  maïs  il  n'y 

ne  raison  pour  que  -^  en  ce  point  soit  égal  à  G. 

I  résulte  que  parmi  les  m  (m  —  1)  points  de  contact  des  tangentes 
s  parallèlement  à  une  droite 

eu  de  degré  m,  ceus  qui  sont  réels  appartiennent  bien  à  la  con- 
G,  mais  que  les  autres  appartiennent  en  général  à  des  conjuguées 
nques. 

.  Une  valeur  infinie  de  -r-  doit  toujours  être  considérée  comme 

dx 
parce  que 

tang(T-|-+V-0      ou      ^J^-î: ^f=^ 

1  —  tang  f  tang  41  y —  1 
Rnie  que  pour 

+  =  0      et      9  =  {2K-|-1)^ 
ne  part,  tang  iJ'V — 1  estfiniquelquesoittj',  de  l'autre  l'hypothÈse 
1  —  tangiptangtj.v/— 1  =0 

ossible,  et  enfin  si  tang  <f  était  infini  sans  que  tang  <^  ^—  j  fûtnul, 
j-'^sj—i)  se  réduirait  à 


lang^l-V— 1 
ulte  de  là  que  les  points  d'un  lieu  oili  ~  est  infini  appartiennent 


J^     .     • 
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toujours  à  Tune  ou  à  l'autre  enveloppe.  S'ils  sont  réels,  ils  appartiennent 
de  plus  à  la  conjuguée  G  =  oo,  mais  s'ils  sont  imaginaires  ils  appar- 
tiennent généralement  à  des  conjuguées  quelconques  et  on  peut  toujours 
diriger  l'axe  des  y  de  manière  qu'aucun  de  ces  derniers  n'appartienne 
à  la  conjuguée  G  =  » ,  car  les  points  de  l'enveloppe  où  la  caractéris- 
tique coïncide  avec  le  coefficient  angulaire  sont  toujours  en  nombre 
limité. 

156.  L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'une  courbe  réelle 
touche  toujours  cette  courbe  en  ses  points  d'inflexion  et  s'y  infléchit 
comme  elle. 

En  efi'et  le  problème  de  mener  à  une  courbe  une  tangente  parallèle  à 
une  direction  donnée  fournit  encore,  comme  solution  réelle,  un  de  ses 
points  d'inflexion  lorsque  la  direction  donnée  se  confond  avec  celle  de 
la  tangente  en  ce  point  ;  mais  si  le  coefQcient  angulaire  donné  s'éloigne 
infiniment  peu,  dans  un  sens  convenable,  de  celui  de  la  tangente  au 
point  d'inflexion  considéré,  la  solution  réelle  qui  correspondait  à  co 
point,  et  qui  du  reste  était  double,  disparaît  aussitôt  et  est  remplacée 
par  deux  solutions  imaginaires  infiniment  voisines. 

Les  deux  points  de  contact  correspondants  appartiennent  naturelle- 
ment à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  puisque  le  coefficient 

différentiel  -j-  y  est  réel;  ils  sont  d'ailleurs  infiniment  peu  distants  du 
vue 

point  d'inflexion  de  la  courbe  réelle  ;  les  tangentes  à  l'enveloppe  y  ont 
des  directions  infiniment  voisines  de  celle  de  la  tangente  au  point  d'in- 
flexion de  la  courbe  réelle  ;  enfin  le  parallélisme  des  tangentes  à  l'en- 
veloppe en  ces  deux  points  indique  qu'ils  comprennent  un  point  d'in- 
flexion de  cette  enveloppe. 

On  voit  donc  que  l'enveloppe  imaginaire  passe  par  les  points  d'in- 
flexion de  la  courbe  réelle,  que  les  deux  enveloppes  sont  tangentes  en 
ces  points  et  que  l'enveloppe  imaginaire  s'y  infléchit  comme  la  courbe 
réelle. 

157.  Du  reste,  l'enveloppe  imaginaire  ne  peut  toucher  l'enveloppe 
réelle  qu'aux  points  d'inflexion  de  celle-ci.  Car  si  le  point  de  contact 
n'était  pas  un  point  d'inflexion,  la  courbe  réelle  aurait,  dans  les  deux 
sens  opposés,  deux  tangentes  infiniment  peu  inclinées  sur  la  tangente  au 
point  commun;  d'un  autre  côté  Tenveloppe  imaginaire  en  aurait  au 
moins  une  inclinée  dans  un  certain  sens  sur  la  même  tangente  :  de  sorte 
que  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  commun^  et 
m -|-£&n  le  coefficient  angulaire  delà  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  en 
un  point  infiniment  voisin  du  point  commun,  le  problème  de  mener  une 
tangente  au  lieu  parallèlement  à  la  direction  m-^-dm  aurait  une  solution 
réelle  etunesolution  imaginaire  infiniment  voisine  de  la  première.  Gette 
solution  imaginaire  ne  pouvant  aller  seule,  il  en  existerait  forcément  une 
troisième,  imaginaire  conjuguée  de  la  seconde  et  par  conséquent  infini- 
ment voisine  des  deux  premières,  de  sorte  que  l'enveloppe  imaginaire 
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aurait  deuxtangentes  inûniment  voisines,  parallèles  à  la.directionm  -^dm 
et  que  le  point  commun  aux  deux  enveloppes  serait  au  moins  un  poînl 
dlnflexion  par  rapport  à  l'enveloppe  imaginaire.  Mais  alors  le  point  com- 
mun correspondrait  à  une  solution  double  du  problème  de  mener  âo 

lieu  une  tangente  parallèle  à  la  direction  m,  c'est-à-dire  que  -r^,  serait 

nul  en  ce  points  qui  dès  lors  serait  un  point  d'inflexion  de  la  courbt' 
réelle. 

Réciproquement  les  points  d'inflexion  de  l'enveloppe  imaginaire  ap- 
partiennent à  l'enveloppe  réelle  dont  ils  sont  aussi  des  points  d'inflexioD, 
car  la  tangente  en  un  point  d'inflexion  de  l'enveloppe  imaginaire  étant 
la  réunion  de  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées  est  entièrement 
réelle,  c'est  une  corde  réelle  de  cette  enveloppe  imaginaire,  mais  une 
corde  réelle  tangente  ne  peut  être  tangente  qu'en  un  point  réel,  puisque 
<leux  points  imaginaires  conjugués  ne  peuvent  se  réunir  qu'en  deve- 
nant réels. 

On  verra,  au  chapitre  .des  Asymptotes,  que  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  touche  encore  la  courbe  réelle  en  ses  points  situés  à  rinfini. 
Du  reste  les  points  d'une  courbe  situés  à  l'inflni  peuvent  toujours  être 


considérés  comme  des  points  d'inflexion  de  cette  courbe  puisque -7^  y  ^^^ 


.^ _         _^_  ^_j-4ye5l 

nécessairement  nul. 

158.  Si 

y  =  mx  -}-  9  (m) 

est  l'équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  réelle,  cette  équation, 
pour  chaque  valeur  de  m  qui  rendra  <p  (m)  imaginaire,  représentera  une 
seule  droite  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  ;  l'ensemble  des  deux  en- 
veloppes forme  donc  l'enveloppe  des  droites  réelles  ou  imaginaires  re- 
présentées par  une  équation  telle  que 

y  =  mx  +  (p(m). 

Cette  communauté  de  définition  constitue  entre  elles  une  réciprocité  évi- 
dente. 

£n  effet  si  un  lieu  a  une  enveloppe  imaginaire,  c'est  que  (p  (m)  peut 
devenir  imaginaire  pour  des  valeurs  réelles  de  m.  D'ailleurs  le  problème 
de  mener  à  une  courbe  réelle,  représentée  par  une  équation  à  coeffi- 
cients réels,  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée,  ce  problèflie 
qui  peut  se  réduire  à  la  résolution  des  équations 

/•(ar,y)  =  0,      m=  — ^, 

f  y 

fournit  pour  x  et  y,  lorsque  ces  coordonnées  sont  imaginaires,  des  va- 
leurs conjuguées  deux  à  deux,  et  par  conséquent,  pour  les  tangentes  aux 
points  cqrrespondants,  des  équations 
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Y-y  =  m(X-a-), 

ayant  leurs  coefficients  conjugués. 

Les  valeurs  imaginaires  de  cp  (m)  correspondant  à  des  valeurs  réelles 
de  m,  seront  donc  conjuguées  deux  à  deux  et  par  conséquent  9  (m) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


?  (w)  =  (p,  (w)  ±  V  <p,  (w), 

?i  ^^  <p«  pouvant  d'ailleurs  avoir  chacun  plusieurs  valeurs. 
Cela  posé,  lorsque  9,  (m)  sera  positif, 

y  =  wx  +  cpi  (m)  zb  V  ?i  (w) 

représentera  une  tangente  à  l'enveloppe  réelle  et  lorsque  9,  (m)  sera  né: 
gatif,  la  même  équation  représentera  une  tangente  à  Tenveloppe  imagi- 
naire. 
Mais  si  (p,  (m)  est  négatif,  l'équation 


représentera  effectivement  ^  droite 


y  =  mx  +  Çj  (m)  zh  v/—  <pj  (m). 

Ainsi,  les  deux  enveloppes  étant  prises  dans  leurs  équations  en  coordon- 
nées réelles,  l'équation  générale  des  tangentes  à  la  première  serait 


U  =  wix  +  ^1  {m)  ±1  V  <Pi  (w), 
et  l'équation  générale  des  tangentes  à  la  seconde  serait 

y  =  mx-\'  (pj(m)  ±  v^-^(w); 

mais  alors  le  retour  de  la  seconde  courbe  à  la  première  se  fera  comme 
le  passage  de  la  première  à  la  seconde. 

Les  deux  enveloppes  d'un  môme  lieu  sont  donc  réciproques  Tune  de 
l'autre. 


Enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'une  surface. 

180.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  deux  lieux  qui  ont  un  point  com- 
mun [Xy  y,  z]  et  dont  les  équations  fournissent  d'ailleurs  en  ce  point  les 
mêmes  valeurs  pour  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  età  y,  ont 
en  commun  autour  de  ce  môme  point  un  volume  infinitésimal. 

Ce  volume  s'aplatit  en  un  disque  plan  lorsque  les  coefficients  angu- 
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res  du  plan  langent  commun,  ou  les  valeurs  des  dérivées  partielles 

=  Bet  -—  =  a  deviennent  réels.  En  effet  les  rayons  vecteurs  menés 

point  central  [^,y,:|,  fi  la  surrace  qui  limite  le  volume  commun,  sont 
is  tous  les  cas,  parallèles  aux  droites  menées  de  l'origine  aux  points  du 
a  représenté  par  l'équation 

Z  =  pX-|-çY; 

and  p  &l  g  sont  imaginaires,  ce  lieu  se  compose  d'une  infinité  de 
,ns  se  coupant  suivant  une  droite  menée  de  l'origioe,  en  sorte  que 
éléments  de  ce  lieu  qui  émergent  de  l'origine  peuvent  avoir  toutes 
directions  imaginables  :  mais  quand  p  al  g  deviennent  .réels,  tous 
plans  représentés  par  l'équation 

ins  dont  au  reste  les  caraclérisliques  sont  alors  liées  entre  elles  par 
condition 

C  ^  C    . 

confondent  géométriquement  avec  le  plan  réel 

2=/,X  +  }Y. 

nsi  en  un  point  rée)  ou  imaginaire  où  les  dérivées  partielles  de  z  par 

pport  &  j;  et  à  y  sont  réelles,  les  éléments  du  lieu  s'aplatissent  en  un 

ique  plan. 

Cette  propriété  est  évidemment  caractéristique  d'un  point  de  l'enve- 

ppe,  soit  réelle,  soit  imaginaire,  des  conjuguées  du  lieu. 

L'enveloppe  totale  des  conjuguées  d'un  lieu  sera  donc  définie  parler 

nditions 

f{x,  y,z)  =  Ù,   ~  =  réel      et      ^  =  réel. 
(if  àf 


160.  Mais  il  y  a  pour  les  lieux  superficiels  une  différence  essentielle 
itre  les  deux  enveloppes  réelle  et  imaginaire,  c'est  que  chaque  con- 
guée  touche  en  général  l'enveloppe  réelle,  qui  n'est  autre  que  la  snr- 
:e  réelle  représentée  par  l'équation  considérée,  suivant  toute  la  courbe 
!  contact  de  cette  surface  réelle  avec  le  cylindre  qui  lui  serait  circon- 
rit  parallèlement  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée  en  question; 
ndis  que  au  contraire  chaque  conjuguée  ne  touche  l'enveloppe  ima- 
naire  qu'en  un  nombre  limité  de  points. 
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Ed  effet  si 

désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  appartenant  à  la 
conjuguée  [G,  C],  on  aura  pour  déterminer  a,  p,  a',  a",  d'abord  les  deux 
équations  dans  lesquelles  se  décomposera  l'équation  delà  surface  et  en- 
suite les  deux  conditions  de  réalité  de  p  et  de  g;  a,  ^y  a  et  a'' seront 
donc  en  général  déterminés. 

Considérons  par  exemple  l'équation 

de  rhyperboloïde  à  une  nappe,  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à 
X  et  à  yvseront 

(^  z  c^   z 

a*  X  à*  y* 

z      z 
pour  qu'elles  soient  réelles  il  faudra  que  -  et  -  soient  réels.  Soient 

on  aura  donc 

^  — £         —  —  £. 

d'un  autre  côté  l'équation  de  la  surface  donnera 

a^'^    b*  c»    ~ 

a  â         a  B' 

En  divisant  cette  dernière  para",  remplaçant  —  par  ^  et  -7,  pàr^„  puis 

oc  |j  ot  p 

multipliant  par  p",  il  viendrait 

û«  ■*"  6*  ""  7"  ""    ' 
l'équation 

a««-p«        a'*  — ^'*        a"«  — P"* 


a 


r-  +  -Tr T^  =  i 
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duirait  donc  à 

autre  côté,  en  divisant 

4+î|:_i|;=o 

a*         A'  c' 

",  remplaçant  ^,  et  ^  par  -^  et  -7,,  puiscbassantle  dénominateur i", 
ndrait 

>mp2tibilité  entre  cette  condition  et 


VB  que  p,  p'  et  p"  doivent  être  nuls,  ou  bien  o,  a  et  a".  Dans  la  pre- 
3  hypothèse,  on  retrouverait  la  surface  réelle  ;  dans  la  seconde,  x,  g 
e  réduisent  à 

j;=pv^.      y  =  ?'\^^      et      ï  =  p"V^, 
I  coordonnées  du  point  correspondant  satisfont  à  l'équation 


1  fait^"  =  G^  et  f=  C'p',  il  vient 


se  trouve  déterminé,  la  conjuguée  C,C'de  la  surface  n'a  donc  que 
points  communs  avec  l'enveloppe  imaf^inaire. 

11.  Le  plan  tangent  à  une  surface  en  un  point  de  l'enveloppe  imagi- 
des  eonjug;uées,a  nalurellemcnl  ses  coefficients  angulaires  réels,  el, 
roquement,  si  l'équation  générale  des  plans  tangents  h  une  surface 

z  =  mx-i-ny-\-tf{m,n), 

'on  donne  dans  cette  équation  à  m  et  à  n  des  valeurs  qui  rendent 
n)  imaginaire,  le  plan  correspondant  sera  tangent  à  l'enveloppe 
inaire  des  conjuguées  de  la  surface  proposée. 
tirerait  de  là,  comme  pour  les  lieux  plans,  cette  conséquence  que 
ius  enveloppes  sont  réciproques  l'une  de  l'autre. 


rw-.-T"  , 
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i6S.  La  section  complète  d'une  surface  par  un  plan  réel  se  compose 
de  la  section  faite  par  ceplandans^la  surface  réelle  et  des  sections  faites 
dans  les  conjuguées  de  la  surface  réelle  dont  les  cordes  réelles  sont  pa- 
rallèles au  plan  sécant.  Ces  dernières  sections  sont  d'ailleurs  les  conju- 
guées de  la  section  réelle.  Ces  conjuguées  ont  généralement  dans  leur 
plan  une  enveloppe  imaginaire,  mais  cette  enveloppe  imaginaire  n'a  en 
général  qu'un  nombre  limité  de  points  communs  avec  la  section,  par  le 
plan  réel  considéré,  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  sur- 
face réelle  proposée.  En  effet  si  l'équation  du  plan  sécant  est 

Mx  +  Ny  +  Ps  =  H, 

ce  plan  ne  peut  contenir  que  des  points  dont  les  caractéristiques  G  et  G' 
satisfassent  à  la  condition 

or  si  les  points  de  l'enveloppe  contenus  dans  un  plan  parallèle  à 

Mx  +  Ny  +  Pz  =  0 

formaient  une  courbe  continue,  comme  ces  points  ne  pourraient  pas  se 
présenter  de  nouveau  dans  une  autre  série  de  plans  parallèles,  l'enve- 
loppe imaginaire  se  composerait  d'une  infinité  de  surfaces. 

Supposons  qu'on  ait  pris  le  plan  des  xz  parallèle  aux  plans  sécants, 

—,  en  un  point  de  la  section  par  un  plan  y  =  A,  se  confondra  avec  le 

dz 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  section,  3-  sera  donc  réel  en 

dx 

un  point  quelconque  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la 
.e..o....|„e.. ......  ,„..,.„.»  PO...  ce.. 

enveloppe. 


CHAPITRE  X 

AStUPTOTES     KT     PLANS     ASÏHPT0T1QUE!< 

Asymptotes  aux  courbes  planes . 

S,  La  théorie  des  asymptotes  aux  conjuguées  des  courbes  planer 
urne  dans  l'énoncé  suivant  : 

recherche  des  asymptotes  d'une  courbe  quelconque  fournit  en 
i  temps  les  asymptotes  de  toutes  ses  conjuguées;  les  conjuguées 
u  représenté  par  l'équation  d'une  asymptote  au  lieu  considéré 
es  asymptotes  des  conjuguées  de  mSmes  caractéristiques  de  ce 

isidérons  d'abord  une  asymptote  réelle,  efTectivement  asymptote  i 
ranche  infinie  de  la  courbe  réelle.  L'équation 

y  =^Cx-\-d 

tte  asymptote  étant  capable  de  solutions  imaginaires  ayant  pour 
téristique  C,  les  valeurs  infinies  de  ;t;  et  de  ^  qui  satisferont  h  la  fois 
[ualion  de  la,  courbe  et  à  celle  de  l'asymptote  ne  seront  pas  plu? 
s  qu'imaginaires  de  la  forme 

is  pour  que  a;  =  a+P\/— 1  et  y^K  +  pCy  — I  forment  une 
on  de  l'équalion 

y  =  Cj;  +  d, 
■  <]uc 

«'  =  Ca  +  d; 

lutant  ^C  de  part  et  d'autre,  il  vient 

a'  +  pG  =  G(a  +  p)  +  rf. 

'on  voit  que  le  poinlcorrespondant  à  la  solution  imaginaire  consi- 
appartient  à  la  même  droite 

y  =  Gj;  4-  rf. 

si,  une  asymptote  réelle  d'une  courbe  réelle  est  aussi  asymptote  à 
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la  conjuguée  dont  la  caractéristique  est  égale  au  coefficient  angulaire  de 
cette  asymptote. 

Considérons  par  exemple  l'hyperbole 

dont  Tune  des  asymptotes  est 

b 

^       a    ' 

cette  asymptote   conviendra  à  la  conjuguée  dont  la  caractéristique 

est  — .  En  effet  posons 
a 

X  =  Cl  -\-  ^  \/ — 1, 


et  PVP-» 

a 

réquatîon  de  l'hyperbole  donnera 

aV«  —  a^p  —  ô V  -I-  à»p«  =  —  a«A« 
et 

'  en  vertu  de  la  condition  P'  =  P-  ou  o'p'*  =  6*p',  la  première  relation  se 
réduira  à 

et  la  seconde  à 

aa  —  6a  =  0       ou       d'à*  —  6V  =  0; 

les  deux  conditions  tirées  de  l'équation  de  l'hyperbole  étant  donc  incom- 
patibles, ot  et  a  devront  être  inûnis.  Quant  à  ^  et  à  ^',  ils  ne  sont  assujettis 

ô'      b 
qu'à  la  condition  —  =  -  :  en  les  faisant  infinis  et  tels  que  a'  +  p'  et  «  +  P 

restent  finis,  on  obtiendra  tous  les  points  de  la  droite 

c'est-à-dire  que  la  conjuguée  de  Thyperbole,  dont  la  caractéristique 

est  -,  se  confond  géométriquement  avec  l'asymptote  yz^-  x  de  la 
û  a 

courbe,  ce  que  Ton  savait  déjà,  les  conjuguées  de  l'hyperbole  étant 

toutes  les  ellipses  qui  ont  avec  elle  un  système  de  diamètres  conjugués 

commun. 
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ùa  si  on  laisse  ^'  et  p  finis,  a'  -(-  ^'  et  a  -{~  f'  restent  infinis  et  l'on  ob- 
■  les  points  à  l'infini  de  la  conjuguée,  points  qui  appartiennent  à  la 

iey=~x.  Cette  droite  est  donc  bien  une  asymptote  commune  àU 
be  réelle  et  à  celle  de  ses  conjuguées  qui  a  pour  caractéristique  -. 

Ï4.  Supposons  en  second  lieu  que  l'asymptote  restant  réelle, 

y  ^  Cx  +  rf, 

lurbe  réelle  n'ait  pas  de  branche  infinie  correspondante,  ou  même 
iste  pas  :  l'une  des  formes  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation  de 
lurbe  devant  toujours  être 

y  =  Oc  +  rf  +  V, 

signant  une  fonction  de  x  qui  s'annule  quand  x  devient  infini,  si  l'on 
rarier  x  par  valeurs  réelles  dans  les  deux  équations 

y  =  a-c  +  rf      et      y  =  Cx  +  rf  +  V, 

ibtiendra  d'une  part  la  droite  réelle  y^Cx-\-d  et  de  l'autre  une 
cbe  de  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  la  courbe  proposée,  et  les 
:  lignes  seront  asymptotes  l'une  à  l'autre. 

ïis  si  l'on  Taisait  subir  aux  axes  une  transformation  quelconque  et 
n  recommençât  les  calculs,  on  trouverait,  pour  équation  de  l'a- 
ptote,  la  transformée  de  y:=Cx-\-d  et  le  raisonnement  précédent 
it  voir  que  la  nouvelle  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  la  courbe 
losée,  c'est-à-dire  la  conjuguée  dont  la  caractéristique  aurait  eu 
ennement  pour  valeur  le  coefficient  angulaire  du  nouvel  axe  des  g, 
it  également  asymptote  à  la  même  droite. 

i  même  asymptote  réelle  à  une  courbe  qui  n'a  pas  de  branche  in- 
correspondante  convient  donc  à  toutes  les  conjuguées  de  cell« 
■be. 

i  résujtal  pourrait  paraître  singulier  parce  qu'en  elTet  une  équation 
iremier  degré  à  coerGcienls  réels, y=^Cx -\-d,  n'admet  de  solutions 
{inaires  que  du  système  G.  Mais  cette  contradiction  apparente  est 
e  à  lever.  Quelle  que  soit  la  direcLion  que  l'on  donne  à  l'axe  des  y, 
jrtie  imaginaire  de  y  tend  vers  zéro,  lorsque  x  croit  iodéfinimeDt 
valeurs  réelles,  les  parties  imaginaires  des  coordonnées  des  points 
!s  à  l'infini  sur  une  conjuguée  quelconque,  tendent  donc  vers  zéro, 

n  d'autres  termes  les  caractéristiques  de  ces  points  sont  en  réaUté  -■ 

SS.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'asymptote  trouvée  serait 
jinaire,  mais  aurait  son  coefficient  angulaire  réel  et  serait  par  cod- 
ent  représentée  par  une  équation  de  la  forme 
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y  =  Cx+p  +  q  v^  : 

si  x  =  ct-{-^yJ -—i  et  y  =  a'-|-PV — *  forment  une  solution  de  cette 
équation,  on  devra  avoir 

a'  =  C<t-\-p 

et 

f^'  =  cp  +  ^. 

d'où 

a'^^'  =  Cia  +  ^)  +  pi-q; 

la  caractéristique  ^  d'un  point  appartenant  à  l'asymptote  pourra  donc 

r 

varier  dans  ce  cas;  mais  quant  au  point  lui-même,  il  appartiendra  tou- 
jours à  la  droite  unique 

d'ailleurs,  Tune  des  formes  de  la  fonction  y  sera 


y  =  Cx  +  ;?  +  ?V-l+V, 

V  désignant  toujours  une  fonction  de  x  qui  s'annule  pour  x=  oo  ;  cette 
dernière  équation,  ou  sa  transformée,  si  Ton  a  changé  la  direction  de 
l'axe  des  ^,  donnera  donc  toujours,  lorsqu'on  fera  croître  x  par  valeurs 
réelles,  une  branche  de  conjuguée  asymptote  à  la  même  droite 

Dans  le  cas  donc  où  l'on  aura  trouvé  une  asymptote  imaginaire  à 

coefficient  angulaire  réel,  y  =  Ca;  +  P  +  ?  V— 1,  la  même  droite 
y=Ca;+p  +  ^  sera  asymptote  à  toutes  les  conjuguées  du  lieu. 

166.  Supposons  enfin  que  le  calcul  ait  donné  pour  asymptote  d'un 
lieu  réel  ou  imaginaire  une  droite  complètement  imaginaire 


y  =  {m  +  nyj'^^x  +  p  +q\f^, 

il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  de  caractéristique  C  que  fournira  cette 
équation,  sera  efTectivement  asymptote  à  la  conjuguée  G  du  lieu. 

En  eifet,  il  est  clair  d'abord  que  si  l'on  faisait  croître  x  par  valeurs 
réelle^  dans  l'équation 

y  =  (m  -f-  n ^ —  i)x  4"  J^  4"  ?  V —  ^ 
et  dans  l'équation 

•         y  =  {m  +  n>j'^\)x^p  +  q>J^  +  y 
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iranche  correspondanle  du  Heu,  oo  oliliendrait  d'une  part  la 
y  =  {m  +  n)x  -i-  p-j-q, 

lulre.  une  branche  de  la  conjuguée  C  =  oo  du  lieu,  asymptotes 
l'autre.  D'un  autre  cAté,  si  l'on  faisait  subir  aux  axes  une  tram- 
m  préalable  quelconque  et  qu'on  recommençât  les  calculs,  ou 
titpour  équation  nouvelle  de  l'asymptote  la  transformée  de 

y  =  ('"  +  "V^)^' +  ;>  + ?  v^; 

aisant  croître  x  par  valeurs  réelles  dans  les  nouvelles  équations 
t  lieux,  on  retrouverait  les  conjuguées  du  faisceau  et  de  la  courbe 
e  qui  auraient  pour  caractéristique  le  coefficient  angulaire 
iu  nouvel  axe  des  t/,  et  ces  deux  lignes  seraient  toujours  asymp- 
me  à  l'autre,  en  vertu  de  la  démonstration  qui  précède. 
le  cas  donc  oi!i  l'on  trouvera  pour  une  courbe  une  asymptote 
ement  imaginaire,  l'équation  de  cette  asymptote  représentera 
eau  d'asymptotes  à  toutes  les  conjuguées  de  la  courbe  pro- 

dérons  par  exemple  l'ellipse 
asymptotes  sont 


jguées  de  l'ellipse  sont  toutes  les  hyperboles  qui  ont  avec  elle 
me  de  diamètres  conjugués  commun  ;  or,  si  l'on  rapporte  Tel- 
le lieu 

ù   , —      ' 

tème  quelconque  de  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  les  deux 
is  deviendront  simultanément 

"■y  +  *V  =  a"*' 

b'   , 

y  =  ±-\l~\.x; 

it  varier  x  par  valeurs  réelles,  la  première  fournira  ■''hyperbole 

o^y»  _  b-^x*  =  —  a'^b", 
onde  ses  deux  asymptotes 


y 


ASYMPTOTES  ET  PLANS  ASYMPTOTIQUES.  143 

167.  Lorsque  le  coefficient  angulaire  d'une  asymptote  imaginaire 
est  réel,  cette  asymptote  est  tangente  en  un  point  situé  à  l'infini  au  lieu 

des  points  fournis  par  Téquation  proposée  oîi  -j-  est  réel,  c'est-à-dire  à 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées. 

Les  asymptotes  réelles  auxquelles  il  ne  correspond  aucune  branche  de 
la  courbe  réelle  sont,  de  même,  évidemment  asymptotes  à  Tenveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  ;  mais  une  asymptote  réelle  effectivement 
asymptote  à  la  courbe  réelle,  est  encore  asymptote  à  Tenveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées. 

Il  suffira,  pour  le  démontrer,  de  remarquer  d'une  part  qu'une  équa- 
tion y  =  ma:  -\-p  est  capable  de  solutions  imaginaires  où  le  rapport  des 
parties  imaginaires  de  y  et  de  a;  soit  m  et,  de  l'autre,  que  l'infini  est 
naturellement  indéterminé.  On  en  conclura  que  Téquation  du  lieu 
ayant  fourni  une  asymptote  y  =  mx  -^-/},  il  y  a  nécessairement  dans  le 

lieu,  à  l'infini,  un  point  imaginaire  tel  que  -^  y  soit  égal  à  m  et  que 

y  —  mx  soit  égal  à  p. 

Ainsi  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  a  en  général  les  mêmes 
asymptotes  que  la  courbe  réelle  ;  elle  a  en  plus  les  asymptotes  à  coef- 
ficients angulaires  réels  dont  les  ordonnées  à  l'origine  sont  imagi- 
naires; mais  les  asymptotes  à  coefficients  angulaires  imaginaires  n'ap- 
partiennent ni  à  l'enveloppe  réelle  ni  à  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées. 

Ainsi  dans  l'exemple  traité-plus  haut  de  l'hyperbole 

les  asjmplotes  réelles, 

U    =    ±    -     Xy 

appartiennent  aussi  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  repré- 
sentée par  les  solutions  de  la  forme 


de  l'équation  du  lieu. 

> 

168.  Nous  avons,  incidemment,  dans  le  chapitre  relatif  à  l'enveloppe 
des  conjuguées  d'un  heaplan,  expliqué  ce  que  devient  la  courbe  réelle 
lorsque  les  coefficients  de  l'équation  prennent  des  accroissements 
imaginaires  et  nous  avons  choisi  pour  exemple  celui  que  présente  une 
hyperbole.  Nous  pouvons  compléter  ce  que  nous  avons  dit  alors. 

Considérons  une  hyperbole 

ay  —  ôV  =  —  a'ô*. 
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et  imaginons  que  les  coefficients  a  et  ô  prennent  des  accroissement 
infiniment  petits  aV—  1  et  V\f^,  Téqualion  du  système  des  asymp- 
totes deviendra 

j  +  ^'y/ITT 


Chacune  de  ces  équations  représentera  une  infinité  de  droites  gui 
seront  les  asymptotes  des  branches  de  toutes  les  conjuguées  dans  les- 
quelles se  sera  transformée  l'hyperbole  précédemment  réelle. 

Les  asymptotes  des  branches  indéfinies  de  la  conjuguée  G  seront  pa- 
rallèles à  la  direction 

elles  seront  infiniment  peu  inclinées  sur  les  asymptotes  de  l'ancienne 
courbe  réelle  tant  que  5  et  ^  resteront  infiniment  petits,  mais  elles 
s'éloigneront  de  ces  directions  à  mesure  que  5  et  8'  croîtront  davan- 
tage. 


Des  plans  asymptotes  aux  surfaces  courbes  et  de  leur  enveloppe. 

169.  Nous  désignons  sous  le  nom  de  plans  asymptotes  à  une  surface 
courbe  les  plans  tangents  à  cette  surface  en  des  points  situés  à  l'infini. 
L'équation  du  plan  tangent  à  une  surface 

f{x,y,z)  =  0, 
en  un  point  [x,  y,  z],  est 

(X  -x)r«  +  (Y-y)  A  +  (Z-2)A  =  0. 

Les  coefficients  angulaires  sont  fx,  f'y  et  /',  ;  si  x^y  eX  z  sont  infinis, 
ces  coefficients  angulaires  se  réduisent  aux  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  â?»  à  y  et  à  z  de  la  partie  homogène  du  plus  haut  degré  de 
f{Xy  y,  z)  :  soit 

?(^.  y,  ^)  +  l'I^^y»  2)  +  x{x,y,z)  +  . . . . 

le  premier  membre  de  Téqualion  proposée,  décomposé  en  parties  ho- 
mogènes, le  plan  tangent  en  un  point  situé  à  distance  infinie  sera  donc 
parallèle  au  plan 


^J 
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Soient 

X y s 


degré  .._       .,  ._  ^ ^  _ — ^ , , ^ ,  ^,  ^ 

et  ;;  par  a,  ^  et  y,  ce  qui  donnera  pour  l'équation  du  plan  parallèle  au 
plan  tangent  au  point  [x,  y,  2],  situé  à  l'inGni, 

X^p'a  -\-  Ycp'p  -{-  Zçy  =  0.  , 

Ce  dernier  plan  est  le  plan  tangent,  suivant  la  génératrice 

X  y  z  * 

au  cône 

?  (^,  y,  s)  =  0. 

Ainsi  les  plans  asymptotes  à  une  surface 

9  (^,  y»  «)  +  'l'  (^»  .V)  ^)  +  . . . .  =  0 

sont  parallèles  aux  plans  tangents  au  cône  lieu  des  rayons  infinis, 

?  (^»  y,  s)  =  0. 

L'équation 

(X-x)  A  +  (Y«y)  A  +  (Z-3)  A  =  0 

peut  s'écrire 

XA  +  Yry  +  ZA  =  xA  +  yA  +  zf,, 
c'est-à-dire 

Xr,  +  Vr j,  4-  z/",  -  »n<?  (x,y.î)  +  (m  - 1  )  y  (a!,y,z)  +  (m  -  2)  ^  (a;,y,*)  +  . . . . 
OU,  en  retranchant  du  second  membre  la  quantité 

»w<p(x,y,  z)  +  m^\{x,  y,z)  +  mx\x,  y,  z)  +  .... 

qui  est  nulle  d'elle-même,  puisque  le  point  [x,  y,  z]  appartient  à  la 
surface, 

XA  +  Vy  +  ZA  =  -'K^,y,2)-2x(x,y,z)^  .... 

Si  le  point  [x,  y,  z]  est  renvoyé  à  l'infini,  les  termes,  qui  au  second 
membre,  suivent  le  premier,  disparaissent  devant  ce  premier  terme. 

10 
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e  côté,  09  a  déjà  tu  que  fx,  f'y  et  /"i,  dans  le  premier 
iuvent  être  réduits  à  9'f ,  cp'y  et  ç'i,  de  sorte  que  l'équation 
Dptote,  tangent  au  point  [x,  y,  z\,  peut  être  réduite  à 

?',X  +  yVY  +  ç'.Z  -!-  if  {X,  y,  z)  =  0, 

tous  les  termes  sont  maintenant  de  degré  m  —  i  en  x,  y  et  :, 

ignant  les  coefficients  directeurs  d'un  rayon  infini. 

n  ne  sera  changé  aux  conclusions  du  numéro  précëdenl 
leriennent  imaginaires  ;  le  plan 

t'.x  +  t',y  +  ç\2  +  .1-(«.^y)  =  o 

ymptote  &  la  conjuguée  de  la  surface 

nx,y.z)  =  (i. 
Ira  lé  point  imaginaire  situé  à  l'infini  dans  la  direction 


e  les  équations  de  la  direction  considérée  soient 

x  =  {m-irn\p)z 

y  =(m'+n'v'— ï)îi 
eurs 

-V^IÏ,      y^a'+^v'^ï      et      z  =  a'+6"\CÏ 
nées  d'uQ  point  satisfaisant  aux  équations 
=  {m  +  „V^2      et      ff  =  (m'  +  n'\Cn)2, 
ine  part, 

C  ' 
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et,  de  l'autre, 

d  =  nid'  —  lih"      et      ^  =  m'6"  +  rid'  ; 

en  éliminant  d'  entre 

—  =  mh"  +  na"      et      ^  =  m'*"  +  rid'. 


il  vient 


—  —  —  =  mn— nm. 


Les  points  de  la  surface  f{x^  y,  z)  =0»  situés  à  Finfini  dans  la  direction 

appartiendront  donc  aux  conjuguées  de  /'(x,  y,  z)  =0  dont  les  caracté- 
ristiques satisferont  à  la  condition 

fi       n  ,  , 

les  plans,  de  mêmes  caractéristiques,  représentés  par  l'équation 

seront  asymptotes  à  ces  conjuguées. 
Par  exemple 

où  «,  p  et  Y  seront  supposés  satisfaire  à  la  condition 

a*        ft'        Y* 

sera  Téquation  générale  des  plans  asymptotes  aux  conjuguées  de  l'el- 
lipsoïde 

Considérons  en  particulier  la  direction 

ô  h    I 

Y.  c 

m,  n  et  m'  seront  nuls  et  n'  sera  égal  à  =ii-,  Téquation 
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TV^V  +  iî 


donc  les  plans  asymptotes  aux  conjuguées  de  l'ellipsolâe 
Bléristiques  satisferont  à  la  condition 


X  conjuguées  ayant  leurs  abscisses  réelles. 

1  asymptote  à  une  section  plane  d'une  surface  est  asymp- 

ne,  en  ce  sens  qu'elle  lui  est  tangente  à  l'in&ni.  Une  surface 

ifinit^  d'inanités  d'asymptotes. 

i  intéressant  d'en  considérer  une  classe  particulière  que 

lire  connaître. 

on  de  deux  plans  tangents  à  une  surface  en  deux  points 

isins  [x,  y,  i]  et  [x  -\-dx,y-\-  dy,  z  +  éz\  passe  au  poini 

ist  tangente  à  la  surface,  puisqu'elle  est  contenue  dans  le 

en  ce  point. 

on  de  deux  plans  asymptotes  infiniment  peu  inclinés  l'un 

irrespondant  à  deux  rayons  infinis 


i  une  asymptote  de  la  surface,  mais  d'une  classe  paili- 

lotes  formeront  une  surface  réglée  et  dévetoppable,  enve- 

as  asymptotes,  qu'il  est  intéressant  de  considérer. 

de  cette  surface  s'obtiendra  évidemment  en  éliminant  k,  ^ 

!S  équations 

ç{«,^t)  =  0, 
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Les  conjuguées  de  la  surface  obtenue  seront  également  des  surfaces 
réglées  et  développables.  Car  le  système  des  équations  de  deux  plans 
asymptotes  en  deux  points  infiniment  voisins  d'une  môme  conjuguée 
de  la  surface  proposée,  représentant  entre  autres  une  asymptote  de  cette 
surface,  remplira  de  lui-même  la  condition  pour  que  ces  équations 
admettent  une  infinité  de  solutions  de  mêmes  caractéristiques,  de  sorte 

que  les  équations  entre  lesquelles  on  aura  éliminé  a,  ^  et  ^  seront  ca- 

pables  d'une  infinité  de  solutions  de  mêmes  caractéristiques  représentant 
des  points  en  ligne  droite. 

Ces  conjuguées  de  l'enveloppe  des  plans  asymptotes  à  la  surface 
réelle  seront  donc  les  enveloppes  des  plans  asymptotes  aux  conjuguées 
de  la  surface  réelle. 

Considérons  par  exemple  l'ellipsoïde 

pour  trouver  l'enveloppe  des  plans  asymptotes,  on  aura  à  éliminer  a,  ^ 
et  -r-  entre  les  équations 


a» 

a" 

+1 

+  7=0. 

a 

+t. 

1  =  ». 

a* 

+  |ï  +  ^2-o, 

qui  donneront 


û*  0*      dx 


c'est-à^ire  le  cône  asymptote  de  l'ellipsoïde.  Les  conjuguées  de  ce 
cône  seront  les  cônes  asymptotes  des  conjuguées  de  Tellipsoïde. 

.  L'enveloppe  des  plans  asymptotes  à  une  surface  se  réduira  à  un  cône 
toutes  les  fois  que  Téquation  de  la  surface  manquera  des  termes  de 
degré  m  —  i.  Le  sommet  de  ce  cône  sera  l'origine  des  coordonnées 
correspondant  à  cette  forme  de  l'équation. 
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DU    CBRCU   IMAfilHAIRB 


ous  proposons  dans  ce  chapitre  do  construire  les  con- 
représenté  par  l'équation 

û'vCrï)*  +  (y  -  *  -  fi'V^)'  =  (»•  +  r-v/^' 

rectangulaires,  lieu  dont  la  connaissance  est  indispen- 
ie  de  la  courbure  des  courbes  ima^naires. 
d'abord  tourner  les  axes  autour  de  l'origine  d'un  angle 
e  imaginaire  de  l'ordonnée  du  centre  disparaisse, 
ation  n'affectera  pas  le  rayon,  qui  restera  toujours  re- 
|- 1'  V— T;  quant  aux  coordonnées  du  centre,  la  trans- 
langera  de  la  même  manière  que  si  elle  ne  se  faisait  qae 
De  sorte  que  si  ut  désigne  l'angle  dont  on  aura  fait 
I,  l'équation  nouvelle  du  lieu  sera 

[a  +  a'  \/^)  cos  u)  —  (i  -f-  6'  -f^K]  sin  (->]' 
,'yC:i)siQ.u  _  (6  +  i'^/Zi)cos<ù]'  =  (r  +  r'\Cï}'. 

isparaltre  la  partie  imaginaire  de  l'ordonnée  du  centre 

a 

tang<o  =  -. 
I  lieu  ainsi  simplifiée  sera 

a  _  ^  yCT)- +  (j,  _  S).  =  (r  +  rV^l)' ; 

ensuite  les  axes  parallëlemeut  à  eux-mêmes  au  point 
amènera  cette  équation  à  la  forme 

(a,  _  «  v/r7)'  +  y.  =  (,.  + ,'  V^)'. 

ition  que  nous  allons  discuter. 

iterminerons  d'abord  l'enveloppe  imaginaire  des  courbes 

ite. 

ées  d'un  point  de  l'enveloppe  étant 
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la  condition  que  devront  remplir  les  variables  «,  ^,  a,  ^'  sera 

c'est-à-dire 

«'-     r    ' 

équation  qu'il  faudra  adjoindre  à  celles  qui  exprimeraient  que  le 
point  [Xy  y]  appartient  au  lieu  proposé,  et  qui  sont 

a*  — (p  —  a)«  +  a*  —  ^'*  =  r«—  r'», 
a{^  —  a)  +  (x'^'  =  rr'. 

En  éliminant  successivement  ^  et  ^'  d'abord,  ensuite  a  et  a  entre  ces 
équations,  on  trouve 

a*  +  a'*  =  r«, 

et 

{^^aY  +  ?.'^  =  r\ 

11  résulte  de  ces  équations  que  Tenveloppe  cherchée  est  la  circonfé- 
rence décrite  du  point  [x  =  a,  y  =  0]  comme  centre,  avec  un  rayon 

égalàr  +  y^- 
Ën  effet,  d'après  Téquation 

les  coordonnées  d'un  point  N  quelconque  {fig.  5)  de  la  circonférence 
décrite  autour  de  Torigine,  avec  un  rayon  r,  sont  des  valeurs  conjointes 
de  a  et  de  a  ;  et  de  même,  d'après  Téquation 

les  coordonnées  d'un  point  N'  quelconque  de  la  circonférence  décrite 
autour  du  point  0'  (x  =  a,  y  =  0),  avec  un  rayon  r',  sont  aussi  des 
valeurs  conjointes  de  ^  et  de  ^';  mais  d'un  autre  côté,  en  raison  de 
Véquation 

a       p  —  a 


1^     > 


les  quatre  valeurs  conjointes  de  a,  a ,  ^,  ^'  doivent  être  les  coordonnées 
de  points  N  et  N'  situés  aux  extrémités  de  rayons  parallèles  ON,  O'N' 
des  deux  circonférences. 
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i'  -|-  p'  sont  donc  les  coordonnées  du  point  M  situé  sur  la 
:e  décrite  du  point  0'  comme  centre',  avec  un  rayon  égal  i 
ixtrêmité  du  rayon  de  cette  circonférence  qui  se  trouve 
O'N'. 


tveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

U  -  0.  V^)'  +  y'  =  ('■  +  r-  y^y 


(^ -«)'  +  / =  ('■  +  '')■. 
lit  conservé  à  l'équation  du  cercle  imaginaire  sa  forme  pri- 

a  _  «'  v^)*  +  (y  _  6  _  A'  v'ITT)'  =  {r  +  r'  v/^TÏ}*. 
Touvé  pour  équation  en  coordonnées  réelles  de  l'enveloppe 

{a:  -  «  -  «')■  +  (y  -  ô  -  A')»  =  (r  +  O'. 

tatest  remarquable. 

)ur  obtenir  le  point  de  contact  M  d'une  conjuguée  désignée  C 
:loppe,  il  suffira  de  consliuirc  le  point  N'  qui  lui  correspond, 
longeant  ensuite  O'N'  on  aura  le  point  M  ;  or  les  coordonnées 
point  N'  devant  fournir  un  rapport  égal  à  C,  on  obtiendra  ce 
menant  la  droite  ON'  dont  l'angle  avec  t'axe  des  x  ait  pour 

1  l'origine  sera  dans  l'inlérieur  du  cercle  ON',  le  rapport  des 
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coordonnées  du  point  N'  pourra  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
et,  dans  ce  cas,  toutes  les  conjuguées  toucheront  l'enveloppe  chacune 
en  deux  points.  Dans  le  cas  contraire^  les  valeurs  extrêmes  du  rapport 
des  coordonnées  du  point  N'  seront  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  de  l'origine  au  cercle  O'N';  les  conjuguées  dont  la  ca- 
ractéristique resterait  comprise  entre  ces  limites  toucheront  donc  seules 
l'enveloppe  imaginaire. 
L'équation 

(^  -  a  v/I^)' +  y»  =  (r  +  r' v/Tï)' 

fournira  dans  ce  dernier  cas  deux  points  réels  par  oit  passeront  toutes 
les  conjuguées.  En  efiet  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  que  pourrait 
comporter  cette  équation  seraient 

X  = et      y ^ 


a  ^  a 

mais  la  réalité  des  ordonnées  dépend  de  la  condition  a'>>r'^. 

Si  a*  était  égal  à  r'^,  c'est-à-dire  si  le  cercle  O'N'  passait  par  l'ori- 
gine, les  deux  points  réels  se  confondraient  en  un  seul  et  avec  l'une 
des  extrémités  du  diamètre  horizontal  du  cercle  ON. 

Nous  avons  supposé,  en  faisant  la  figure,  que  r  et  r'  fussent  de  même 
signe  ;  autrement  les  rayons  ON  et  O'N'  devraient  être  de  sens  con- 
traires, A,  par  suite,  le  rayon  O'M  de  l'enveloppe,  toujours  représenté 
par  r-^f^^  serait  la  différence  des  rayons  ON  et  O'N'.  En  effet,  les 
équations 

ei 

a(Ô-û)  +  a'P'=rr', 

qui  se  rapportent  à  un  point  quelconque  de  l'enveloppe,  montrent,  la 

(X  oc 

première,  que  r et  —,  ou,  par  suite,  a(^  —  a)  et  a'p',  sont  tou- 

p  —  û       p 

jours  de  même  signe,  tandis  que  la  seconde  exige  ensuite  que  ces 

produits  ou  rapports  aient  le  signe  de  rr\  De  sorte  que  si  r/  est  né- 

(X  (X 

galif,  r et  -  étant  négatifs,  les  rayons  ON,  O'N'  sont  de  sens  con- 

P  —  a      p 

traires. 

On  peut  construire  pai'  points,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  con- 
juguées du  cercle  imaginaire 


{x^ayj^"  +  y'  =  {r  +  r's/-i)\ 
En  effet, 
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maintenant  tes  coordonnées  d'un  point  de  la  conjagnée  C, 
loir 


ère  de  ces  équations  exprime  que  les  tangentes  menées  do 
iT  au  cercle 

y'  +  ^='^ 
is  aux  tangentes  menées  du  point  [p,  ^1  au  cercle 

donc  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  0  et  0',  si  l'on  marque 
S  quelconque  de  cet  axe  et  qu'on  décrive  les  deux  circonfé- 
et  O'S,  [a,  a']  seront  les  coordonnées  d'un  point  de  la  pte- 

[P,  P']  celles  d'un  point  de  la  seconde.  Comme  |-  =  C,  le 

il  se  trouTora  au  point  de  rencontre  de  la  circonférence  O'S 
Iroite  Gxe  ON'  que  l'on  aura  menée  pour  obtenir  le  point  de 
de  la  conjuguée  C  avec  l'enveloppe.  Ce  point  [p,  p'^seraen 
tnple.  D'un  autre  cOté,  a  et  a'  doivent  satisfaire  à  la  condition 

p  {a  +  Cix")  —  aa  —  r/  =  0. 

équation,  en  y  considérant  «  et  a'  comme  les  coordonnées 
,  représente  une  droite  qui,  quel  que  soit  p,  passe  toi^ours  an 


coefBcient  angulaire 

&—a  a— a 

-V  °"  -V 

se  changée  de  signe  du  coefficient  angulaire  de  OV:  Ces  dem 
i  la  déterminent,  et  il  en  résulte  que  le  point  [a,  «'j  de  la  cir- 
3  OS,  qui  correspond  au  point  [^,  p']  de  la  circonférence  OS. 
ur  la  perpendiculaire  menée  à  O'P  du  point  fixe 


r--.-i- 


r 
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Ce  dernier  point  est  en  I,  à  la  rencontre  de  la  ligne  HI, 


rr' 
a 


qai  passe  par  les  deux  points  réels,  et  de  la  perpendiculaire  01  à  ON'. 
Par  conséquent  si  IQ  est  perpendiculaire  à  O'P,  Q  est  Tun  des  points 
cherchés. 

Les  points  P  et  Q  étant  ainsi  déterminés,  le  point  correspondant  Y 
du  lieu  s'obtiendra  en  menant  de  Q  une  droite  QY  égale  et  parallèle 
à  OP. 

Les  asymptotes  de  toutes  les  conjuguées  sont  représentées  par  les 
équations 

celles  de  la  conjuguée  G  sont  donc,  en  coordonnées  réelles, 

C-1      , 

et 


Les  deux  asymptotes  d'une  môme  conjuguée  sont  en  conséquence 
toujours  perpendiculaires  Tune  sur  l'autre  ;  elles  partent  respeetiTement 
des  points  (0,  +  a)»  (0»  *-  a)  et  enfin  sont  inclinées  de  45**  sur  la  droite 
y  =r  GâT.  Quant  à  leur  point  de  rencontre,  il  décrit  la  circonférence  du 
cercle  ^  -f*  ^=^  a'  ^^  d®  plus  appartient  à  la  perpendiculaire  O'X  menée 
à  la  droite  ON',  y  =  Go:,  car  les  équations  de  ces  asymptotes  donnent 

(G  +  1)y  =  (C-i):i;  +  û(G  +  l) 
et 

(4-C)y=5(l  +  C)a;-a(i-C), 
d'où  l'on  tire  par  soustraction 


Au  reste  la  ligne  O'X, 


est  un  axe  de  symétrie  de  la  conjuguée  C,  La  règle  qui  a  été  donnée 
pour  la  construction  des  points  de  cette  conjuguée,  le  montre  sufû- 

sammonf 


samment. 


CHAPITRE  Xll 

DB   LA   COUBBUBB  DBS    COURBES  niÂGINAIRKS 


74.  Les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
courbure  d'une  courbe  réelle  en  un  de  ses  points  [x,  ^]  sont 

d'y  '  *''"      <Py  d*y 

dl'  Z?  rf«" 

is  nous  bornons  ici  à  les  rappeler, 

i  on  les  applique  à  un  point  quelconque  d'une  conjuguée,  d'un  lieu 
1  quelconque,  elles  donneront  en  général,  pour  les  coordonnées  du 
Ire,  des  valeurs  imaginaires  X=a  -\-b\/  —  l,Y=a'+  é'V  —  '  ^' 
ir  le  rayon,  une  valeur  aussi  imaginaire  R  =î  c  -f-  '^y — *•  Nous  nous 
posons  dans  ce  cbapitre  de  tirer  de  ces  données  les  coordonnées 
les  du  centre  de  courbure  et  le  véritable  rayon  de  courbure  de  la 
juguée  au  point  considéré.  Mais  auparavant  nous  délerminerons  la 
rbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  plan  en 
quelconque  de  ses  points. 


De  la  courbure  de  fenveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'un  Heu  plaji. 


7S.  Lorsque  deux  équations  admettent  une  solution  commune  et 
Eku  point  correspondant  les  valeurs  de  ~  sont,  départ  et  d'autre, 
[les  et  égales,  les  enveloppes  des  deux  lieus  passent  en  ce  point  ets'j 


int  encore  les  mêmes,  de  part  et  d'autre,  au  point  considéré,  le^ 
is  enveloppes  y  auraient  un  contact  du  second  ordre  et  par  con- 
uent  même  centre  et  même  rayon  de  courbure. 
.a  démonstration  positive  du  fait  présentait  toutefois  des  difUcull^ 
ttendues.  Les  deux  enveloppes,  une  fois  tracées,  remplissent  bien 
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en  effet  la  condition  graphique  énoncée,  mais  sans  cependant  que  les 
condilions  supposées  entraînent  l'existence  simultanée,  sur  les  deux 
enveloppes,  de  trois  points  ayant  identiquement  les  mômes  coordon- 
nées. Les  grandeurs  des  coordonnées  du  troisième  point,  réalisées,  sont 
bien  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  mais  les  valeurs  algébriques  imagi- 
naires de  ces  coordonnées  ne  sont  point  pareilles.  La  répartition  en 
parties  réelles  et  imaginaires  des  coordonnées  réalisées  du  troisième 
point  peut  différer  d'une  enveloppe  à  l'autre,  les  sommes  seules  des 
parties  réelles  et  imaginaires  des  deux  coordonnées  restent  identiques. 
Lorsque  ce  théorème  sera  établi,  on  pourra  prendre  pour  centre  et 
pour  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un 
lieu  quelconque,  en  un  point  de  cette  enveloppe,  le  centre  et  le  rayon 
de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  cercle  oscu- 
lateur,  en  ce  point,  au  lieu  considéré. 
Soit  donc  [or,  y]  le  point  commun  aux  enveloppes  imaginaires  des 

conjuguées  de  deux  lieux,  et  supposons  que  -—•  et  -^^  aient  de  part  et 

dy 
d'autre  les  mêmes  valeurs  en  ce  point,  —■ }»  étant  d'ailleurs  réel. 

Si  p  désigne  la  valeur  réelle  de  --^, 

dy  =  di'  +  d^'  \1~\ 

dx  =  d(x  -\-  d^  yj —  1 
devront  satisfaire  à  la  condition 

dot!  +  rf^'  v/^ 


qui  donne 


rfa  +  dp  \f^ 


=  P^ 


rf^ 


da  __  d^'  _  ^«  _^ 


doL 


d'y 


d'un  autre  côté,  si  f  -{-  w  v' —  i  est  la  valeur  de-j^  au  point  [x,  y],  la 

dy 
valeur  de  -^  en  un  point  du  lieu,  voisin  de  [x,  y],  sera  représentée  par 

dY  /     ,        / — :\  X  —  a:   , 

5x  =  P  +  v  +  ^y—y  — — I-  ••••» 

et  pour  que  le  point 

[x  +  rf«  +  dp  V— ~<".  y  +  <*»'  +  dp'  V— *  ] 


■~3!iç?r.'' 
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appartienne  aussi  à  l'enveloppe,  il  faudra  que  raccroissement 

qu'aura  subi  la  dérivée  de  Y  par  rapport  à  X,  en  passant  du  premier 
point  au  second,  soit  réel.  Cette  condition  donne 

ou 

d^  _       u 

Ainsi  au  point  commun  aux  deux  enveloppes  considérées,  puisque  p, 

^  et  u  sont  supposés  les  mômes  de  part  et  d'autre,  :r»  -3-  et  -—- auront 

doL    doL       du 

les  mêmes  valeurs  de  part  et  d'aùlre. 

Passons  aux  dérivées  secondes  -^,  —  et  jy  :  de  quelque  point 
\x^  y\  qu'il  s'agisse,  on  a  toujours  identiquement 

dY_dYdç^_fd^  1   ^c/ZT\  i 

et,  par  suite, 

Les  dérivées  secondes  de  Y  par  rapport  à  X  au  point  [x,  y]  étant 
donc  supposées  égales  de  part  et  d'autre  et  leur  valeur  commune 

étant  <  +  M  \/ —  1 ,  on  aura  pour  l'un  et  l'autre  lieu 

En  remplaçant  dans  cette  équation  -7-par-- -,-rî^  par  »,  et  -r  P^r 

da  t   doL  da 

pu 
— -,  valeurs  trouvées  plus  haut,  et  décomposant,  on  trouve 

V 


k 
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d*où  Ton  conclut 
et 


d 


a 


s 


-P5ô?  =  -7^  =  -^('*  +  "*)-"- 


Ces  deux  dernières  équations  ne  se  rapportent  pas  plus  à  Tenveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  qu'à  tout  autre  lieu  partant  du  point 

[x  +  da^dpy/'^i,    y  +  (ix'  +  rf^'vCTi 

rfV    rf»&      d*Ô' 
de  l'enveloppe.  Aussi  contiennent-elles  trois  inconnues  -T-r>-rret  ~ 

da*     dar       dct^ 

et,  par  suite,  laissent-elles  l'une  d'elles  indéterminée. 

Mais  ce  que  la  question  offre  de  particulier»  c'est  que  les  données  ne 

suffisent  pas  pour  achever  la  détermination  de  T~i  ^^  ^^^  jr  Qui  restent 

liées  entre  elles  par  la  seule  condition 

rf*?'     <^p      «/^ .  .\ 

U  est  évident  en  effet  que,  pour  exprimer  que  le  troisième  point  est 
aussi  resté  sur  l'enveloppe,  il  faudrait  exprimer  que  le  nouvel  accrois- 

/TV 

semant  subi  par-T=;  est  encore  resté  réel;  or  l'expression  de  cette  con- 


n  L'équation 

se  retroarenit  en  dérivant  par  rapport  à  a  Téquation 

rfa;_  rfa. 

doL 
qui  exprime  que  -^  est  resté  réel  en  passant  du  point  [x,  y]  au  point 

U  +  rfa+rfpV"».   y  +  rfa'  +  dp'V^]- 


/      /^ 
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parties  que  l'on  ne  connaît  pas. 

d'Y 
valeurs  de  ^,  n'étant  donc  pas  supposées  les  mêmes  pour  les 

ieux,  au  point  [x,  y],  -r-j-  aura  bien  de  part  et  d'autre  la  même 


urront  être  différenU  et  seront  seulement  liés  l'un  à  l'autre  par 
le  condition 

deux  enveloppes  auront  cependant  au  point  [x,  y]  la  même 
re  et  le  même  centre  de  courbure,  puisqu'elles  passent  toutes 
Il  point  [x,  y],  qu'elles  y  ont  la  même  tangente  sous  le  coefOcient 
ire  p;  qu'elles  contiennent  par  conséquent  toutes  deux  le  poiol 

[^  +  d»^d^^/~i,     y  +  rf«' +  rfflV^J, 

par  les  conditions 

rf«'  _        dp  _      u      rfp'  _         w 
'd^—P'    di~~~t'    lh—~P~t' 

DÛn  elles  ont  encore  en  ce  point 

.angente,  sous  le  coelflcieot  angulaire 

p  +  (rfa  —  urfp. 

concilier  ces  résultats,  en  apparence  contradictoires,  il  lanl 
16  la  courbure  de  l'une  el  de  l'autre  enveloppe  ne  dépende  pa^ 

(fa        (PS 

fient  de -yr  ^'  ^^  j  «"  *"  point  commun,  mais  seulement  te  la 


rification  de  ce  point  est  en  effet  aisée  à  produire. 

ii  X,  et  y,  désignent  les  coordonnées  réalisées  d'un  point  quel- 
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conque  d'un  lieu  imaginaire,  la  courbure  de  ce  lieu  au  point  [or^,  y^] 

dépend  de  -p  el  de  -rr  ;  or 
or,  aœl 

rfy,  _  d^'  +  d^'  _  rfg  "^^ 


et 


dx^       dct  '{'  d^  d^ 

doL 

da'    .    d^'  doL     .    d^' 

,  (/a         da                ,  doL         d% 
a d 

d'y,  da      doL  rfa  i  . 

cfeî  da  dx^  da  .    i    ^? 


( 


'+I)" 


Mais  au  point  commun  aux  deux  enveloppes  qui  nous  occupent,  y, 

dfi     dp>'  dy» 

'T^^'ir  ont  identiquement  les  mêmes  valeurs;  -^  a  donc  de  part  et 

d}y, 
d'autre  la  même  valeur  ;  d'un  autre  cAté^  si ,  dans  l'expression  de  -^ , 


d&   da       dB' 
on  remplace  -r-,  i-  et  -7-  par  leurs  valeurs  trouvées,  plus  haut, 
'^         da'  da        da^ 


dx\ 


il  vient 


rfa"""~  r      ^""^'      da~       t  ' 

(Pyt  ^  V  da'  ^  da')  V  t)         V         t)  da' 

cette  expression  ne  dépend  en  effet  que  de  la  somme 

d^_^ 
da'       ^  da': 

Ainsi  quand  on  applique  à  un  point  [Xy  y]  de  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  d'un  lieu  f  {x,  y)  =  0,  les  formules  qui  four- 
niraient le  centre  et  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  un  de  ses 

H 
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points  réels,  l'enyeloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  représenté 
par  réquation  du  cercle  osculateur,  alors  imaginaire,  que  donnent  les 
formules,  passe  au  point  [x,  y],  et  les  deux  enveloppes  y  ont  même 
centre  et  même  rayon  de  courbure. 
Mais  si  l'équation  du  cercle  osculateur  est 

I 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  coïncide  avec  le  cercle  réel 

x-a-df  +  {y^b^by  =  {r  +  rr, 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  de  cette  enveloppe  est  le  point 

i 

la  +  a\b'\-b']éi  sa  courbure  —, — ,. 
'      '  r-f-r 

Par  conséquent  donc,  si  en  un  point  quelconque  [x,  y]  de  Fenve- 

loppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  f{x,  y)  =  0,  on  a  calculé  les 

valeurs    a-fa'\/^,    ô  +  ôV—T   et    (r -f  f' v/1IT)t    de 


X  — 


dyyi  dy 
dx 


•+(i)' 

y  +  - 


du* 
et 


['+{in 


W 


((£y 

\da? 


ie  cercle  osculateur  de  cette  enveloppe  au  point  considéré  sera 

{x^a  —  ay  +  {y  —  b  —  by  =  {r-^-rf. 

Ce  théorème  aidera  beaucoup  à  la  construction  toujours  si  importante 
de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  dont  on  s'occupera. 

Des  contacts  des  divers*  ordres  des  lieux  plans  en  géiéraL 

176.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  établirons  un  théorème  général  sur 
les  contacts  des  divers  ordres  des  lieux  imaginaires.  —  Deux  courbes 
réelles, 
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f(x,y)  =  0      et      /;(x,y)  =  0, 

> 

qui  passent  en  un  même  point  réel  [x,  y],  ont  en  ce  point  un  contact 

dy    (j^u         chy 
de  rordre  n,  lorsque  -^,  j^»--,  ^,  tirées  des  deux  équations  séparé- 
ment, y  ont  les  mêmes  valeurs. 

On  serait  disposé  à  appliquer,  sans  nouvelle  démonstration,  le  même 
principe  aux  courbes  imaginaires  :  cependant,  outre  que  l'énoncé  doit 
en  être  complété  alors  par  une  restriction  spéciale  destinée  à  faire 
connaître  expressément  les  lieux  conjoints  auxquels  le  théorème  est 
applicable,  la  vérification  en  est  en  quelque  sorte  rendue  nécessaire  par 
la  composition  des  coordonnées  en  parties  réelles  et  imaginaires,  et  par 
lobscurité  qui  s'attache  en  conséquence  à  la  notion  même  des  coef- 

dy    cPy 
fîcients  différentiels  -7^,  -7-^,  etc. 

dx    dur 

Nous  croyons  donc  devoir  établir  directement  le  théorème  suivant . 

Si  deux  équations 

f{x,y)  =  0,      f,{x,y)  =  0 

ont  une  solution  commune,  réelle  ou  imaginaire,  [x,  y],  et  qu'au  point 

dy    d^u        d^u 
correspondant,  —•,  j^»...,  7-^,  tirées  séparément  des  deux  équations, 

uX    uX  (tX 

présentent  les  mêmes  valeurs,  les  lieux  partant  du  point  [x,  y],  qui 
seraient  définis  par  les  équations 

f{x,y)  =  0,      f,{x,y)  =  0 

et  par  une  relation  complémentaire  commune,  9  (a,  ^)  =  0,  établie 
entre  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  x,  auront  au  point  [x,  y]  un 
contact  de  Tordre  n,  c'est-à-dire  que  x^  et  y^  désignant  les  coordonnées 

dy     d^y  d^y 

réelles  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  lieux,  -/i,  t^>--)  t^»  auron' 

'  dx^'  dxV     '  dx^'' 

les  mêmes  valeurs  de  part  et  d'autre,  au  point  commun  à  ces  deux 
lieux. 
Il  suffira  pour  cela  d'établir  que 


et 


dx-j    d^x^ 
d<x'  rfa""' 

rf"j?, 
•'   rfa" 

rfa      rfa' 

•'   rfa» 

dy    d^y         d^y 
auront  les  mômes  valeurs  de  part  et  d'autre  ;  car  ~^,  t4S— 1  t^S  ^^' 

aj7j    ax]  axri 

pendant  de 


\' 


}. 


\ 


f 
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xi: 

•  • 

rfj, 

«Px, 

rf"X, 

</a 

'    </»«•• 

•  •  * 

rfa» 

dyt 

^V. 

rf'yi 

rfa' 

•    d«»'--' 

'  •  » 

rfa« 

auront  par  suite  aussi  les  mêmes  valeurs,  de  part  et  d'autre. 

Or  la  loi  de  progression  de  x^  étant,  de  part  et  d'autre,  réglée  par  les 
mêmes  équations 

^1  =  a  +  p, 
?  («,  W  =  0, 

les  dérivées  de  tous  les  ordres  de  x^  par  rapport  à  a,  seront  d*elles- 
mêmes  égales  de  part  et  d'autre  ;  de  sorte  que  la  démonstration  doit 
porter  seulement  sur  les  dérivées  de  t/i  par  rapport  à  a. 
Mais  les  dérivées  de  y^  par  rapport  à  a  se  déduisant  de  celles  de  y, 

par  rapport  à  la  même  variable,  en  y  remplaçant  v/  — 1  par  1,  tout  se 
réduira,  en  définitive,  à  établir  Tidentité  des  valeurs  de 

dy    £y  d^ 

tirées  séparément  des  deux  équations  proposées. 
Or 

da  "  dx  \^  dJ     r 

rfa»        dx^  V    ^  da^         )   ^  dx  rfa*  ^       '* 


Ces  équations  montrent  suffisamment  que  les  dérivées  de  y  par 
rapport  à  a  ne  dépendant  que  de  celles  de  y  par  rapport  à  x,  qui  sont 
supposées  égales  de  part  et  d'autre,  et  de  celles  de  ^  par  rapport  à  a,  qui 
sont  identiques,  seront  aussi  égales. 

On  pourrait  évidemment  substituer  à  la  relation  (p(a,  ^)  =  0' une 
équation  quelconque  entre  a,  ^,  a  et  ^'  :  mais  la  démonstration  à\x 
théorème  montre  même  qu'à  une  relation  commune  f  (a,  ^)  =  0,  on 
pourrait  substituer  deux  relations  différentes  ^(a,  P)  =  0,  x(*>P)^^ 
qui  donnassent  au  point  [x,  y]  les  mêmes  valeurs  pour 

dp    6Pp  rf^p 

di'  d?'"'"  d?' 


>y 
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Des  contacts  des  divers  ordres  des  conjuguées,  de  même  caracté- 
ristique^ de  deux  courbes  quelconques. 

177.  Le  Ihéorème  précédent  s'applique  de  lui-même  aux  conjuguées 
de  deux  courbes 

r{x,y)  =  0      et      /;(x,y)  =  0. 

qui  passent  en  un  point  réel  ou  imaginaire  commun  aux  deux  lieux. 
C'est-à-dire  que  si  deux  équations 

f{x,y)  =  0      et      f,{x,y)=S) 

ont  une  solution  commune  [x,  y\  et  qu'au  point  correspondant  les  n 
premières  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  aient  mêmes  valeurs  de  part 
et  d'autre,  les  conjuguées  des  deux  courbes,  dont  la  caractéristique 
serait  celle  du  point  [x,  y],  auront  en  ce  point  un  contact  de  Uordre  n. 
Car  la  condition  que  la  caractéristique  reste  constante,  fournira  une 
équation  ^'  =  ^C  parfaitementléquivalente  à  une  condition  (p  (a,  ^)  =  0. 

178.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  détermine,  au  moyen 
des  formules  usuelles,  les  coefficients  A,  B,  R  de  l'équation 

(x-A)«  +  (y-B)»  =  RS 

de  manière  que  celte  équation  admette  une  solution  réelle  ou  imagi- 
naire [x,  y],  d'une  équation  /"(ar,  y)  =  0,  et  fournisse  de  plus,  au  point 

correspondant,  pour  -p  et  -r^,  les  mêmes  valeurs  que  donnerait  l'é- 

dx       ax 

quation  /*(x,  y)=0  elle-même,  les  conjuguées  des  deux  lieux  auront  au 

point  [x,  y]  même  centre  et  même  rayon  de  courbure. 

La  recherche  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée 

d'une  courbe  quelconque  en  un  point  de  cette  conjuguée  reviendrait 

donc  à  la  recherche  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  de  la  conjuguée 

du  cercle  imaginaire  osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  proposée;  et  la 

question  des  courbures  des  courbes  imaginaires  serait  ramenée  à  celle 

des  courbures  des  conjuguées  du  lieu 

(x-A)«-f(y-B)«  =  K«/ 

C'est  en  effet  la  méthode  que  nous  avions  en  vue  d'abord  et  qui  nous  a 
servi  effectivement  à  déterminer  les  courbures  des  conjuguées  aux  points 
où  elles  touchent  l'enveloppe  réelle  ou  l'enveloppe  imaginaire,  mais 
elle  ne  présente  plus  d'avantages  lorsqu'il  s'agit  de  la  recherche  de  la 
courbure  d'une  conjuguée  quelconque  en  un  quelconque  de  ses  points, 
ou  du  moins  le  calcul  du  rayon  de  courbure  dans  ce  cas  général  n'est 
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ni  plus  simple  ni  plus  compliqué,  soit  qu'on  attaque  directement  la 
question  ou  qu'on  la  transforme  en  substituant  au  lieu  proposé  sou 
cercle  osculateur,  parce  que  ce  calcul  prend  pour  données  les  dérivées 
première  et  seconde  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse,  au  point 
considéré  et  que  ces  dérivées,  étant  supposées  données  numériquement, 
peu  importe  de  quelle  équation  elles  ont  été  déduites,  pourvu  qu'elles 
aient  les  mêmes  valeurs. 

La  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque, en  un  quelconque  de  ses  points,  s'applique  naturellement  en 
particulier  aux  points  oîi  la  conjuguée  touche  l'une  ou  l'autre  enve- 
loppe. Nous  pourrions  donc  passer  immédiatement  à  la  recherche  de 
cette  formule. 

Mais  nous  croyons  devoir  laisser  subsister  les  solutions  des  deux  ques- 
tions particulières,  ^  côté  de  celle  de  la  question  générale,  à  cause 
d'abord  de  la  différence  des  méthodes  et  en  second  lieu  de  la  simplicité 
des  premiers  résultats. 


De  la  courbure  d'une  conjuguée  en  un  point  où  elle  touche 

l'enveloppe  réelle. 

179.  Les  courbures  de  la  courbe  réelle  et  d'une  de  ses  conjuguées, 
aux  points  où  elles  sa  touchent,  sont  toujours  égales  et  opposées.  En 
effet,  quelle  qu'en  soit  la  cause,  le  fait  est  vrai,  comme  on  le  vérifiera 
aisément,  pour  le  cercle  et  ses  conjuguées.  Or  il  en  résulte  qu'il  est 
général  :  car  si  Ton  a  déterminé  le  cercle  osculateur  à  une  courbe  réelle 
en  un  de  ses  points,  la  conjuguée  de  ce  cercle  qui  passera  au  même 
point  y  aura  avec  la  conjuguée  de  la  courbe  en  question  un  contact  da 
second  ordre,  et  la  conjuguée  du  cercle  ayant  en  ce  point  une  courbure 
égale  et  opposée  à  celle  du  cercle,  la  conjuguée  de  la  courbe  aura  aussi 
au  même  point  une  courbure  égale  et  opposée  à  celle  de  cette  courbe. 


De  la  courbure  d'une  conjuguée  en  un  point  oie  elle  touche 

l'enveloppe  imaginaire. 

180.  Si  l'on  a  déterminé  le  cercle  imaginaire  osculateur  à  une  courbe 
/  {xy  y)  =  0  en  un  pdint  [x,  y]  pris  sur  l'enveloppe  imaginaire  des  con- 
juguées de  cette  courbe,  les  deux  enveloppes  seront  osculatrices  l'une  â 
l'autre,  en  ce  point,  et  les  conjuguées  qui  y  passeront  le  seront  aussi. 

La  recherche  de  la  courbure  d'une  conjuguée  en  un  point  où  eJJfi 
touche  Tenveloppe  imaginaire  revient  donc  à  celle  de  la  courbure  en  ce 
point  de  la  conjuguée  du  cercle  osculateur  qui  y  passe. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  obtenir  le  rayon  et  le  centre  de  courbure  d'une 
des  conjuguées  du  lieu 


ï 
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au  point  où  elle  toache  l'enveloppe  imaginaire  de  ce  lieu. 

Soient  en  conséquence  x  eiy  les  coordonnées  d'un  point  de  Tenve* 
loppe  des  conjuguées  du  cercle  imaginaire 

si  l'on  pose 

il  en  résultera 

m  (a  — û)«-.(p-a7-h(«-^)*-(^'-^?  =  ^-'-'* 

et 

[2]  («_a){p-a')  +  («'-é)(^'-6')  =r/, 

et,  pour  exprimer  que  le  point  [a?,  y]  appartient  à  l'enveloppe,  c'est-à- 

dy 
dire  que  -j-  est  réel  en  ce  point, 

Mais  ces  trois  équations  n'entreront  pas  dans  le  calcul  aux  mêmes 
titres  :  les  deux  premières  expriment  simplement  que  le  point 

appartient  au  lieu  considéré  ;  on  pourra  donc  les  difFérentier  une  et 
deux  fois  pour  passer  du  point  [x,  y]  aux  points  voisins  de  la  conjuguée 
qui  passe  en  ce  point;  tandis  que  l'équation  (3)  exprimant  en  outre  que 
le  point  [Xy  y]  appartient  à  l'enveloppe,  ne  convient  qu'au  point  de 
départ 

Ainsi  en  désignant  par  x^^  y^,  les  coordonnées  réalisées  d'un  point 
quelconque  de  la  conjuguée  qui  touche  l'enveloppe  imaginaire  au  . 

point  [x,  y],  on  pourra  poser  I 

X.  =  a  +  p, 

et  les  dérivées  de  y^  par  rapport  à  x^  résulteront  indirectement  des 
équations  dérivées  des  équations  (1)  et  (2)  et  d'une  condition  particulière 
qui  exprimera  que  le  point  [x^,  yj  se  déplace  sur  la  même  conjuguée. 
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On  aura  en  effet  pour  déterminer  ^  et  j^  les  formules 

rfa         d^' 
dy,  _  d%'  +  d^'  _  rf«  "^  "50" 


et 


do^       rf^'  do]      ^' 

rfa  ^                j  ^*        ^*  ' 

£?yj  doL        doL  doL            1 

rfr}                  (/a           '  dxi  doL  j    I    ^ 

Vrfg' "*"  rfg' A         <fa/  \rfa  "*"  e/«/<fa* 


( 


i   + 


Ainsi  il  ne  reste  qu'à  tirer,  en  fonction  de  a,  ^,  a'  et  ^',  les  valeurs 

de   -7-  »  -T-i  -T-f  TTi  -7^1  ôt  -TT,  au  moyen  d  abord  des  équations 
oot    doL   doL     doL*     dcr  aar 

différentielles  des  équations  (1)  et  (2)  et  de  la  condition  complémen- 

taire  ^  égale  constante. 
P 
Mais  on  peut  simplifier  le  calcul  en  se  servant  d'une  remarque  bonne 

à  consigner,  du  reste,  parce  qu'elle  pourra  être  souvent  utile. 

181.  Lorsqu'on  s'éloigne,  sur  une  conjuguée  quelconque,  du  point 
où  elle  touche  l'une  des  deux  enveloppes,  lë^  parties  imaginaires  des 
coordonnées  varient  seules,  lorsque  ce  point  appartient  à  l'enveloppe 
réelle,  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  ce  sont  les  parties  réelles  qui 

varient;  c'est-à-dire  que,  dans- le  premier  cas,  zz  ^^  jq    ^^^  P^^*^  ^^' 

ap        op 

mites  0,  tandis  que  *-r;^  a  pour  valeur  la  caractéristique  de  la  conjuguée, 

ou  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppe  réelle  au  point 

rfd       d^' 
considéré  ;  et  que,  dans  le  second  cas,  -;   et  7-  ont  pour  limites  0, 

aa        acL 

doL 

tandis  que  —  a  pour  valeur  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
l'enveloppe  imaginaire  au  point  considéré. 


T-T- 
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En  effet»  dans  le  premier  cas,  où  le  point  considéré  appartient  à 
Tenveloppe  réelle,  si  Ton  regarde  la  caractéristique  G  comme  une 
fonction  de  «  et  de  ^,  on  pourra  poser 

fie 

Or  la  dérivée  partielle  -=r-9  prise  en  un  point  de  l'enveloppe  réelle, 

dy 
est  toujours  identiquement  nulle  ;  car  si  ^  varie  seul,  pour  que  —,  qui 

peut  alors  se  mettre  sous  la  forme  —  .  — — ,  ait  la  valeur  G,  il 
faut  que  da=0,  et  que  d^'=:Gd^;  de  sorte  que 

^  +  '^^-  f:^  -  C' 

dC 
et  que  par  suite  la  dérivée  partielle  -^  est  identiquement  nulle  ;  d'un 

op 

autre  côté,  la  dérivée  partielle  y-  ne  se  trouve  nulle  qu'en  des  points 

•  da 

d^u 
singuliers  du  lieu,  sa  valeur  est  habituellement  donnée  par  celle  de  ^ 

prise  au  point  considéré  de  la  courbe  réelle. 
Dans  le  cas  donc  où  nous  raisonnons, 

dx* 

m 

pour  que  dC  soit  nul,  C'est-à-dire  pour  que  le  point  [x,  y]  soit  resté  sur 
la  même  conjuguée,  il  faut  donc  que  da.  soit  nul,  et  alors  dy,\  comme 
on  Ta  déjà  dit,  est  nul  aussi. 

Dans  le  second  cas,  où  le  point  considéré  appartient  à  l'enveloppe 
imaginaire,  il  sufQt  d'observer  que  si 


dx  =  d(i  +  d^  \/--ï 

du 
et  que  p  désigne  la  valeur  réelle  de  ^  au  point  considéré,  la  valeur 

de  dy  sera 


dy=pda  +  pd^\/—i, 

A  d^' 

de  sorte  que  ^  ayant  d'une  part  la  valeur  p,  et  devant  de  l'autre  être 


CHiFITRE  m. 

G,  la  conciliation  a'est  possible  qu'en  faisant  dp  et  i^'  nuls, 


I  que  p  ne  soit  égal  à  C,  ce  qui  n'arrive  qu'en  des  points  parti- 
de  l'enveloppe  imaginaire. 

Dans  le  cas  qui  noua  occupe,  du  cercle  imaginaire,  p  est  tou- 
illèrent de  G  ;  car  la  valeur  de  p,  au  point  M  de  l'enveloppe,  est 
Icient  angulaire  réel  de  la  tangente  à  cette  enveloppe,  en  ce 
andis  que  la  caractérislique  du  point  M  est  le  coefficient  angu- 
i  ON'.  Ainsi  dans  le  calcul  que  nous  nous  proposons  de  faire, 

-  devront  être  faiU  nuls. 

posé,  nous  pourrons,  pour  simpli&cr  les  calculs,  réduire  noire 
he  à  ce  qui  concerne  la  conjuguée  G  =  0;  cette  hypothèse  M 
le  pas  un  cas  particulier,  puisque  les  axes  sont  quelconques. 

ce  cas,  P'  restant  constamment  nul,  -77  sera  nul  aussi  et  les 


(/«' 


«  ^  M  ^»  ^«  , 


dtf,  rfot' 

dx,         da  ' 

rf'y,  _  d*a'        rfa'  d'^ 

dxl'       du*       d»  du' 

iqualions  (1)  et  (2)  différentiées  une  fois,  par  rapport  à  «.  e" 
;ompte  des  conditions 


-«+(•■-»); 


is  deux  relations  se  réduisent  à  une  seule 
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d^ 


a  —  a 

■"^ 1» 

a  —  0 


en  vertu  de  la  condition  (3) 


qui  se  réduit  ici  à 


a 
a 

—  a 

—  6~" 

a  —  a 

p- 

-û' 

a' —6 


V 


Les  mêmes  équations  (J)  et  (2)  différentiées  deux  fois,  par  rapport 
à  a,  en  tenant  compte  des  conditions 


dfi 


^'  =  0,      ^  =  0,     ^  =  0,     ^=0, 


dp' 

dOL 


da* 


donnent 


et 


rfa^ 


da^ 


on  en  tire 


rfV 


et 


"-4-+(S'] 

(et'  — 6)(a  — a)— Z>'(p  — a') 

-'■[•+(ï)i 


ou  bien 


(Pa' 


(Pd  ~  (a —6)  (a  — «)  —  b'  (P  — a')  ' 
_(«_a)[(«_a)«  +  («'-è)»] 


et 


rf«*       («'  —  èy  [(a  —  6)  (a  —  a)  —  6'  (P  —  aO] 


-6' [(«-a)' +  («'-*)»] 


Al  y 


rfa»  ~  (a'  —  bf  [(a  —  6)  (a  —  a)  —  b'  (^  —  a')] 

ou,  en  remplaçant  ^ — a'  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (3),  réduite  à 
X  — a_      p  — g' 


^ 


■ 
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et 


éPnl  _  —  [(«  — fl)«  +  (tt^— 6)'J 
rfa»  ■"  (a'  —  b)  [(a'  —  b)^  +  6'*] 

Jfi  —  y  [(«  „  fl)«  4.  («-  —  bf\ 

rfa*  ~  (a'  —  ô)  (a  —  a)  [(a'  —  ^)»  +  b^^] 


Il  en  résulte  d'abord 


<??  rfa'  é' [(a  —  a)«  +  (a' —  ô)«] 


'•vT    > 


(/a«   (/a        (a'_6/[(a'^^)«  +  6'«j] 


et,  par  suite. 


a 


t:—b 


et 


(g  —  aY  -f  (g-  -,  ^)« 
(a'— 6)*[(a'  — ^)«  +  6'«J 


[(«'  ^  A)  +  é'J. 


Cela  posé,  il  ne  reste  plus  qu'à  obtenir  a  —  a  et  oc'  —  b;  on  les  tirerait 
'  des  équalions  (l),  (2)  et  (3},- après  y  avoir  fait  p'  =  0  et  avoir  éliminé 
entre  elles  ^  —  a'. 
Mais  on  a  vu  plus  baut  que  ces  équations  donnent 


et 


(«  _  û)i  4-  (a'  —  by  =  r« 


Il  suffira  donc  de  faire  dans  celles-ci  ^'  =  0  et  d'y  renaplacer  p— fl 

a  — a 
par  — ô  -; — -. 

a  —  b 


On  en  tire  alors 


r 


et 


r 


(a  — a)  =  zi:-7v/r'*  — ôr 


En  substituant  dans  les  expressions  de  —  et  de  -7-^,  il  vient 


U 


et 


II. 


J 
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rf*y, >*  (r-^^^'\  —      ^ ^''' ^ ''^ 

Par  conséquent  le  rayon  de  courbure  cherché  serait 

^'8  (r»  +  r'*; 
cette  formule,  qui  se  réduit  à 

quand  9^=0,  redonne  bien  le  résultat  obtenu  précédemment  lorsqu'au 
lieu  d'un  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  il  s'agit  d'un  point  de  l'enve- 
loppe réelle. 

183.  Mais  il  est  impossible  d'admettre  concurremment  pour  R*  les 
deux  valeurs  qu'on  vient  de  trouver.  En  effet,  chaque  conjuguée  qui 
touche  l'enveloppe  la  louche  bien  en  deux  points,  mais  ce  ne  pourrait 
être,  en  tous  cas,  à  cette  circonstance  que  fût  due  l'ambiguïté  qui 
affecte  R',  puisque  la  conjuguée  ayant  pour  axe  de  symétrie  un  diamètre 
de  l'enveloppe  elle-même,  les  deux  points  de  contact  doivent  être 
symétriques  l'un  de  l'autre  et  la  conjuguée  doit  y  avoir  même  courbure. 

L'ambiguïté  du  double  signe  qui  se  trouve  .dans  la  valeur  de  R*  tient 
à  une  autre  cause.  Si  l'on  reprend  les  équations  (i),  (2),  (3)  : 

[l]  (a_a)t  _  (p_a7  +  (a-  ^)«  -  (?'-*')*  =  ^•*-^^ 

r2J  (a-a)  (p-o')  +  (a'-  ô)  {^'-V)  =  rr' 

et 


[3] 


a  —  a p  —  a'  ■ 


on  voit  que  les  deux  dernières  seules  établissent  de  certaines  dépen- 
dances entre  les  signes  des  quantités  a  —  a,  a  —  ô,  p  —  d  et  p' —  b'. 
Or  l'équation  (3)  montre  que  les  produits 

(a  — û)(^  — a')      et      («' —  6)  (p' —  6') 

sont  toujours  de  même  signe,  et  l'équation  (2)  ensuite  exige  qu'ils  aient 
le  signe  de  rr\ 


CBAPITRE  X[I. 


I  le  cas  donc  où  r  et  r'  auront  le  mËme  signe,  a'  —  A  et  ^'  —  b' 
t  aussi  être  de  même  signe,  et  par  conséquent  si  l'on  a  supposa 
fût  nul,  ce  qui  aura  réduit  p'—  6'  à  —  b',  bien  qu'on  ait  trouvé 
—  A  la  valeur 


rb' 


levra  prendre  que  la  valeur 


3t  r"  sont  de  signes  contraires,  «'  —  è  et  p'  —  b'  devant  être  aussi 
les  contraires,  on  devra  prendre  encore 


!  —  bne  doit  jamais  recevoir  que  la  seule  valeur 
résulte  que  R'  en  réalité  seiréduit  à 


=  (Ç^)'- 


.  Quant  au  centre  de  courbure,  il  se  trouve  naturellement  sur  la 
e  à  l'enveloppe,  mais  rien,  dans  ce  qui  précède,  ne  prouve  qu'il 
lire  plutôt  d'un  cAté  que  de  l'autre  du  point  de  contact, 
trancher  la  question,  il  faut  calculer  l'une  au  moins  des  coor- 
s  de  ce  centre.  Nous  allons  en  déterminer  l'y. 
lonnée  réalisée  du  centre  de  courbure  est 

..'-^ 
«•+    ^    ■ 

formules  précédentes  donnent 
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quant  à  y^  qui  se  réduit  à  J,  puisque  p'  est  nul,  sa  valeur  est  fournie 
par  l'équation 

qui  donne 

yi  =  «= — :p—' 

Cela  posé,  il  s'agit  de  savoir  si  le  centre  de  courbure  de  la  conjuguée 
du  cercle  imaginaire,  au  point  où  elle  touche  son  enveloppe,  est,  par 
rapport  à  ce  point,  du  môme  côté  que  le  centre  de  courbure  de  l'enve- 
loppe ou  du  côté  opposé  :  cela  se  réduit  à  savoir  si  les  différences  des 
ordonnées  du  point  de  l'enveloppe  et.  des  deux  centres,  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  si 

dx\ 
el 

sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Or  ces  différences  se  ré- 
duisent à 

_  Vjr'  +  r'^)  y(r^-f  r) 

r'  (r'  —  r)  r' 

dont  le  quotient  est 

de  sorte  que  selon  que  r*  —  t^  sera  positif  ou  négatif,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  conjuguée  sera,  par  rapport  au  point  où  elle  touche  l'enve- 
loppe, du  même  côté  que  le  centre  de  courbure  de  cette  enveloppe  ou 
du  côté  opposé. 

188.  Tous  les  calculs  qui  précèdent  se  rapportaient  à  la  conjuguée 
C = 0  du  cercle  imaginaire 


■ 

; 


mais  les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  ne  contenant  aucune  des 
constantes  a,  a',  i,  6',  qui  seules  pourraient  changer  lorsqu'on  change- 
rait les  axes,  ces  résultats  conviennent  à  une  conjuguée  quelconque-. 


CHAPITRE  XH. 


ilaire  de  l'eiiTeloppe  pouvait  permettre  de  présumer 
:  dans  les  résultais,  et  e'est  du  reste  ce  qui  a  engagé  à 


d'une  conjuguée  en  un  quelconque  de  ses  points. 

ait  bien  déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  courtiure 
C  d'un  lieu 

/■(x,ï)  =  0, 
its,  au  moyen  des  éléments  a,  b,  d,  h',  r,  r  du  cercle 
1,  en  ce  point, 
coordonnées  réelles  de  la  conjuguée  G  du  cercle 

v'^)'  +  (y  -  s  -  S' V^)'  -  ('•  +  r'  ~l~\)' 

'  le  système 

-  (?-«■)'  +  («'-6)'  -  (PC-èr  =  r^-r\ 

-  fl)  (fl  -  aj  +  (-■  -  h)  (^C  -  b-)  =  rr', 

d'obtenir  -^  et  -r^  au  moyen  de  -—,  -7-,  —  et-rr, 

[primer  d'autre  part  en  fonction  de  o,  «'  et  ^. 
:11e  solution,  capable  seulement  de  Tournir  les  valeurs 
résultats  dans  chaque  cas,  ne  saurait  conduire  à  la 
cune  loi. 

résoudre  la  question  générale  de  la  courbure  d'une 
quelconque  de  ses  points,  nous  avons  dû  la  généraliser 
tes  les  courbes  que  l'on  pourrait  déterminer  ù  partir 

du  lieu 

=  «.+  ?.  \^,     y  =  <  +  r.\^ 

nations  complémentaires  renfermées  dans 

S'— a' 

-î  =  constante  arbitraire. 

P  —  P» 

!Due  pour  une  valeur  quelconque  de  la  constante  se 
idre  le  cas  où  elle  aurait  la  valeur  ~,  c'est-à-dire  le  m 
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OÙ  le  point  mobile  [x,  y]  aurait  décrit  la  conjuguée  issue  du  point  de 
départ. 

187.  La  théorie  des  courbures  des  courbes  que  Ton  peut  tracer  d'un 
point  [x,  y]  d'un  lieu  f{x^y)=0  sur  la  portion  du  plan  recouverte  par 
les  conjuguées  de  ce  lieu  serait  analogue  à  celle  des  courbures  des 
sections  planes  qu'on  peut  obtenir  dans  une  surface  à  partir  d'un  point 
de  cette  surface.  Car  la  courbure  d'une«courbe  définie  par  une  condition 
complémentaire 


jointe  à  Téquation 


?  («,  P,  « ,  M  =  0, 


f{x,y)  =  0 


rfÔ' 
du  lieu  total,  ne  dépend  en  un  de  ses  points  [x^  y]  que  de  -^^  si  la 

op 

condition  9  donne  au  point  [x^  y] 

et  ne  dépend ,  dans  le  cas  contraire,  que  de  ^  et  de  ~. 

Dans  le  premier  cas,  la  courbure  de  la  courbe  ne  dépend  que  de  la 
direction  de  sa  première  tangente^  comme  la  courbure  d'une  section 
normale  ;  dans  le  second  elle  dépendrait  de  la  direction  de  sa  première 
tangente  et  d'une  quantité  analogue  à  l'inclinaison  du  plan  d'une  section 
oblique  sur  le  plan  de  la  section  normale  qui  a  même  trace  sur  le  plan 
tangent,  mais  nous  n'examinerons  que  le  premier  cas,  qui  seul  se  rap- 
porte à  l'objet  que  nous  nous  proposons. 

188.  Nous  désignerons  par  G  la  valeur  de  -^  le  long  du  chemin  con- 

ap 

sidéré.  Ce  rapport  ne  sera  autre  chose  que  la  caractéristique  constante 
de  celle  des  droites  du  faisceau  variable 

dx 

qui  sera  parallèle  à  l'élément  de  la  courbe,  issu  du  point  mobile  [x,  y]. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  les  calculs,  qu'on  ait  pris  Taxe 
des  X  parallèle  au  grand  axe  du  faisceau  des  éléments  du  lieu  au  point 
[^y  y]y  de  façon  que  l'équation  du  faisceau  des  droites  parallèles  à  ces 
éléments  soit  réduite  à  la  forme 

y  =  n\f^Xy 

n  étant  moindre  que  1. 

12 


t  CHAFIIH£  XII. 

A  directioQ  du  premier  élément  de  la  courbe  décrite  est  celle  de  U 
ile  représentée  dans  le  système  C  par  l'équation 

itrà-dire  de  la  droite 


/      ,        an-     \  «(C-n) 


lilTéreulielle  de  x  étant 

le  de  y  est 

/  =  rfa  +  d^V-^  =  « V— *  (*=  +  <^^ V— *)  =  — '«^  +  «*=  V— » . 

aorte  que  la  condition  que 

S-c 

ieot  à 


|ue,  par  suite,  dx  prend  la  forme 

.a  difl'érentielle  de  -^  s'exprime  donc  par 


faisceau  des  droites  parallèles  aux  éléments  du  lieu  au  poin' 
\-iix,  y  +  dy]  est  donc 
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^t  par  suite  le  second  élément  de  la  courbe  décrite  est  parallèle  à  la 
iroite 


.V  = 


pC — «^+îG-f-«/> 


da-f-«  + 


h 


gC-^np 


■) 


a       — 


pC — nq — qC — np 


doL — n  —  G 


X, 


qui  est  la  conjuguée  G  du  faisceau.  L'angle  de  contingence  df  est 
donc 


dç  = 


jÂ^—wi-\-qC+np  j_  ,  . C C 

C  "''  +  *  (n  +  G)«  -'^ 

r«(C-n)1« 


ou 


_  (;)C  —  ny)  (G*  +  2Cn  —  n')  +  (^C  +  np)  (G*  —  2Cn  —  n») 
^""  G[(n+Gf  +  n*(n  — G)«]  ' 


ou 


'_  /^  (C  +  «"^Cw  —  3Cn'  ^  n»)  +  <y  (C>  —  3C'n  —  3C»*  +  n^) 


ou  encore 


_  (p  +  y)  (G^  -  3Cn')  +  (p  -  y )  (3CVi  -  n«) 
^  ■"  C  [(n  +  C)«  +  ««  (n  —  C)«]  • 

D*un  autre  côté,  l'élément  de  chemin  réellement  parcouru  du  point 
U,  y]  au  point  [x  +  da?,  y  +  d'y]  est 


ds  =  y/{da  +  d^Y  +  ((/«'  +  dp7 


=^\/('+^)'+K'-0 

=  ^  V(«  +  C)'  +  «•  (n  -  C)', 
de  sorte  que  la  courbure  cherchée  est 

« 

d^  ^(p  +  y)(C'  — 3Cn')  +  (p~y)(3CVt--n») 
^  [(n+G)»+n»{n. 


G)»]î 


H 


189.  On  peuty  dans  cette  formule,  aux  constantes  peiq  substituer  les 
parties  r  et  r'  du  rayon  de  courbure  r  +  ^y^ —  4  au  point  [xy  y]. 
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formule  générale  àer  +  r'^J  —  1  est 


..■v=.=tiia:. 


le  devient 


.  +  ..^  =  _<L 


.»■). 


nme  n*  est  moindre  que  1,  on  en  tire 

résulte  pour  le  rayon  de  courbure  R  la  nouvelle  valeur 

r(«+C)'  +  n'(n-CnS ^  +  r' 

L  !_„•  J    (r_r')(C'-3Cn')  +  (r+r')(3CVi— «'!' 

0.  On  peut  aussi  iutroduire  dans  la  formule,  au  lieu  de  lan-   | 
)  C,  la  tangente  a  de  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  tracie, 
tint  [x,  ^],  fait  avec  le  grand  axe  du  faisceau  des  éléments  du  ieu 
<  point,  grand  axe  qui  est  actuellement  parallèle  à  l'axe  des  x 
substitution  présente  plusieurs  avantages  évidents, 
valeur  de  a  est  fournie  par  la  formule 


--  i.+# 

.^.          c+„ 

l'on  déduit 

c -"<»+«', 

„  +  C  =  i^„     et 

n       C             «"  +  <= 

substitution  donne 

„    {'+"•• 

1              2„>(r'  +  r'') 

î-3naV- 
1.  On  peut  vérifier  sur  cette  formule  celle  que  nous  avons  donnce 
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plus  hauty  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  au  point  où  elle 
touche  l'une  des  enveloppes.  Cette  formule  était 

r'  +  r'^ 

du 
Or  en  un  point  de  Tune  des  deux  enveloppes  n  est  nul,  puisque  —  est 

réel;  d'un  autre  côté,  si  la  tangente  à  Tenveloppe  a  été  prise  pour  axe 

du  ' 

des  or,  ^  est  nul,  par  conséquent 

rfa  +  #  y—  * 

ce  qui  exige  que  cU  et  d^'  soient  nuls,  d'oii  il  résulte  que  G  est  nul 
%ussi  et  par  suite  a,  qui  du  reste  doit  être  préalablement  remplacé 
par  n,  comme  on  le  verrait  aisément  dans  les  formules  posées  plus 
haut.  • 

La  substitution  donne  immédiatement 

r  —  r'  ' 
19SI.  Les  valeurs  remarquables  du  rayon  de  courbure 

2n»  (r*  +  r'*) 


^  =  (t37«)*;;^ 


V  +  3a'wr'  —  3anV  —  nV 
^nt,  pour  a  =  0, 

H  — r, 


et,  pour  a  =  oS , 


/(i  — n*)l 


2n»  (r*  +  r") 

"•  = r 

r(l— n»)î 


La  loi  de  variation  des  autres  valeurs  de  R  dépend  essentiellement  de  la 
marche  de  la  fonction 


8^' 


aV  +  3a*nr  —  3anV  —  nV 

considérée  comme  dépendante  de  a,  puisque  n,  r  et  r'  sont  constants 
en  un  même  point  [x,  y]  ;  il  sera  donc  intéressant  d'étudier  l'équation 

aV  -f-  Sahtr'  —  3flnV  —  nV  =  0. 


chapithï  xei. 

L  d'abord  la  réduire  à 

m"  +  3*«»  —  3«  —  A  =  0, 

r*  a 

nt  -  ^  A  et  prenant  pour  variable  -au  lieu  de  a. 

m  fait  ensuite  disparaître  le  second  terme  en  posant 

u  =  (—k, 

ient 

(>  _  3  (A»  +  <  )  (  -1-  2A  {ft'  +  1)  =  0. 

;tion  ^  +^<)fis  coefficients  de  cette  équaUon  est 

*'(f+i)--(*'+i)'=-('*+i)'- 

îs  trois  racines  sont  toujours  réelles, 
obtenir  ces  trois  racines  sous  leur  forme  trigonométriqoe. 
ser       • 

ion  devient  alors 

Le  que  l'angle  à  diviser  en  trois  parties  égales  est  celui  dont  b  , 
te  est  k.  I 

mination  des  intermédiaires  donne  pour  a  les  trois  valeurs 


^(.a 


arc  tang  - 


2ii  -f  arc  tang  - 


(    J7+?       *'^  +  «"=tang^        A 
a  =  n  \2        J      sin I 


.  Pour  déduire  de  la  formule 


=G4^^ 


-f  Sa'nr'  —  3anh-  —  n' 


DE  LA   COURBURE   DES   COURBES   IMAGINAIRES.  483 

celle  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quelconque  C  en  un  quel- 
conque de  ses  points  [x^  y],  les  axes  étant  d'ailleurs  quelconques,  il  n'y 
aura  qu'à  substituer  h  x  et  ha  leurs  valeurs  qu'il  sera  facile  d'obtenir 
de  la  manière  suivante. 

En  premier  lieu,  »  y — I  est  la  racine  moindre  que  1,  en  valeur  ab- 
solne,   de  Féquation  qui  donne  la  tangente  de  la  partie  imaginaire 

^5»  V  —  ^  de  l'angle  avec  Taxe  des  x  du  faisceau  des  tangentes  à  la  courbe 
au  point  [x,  y]. 
Ainsi,  si  au  point  [x^  y] 

|  =  «,,  +  „.v/Zl, 

on  tirera  n  de  l'équation  connue 

n,n'  —  (m\  -j-  n\  -^  \)  n  -{-  n^  =  0^ 
qui  donne 

on  prendra  donc  pour  n  la  valeur 


m] 
n  = 


^n^ 


puisque  c'est  la  plus  petite. 

Quant  à  a,  c'est  la  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  à  la  conju- 
pée  fait  avec  le  grand  axe  du  faisceau  des  tangentes  à  la  courbe  au 
point  [x,  y]. 

Or  la  tangente  à  la  conjuguée  a  pour  coefficient  angulaire 

2n* 
tang  Y  =  wi,  +  n,  +  * 


1n^  —  n^  —  C  ' 

d'un  autre  côté,  la  tangente  de  l'angle  9  que  le  grand  axe  du  faisceau 
des  tangentes  à  la  courbe,  au  point  [x,  y],  fait  avec  l'axe  des  x  serait 
donnée  par  l'équation 

m^  tang'cp  —  (mj  +  ^î  ~  ^)  tangç  —  m^  =  0; 
mais  on  ne  devrait  prendre  que  celle  des  racines  de  cette  équation  qui 
conjointement  avec  n  ou  — 7== —  satisferait  à  l'une  des  conditions 
renfermées  dans 


tongç  +  tang^-V-A_^_^„^^C:j^ 


i  —  tang  ({^tang  ^  yj — \ 
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ixemple  à  la  condition 

ang ç  =  m,  —  n, \—i  tang  f  tang  (<('  >/ — l)  =:  m,  -}- nti, tang ^. 

raodra  donc  mieux  poser  tout  de  suite 


tangos 


1  — n 


g  angles  y  ^t  ip  étant  ainsi  connus,  la  valeur  de  a  s'en  déduira  par 
l'Ululé 

a  =  U^g  (t  —  î). 


Développées. 

'4.  La  théorie  des  développées  des  câurbes  imaginaires  résulterait 
lifficultés  de  ce  qui  précède,  mais  elle  est  trop  étrangère  au  but  Suai 
t  ouvrage  pour  que  je  m'y  arrête. 

me  bornerai  k  signaler  une  relation  remarquable  entre  les  déve- 
:es  des  deux  enveloppes.  On  possède  si  peu  de  théorèmes  généraux 
I  théorie  des  courbes  que  je  ne  crois  pas  devoir  passer  celui-ci  som 
se  :  La  développée  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguée»  (f km 
e  est  Fenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  de  celtt 
e,  et  réciproquemeot,  puisque  les  deux  enveloppes  sont  récipro- 
En  effet,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppe  ima- 
re  en  un  quelconque  de  ses  points  étant  réel,  celui  de  la  normale 
aussi;  d'ailleurs  x  ei  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de 
3loppe,  chacune  des  équations 


'-'-(Mr'' 


isente  une  seule  droite,  la  première  réellement  tangente  à  l'eDve- 
!  imaginaire  et  la  seconde  effectivement  normale,  de  sorte  que  li 
oppée  de  l'enveloppe  imaginaire  est  l'enveloppe  de  la  droite  unique 
isentée  par  l'équation 


'-'^-wr:'- 
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mais,  d'un  autre  côté,  la  déyeloppée  de  la  courbe  réelle  étant  renye- 
loppe  de  la  droite  représentée  par  l'équation 


\dx) 


lorsque  x  ety  sont  réels,  il  en  résulte  que,  quel  que  soit  le  point  du  lieu 
dont  X  et  y  soient  les  coordonnées,  le  faisceau 


m 


est  toujours  tangent  au  lieu  représenté  par  l'équation  de  la  dévelop- 
pée*; et  enfin  si  le  point  [x^  y]  appartient  à  l'enveloppe  imaginaire, 

du 

--r  étant  réel,  la  droite 

dx 


est  effectivement  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la 
courbe  qu'elle  enveloppe,  lorsqu'elle  est  réelle,  c'est-à-dire  de  la  déve- 
loppée de  la  courbe  réelle  proposée. 

On  vérifie  aisément  cette  proposition  sur  l'hyperbole  et  T  enveloppe 
imaginaire  de  ses  conjuguées. 

En  effet  l'équation  de  la  développée  de  l'hyperbole 


est 


et  par  conséquent  celle  de  l'hyperbole 
est 


CHAPITRE  XII. 


îles  sont  chacune  renveloppe  imaginaire  des  conjnpiÉf! 
>it  en  être  de  mfime  de  leurs  développées, 
it  angulaire 


SI 


la  développée  de  la  première  hyperbole  est  réelle  laa 
r  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  ont  la  forme 

ippartiennent  à  la  développée  de  la  seconde  hyperbole 


CHAPITRE  Xlll 
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Z)e  la  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire. 


i9S,  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  z  par  rapport  à  x 

et  à  y,  —  et  -T-  étant  réelles  en  un  point  quelconque  de  l'enveloppe 

imaginaire  des  conjuguées  d'une  surface,  nous  les  désignerons,  suivant 
Vusage,  par  p  et  q.  Quant  aux  dérivées  secondes, 

d}z         (Pz  cPz 

dj^  '     dx  dy  dy^  ' 

comme  elles  seront  généralement  imaginaires^  nous  les  représenterons 
respectivement  par 


r  +  r'v/Hl,     s  +  ^\f^    et    t  +  f\P^. 
La  substitution  simultanée  de 

x'+a+ô^/Z7,     ^J^a'^b'yf^     et     s' -f.  a"  +  6"  \PÎ 
à  X,  y  et  z  dans  une  équation 

n'altère  en  rien  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  a?  et  à  y,  aux  points 
représentés  par  les  solutions  correspondantes  des  deux  équations;  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu 

f{^jy,  z)  =  0 

rapporté  h  certains  plans  coordonnés,  coïncide  donc  avec  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 


f{x  +  a+b  yf^,     y  +  a'  +  *'  y/^,     ^  +  «"  +  *"  \/^  =  0 


CHAPITRE  sur. 

trté  aux  plans  parallèles  aux  anciens  plans  coordonnés  représenté: 
l'andea  système  par  les  équations 

x  =  a  +  b,      y  =  tf  +  6',       2  =  a"  +  ô". 

si  nous  pontTons  supposer  que  la  point  considéré  de  l'enveloppe 

.evenu  l'origine  des  coordonnées. 

lis  pourrons  en  outre  supposer  qu'on  ait  pris  pour  plan  des  ry  le 

tangent  réel  à  l'enveloppe,  en  ce  point,  et  pour  axe  des  :  la  nor- 

réelle  k  cette  même  enveloppe  au  même  point. 

t  g  seront  alors  nuls. 

z  d'un  point  du  lieu,  infiniment  voisin  de  l'origine,  se  tirerait  de 

ttion  de  ce  lieu  où  l'on  aurait  fait 

x  =  da+  dPsI—i       et      y  =  da+d^'<,l^i. 

'on  veut  que  ce  point  appartienne  à  l'enveloppe  imaginaire  de> 
guées,  il  faudra  que 


(s  + .'  nCï)  (*,  +  df.  >CT)  +  (1  +  f  v'^  (<(.■  +  #■  ^^1) 

réels,  c'est-à-dire  que 

rrf^  +  Krf*  +  sd^'  +  «'<*»'  =  0 

srfp  -f-  j-rfa  +  rrf^'  -I-  fdtt'  =  0. 
I  suppose  que  da,  d^,  éi  et  d^'  satisfassent  à  ces  deux  conditions, 

Qt 

:  (&  +  dp  V— *.     .V  =  <fo'  +  dp'  \1~\,     I  =  d«*  +  dp'v'^ 

iendra  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées. 

)OÎnt  se  trouvera  sur  celui  des  plans  représentés  par  l'équation 

rfa  +  dp  ^—  1 
BS  caractéristiques  satisferaient  à  la  condition 
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£  — ^ 

Pour  que  ce  plan  fût  réel,  il  faudrait  que  :r-  et  -|-  fussent  égaux. 

da        dp 

Si  Ton  introduit  cette  condition  et  que  m  soit  la  valeur  commune  des 
deux  rapports,  les  équations 

da  =  mdoL      et      rf^'  =  Ynd^ 

jointes  aux  précédentes,  donneront 

{r  -\-  ms)  d^  +  {t^  +  msf)  da  =  0 
et 

{s  +  mt)  d^  +  {$'  4-  mf)  du  =  0. 

Ainsi  le  coefficient  angulaire  d'un  plan  réel,  passant  par  Taxe  des  z  et 
contenant  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  infiniment  voisin  de 
l'oTig^e,  serait  racine  de  l'équation 

r  -(-  W5       /  +  ^ 
s  -\-  mt       s'  -f-  mif 
ou 

^sf  —  ts)  m«  +  {rf  —  rf)  m  +  (r«'  —  sr')  =  0. 

Il  n*y  aura  donc  généralement  que  deux  pareils  plans,  et  encore  pour- 
ront-ils  manquer,  lorsque  l'équation  précédente  aura  ses  racines 
imaginaires. 

Supposons  que  «h,  c{^,  da!  et  dJ^'  soient  simplement  assujettis  aux 
deux  conditions 

rrfp  +  rd%  4-  ^d^'  -|-  it'da'  =  0 
et 

srfp  +  s'rfa -{- ^dp' +  Ma' =  0, 

d^ 
de  sorte  que  -^  restera  arbitraire  :  ces  équations  donnent 

__  {rt  —  S8')  d^  +  [r^i—  ^)  doL 
^  ""  t^  —  st 


et 


(5*  —  rt)  rfô  4-  (5s'  —  tr')  doL 
^«= W^ITT? * 


d'où 


CHAPITHE.  XIII. 

nsj — i  U  valeur  de  ce  rapport  correspondant  à  une  valeuri 
Qglet  de  plans 

y  =  (m  +  «  ^f^  X 

a  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  inâniment  voi^  de 
jt  ce  point  se  trouvera  d'ailleurs  dans  celui  de  ces  plans  dont 
ïaractéristiques  G  et  C  satisferont  à  la  condition 


)ns  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  l'enveloppe 
3  par  le  plan  déterminé  comme  il  vient  d'être  dit,  parmi  leî 
iposant  l'onglet 

l  le  cercle  de  courbure  de  cette  section,  rapporté  à  l'axe  de^; 
et  à  la  trace  Qi!  du  plan  sécant  sur  le  plan  des 
;cy,' soient  d'ailleurs  M  un  point  de  l'enveloppe 
infiniment  voisin  du  point  0,  OP  et  OQses 
coordonnées  z  et  x',  l'équation  du  cercle  oscu- 
lateur  sera 

d'Où 


lière  équation  donne  pour  z  =  0  et  :(.''= 0 


du  cercle  est  donc 
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d'où 

1  _  ^  __v20P 

il  ne  reste  qu'à  calculer  OP  ou  rfa"  -j-  d^'\  d'une  part,  et  OQ    ou 
(d«+  rf^)»  +  (dot'-l-  d^y  +  2((fa  +  rfp)  (dot'  +  d^')  cos  6,  6  désignant 
l'angle  yOor,  s'il  n*èst  pas  droit. 
Or  daf  et  d^^  résulteraient  de  Téquation 

4.  {14.  C  yCl)  (rf«'4.  rfp' V^)«; 

d'un  autre  côté,  d^'  et  cb'  se  tireraient  des  équations 

rd^  +  r^d<t  +  sd^'  +  s'doi  =  0 
et 

sd^  4-  s'rfa  +  td^'  +  ^da'  =  0  ; 

qaant  à  -t-,  qui  reste  arbitraire,  il  déternïinerait,  comme  on  l'a  vu 

da  ^  ' 

plus  haut,  la  direction  du  plan  sécant  normal. 

Mais  il  convient,  pour  achever  le  calcul,  d'en  simplifier  les  éléments 
par  un  choix  convenable  du  système  des  axes  des.  x  et  des  y,  dans  le 
plan  tangent  à  l'origine. 

L'équation 

('•  +  r'v^  ^  +  2  (s  +  s'  v^^)  xy'\-{t+f  y/^  f  =  h 

est  celle  de  la  section  de  la  surface  proposée  par  le  plan  z  =  A.  Cette 
:^tion  restera  toujours  la  même  quel  que  soit  le  système  d'axes  auquel 
elle  soit  rapportée,  mais  son  équation  pourra  être  simplifiée. 

idfli.  Si  l'on  suppose  les  axes  primitifs  rectangulaires,  comme  on 
veut  conserver  la  môme  origuie,  les  formules  de  transformation  seront 

X  =  a/  cos  a  +  y'  cos  a 
et 

y  =  a;'  sin  a  +  y'  sin  «'  ; 


si  d'ailleurs  on  a  divisé  tous  les  termes  de  Téquation  par  (s  +  s' yj — j), 
celte  équation  aura  pris  la  forme 

(a  +  ol  v^IÎ)  y*+  2xy  +  (c  +  c'  sl~i)  x*  =  h\ 


j 


GHAPITBE   XUl. 

tîtution  la  changera  en 


T^jços'a' 


+Î8i 


+I«ina'coaa 

lire  disparaître  le  terme  en  xy  il  faudrait  poser 

dtangtt  tang«'+  c  +  tanga  +  tanga' =  0 

a'  lang  a  tang  «'  -|-  c*  ^  0 
tang  «  tang  o  = -. 


tang  «  +  tang  *'  =  — ^ — ; 
nations  donnent  pour  tang  a  et  tang  >'  les  valeurs 


tang»  1  _  flc*  —  ca'  ±  >J{a<f  — -  ca*)*  +  \a'c' 
tanga')"  20" 

'ansformation  pourra  se  faire  lorsque  ces  valeurs  seront  réellf^ 
aies,  et  dans  ce  cas  l'équation  pourra  fitre  réduite  à  la  forme 

(a  +  a-  vCTi)  j.  +  (c+f  vC:T)  i-  =  *■ 

S  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour  tang  a  et  tang  a'  étaienl 
ou  imaginaires,  on  ne  pourrait  plus  faire  disparaître  le  terme 
mais  comme  alors  d  ai<l  seraient  de  signes  contraires,  on  pour- 
re  disparaître  les  parties  imaginaires  des  coefficients  de  x*  et  de  ^■ 
rait  en  effet  pour  cela  de  poser 


lang 
tang 


:\--\R- 


ion  du  lieu  deviendrait  alors 

ay»  +  2  {ft  +  ô'  \dl)  xy  +  c^  =  A . 
I  cas  particulier  où  les  valeurs  de  tang  «  et  de  tang  a' 


tanga  1  j_  ac'  —  ca'  -f-  \/(ac'  —  00*)*  +  4a'c' 
tang  a')  ia' 
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seraient  égales,  la  transformation  ppécédente  ferait  disparaître  l'un  des 
carrés  et  l'équation  se  réduirait  à 

2  (é  +  A'  v^)  *y  +  cof  =  h\ 

En  effet  les  coefficients  de  y*  et  de  a^,  réduits  par  cette  transfor- 
mation à 

a  sin*  a  +  2  sin  a  cos  a  +  c  cos"  a 
et 

a  sin*  a  -|-  2  sin  a  cos  a  +  cos'  a, 


prendraient,  en  y  remplaçant  tang  a'  par  +  1/ ?  ®^  ^^^^  *  P^ 


-v' 


\/-'î" 


;,  les  valeurs 

a 


et 


c'est-à-dire  soit 


-'■J-V-Ï+'' 


(Ta' —  flc' 4- 2  v/— a  V       ,      cd —  ad  —  "Isi-^dd 

L et      ; , 

a  a 

si  d  était  positif;  soit 

cd  —  ad  —  %sl—dd       ,     ca'  — ac'  +  2\/-^aV 

; et     ^ , 

d  d 

si  a'  était  négatif. 
L'une  de  ces  quantités  sera  toujours  nulle  dès  que  l'on  supposera 

[(xd  —  cd)^  +  kdd  =  0. 

Ainsi  on  pourra  toujours  faire  disparaître  soit  <  et  s',  soit  r'  et  t^ 
soit  r  et  r^. 

197.  Supposons  d'abord  qu'on  ait  pu  réduire  à  zéro  la  dérivée 

seconde  de  z  par  rapport  à  x  et  à  ^,  c'est-à-dire  s  +  *'  V — 1)  les  con- 
ditions pour  que  le  point  de  la  surface  correspondant  à 

X  =  rfa  +  rf^  V^    et     y  =  rfa'  -f  d^  yCIT 
appartienne  à  l'enveloppe  imaginaire,  deviendront 

13 


CHAPITRE    Xlll. 


((/p'  -(-  ('(fa'  =  0  ; 
Iles  dooneront 

da r       .     ^'^' ' 

rfp~~P     ^      ^~~?' 

jant  à  ~,  qui  restera  arbitraire,  nous  le  représenterons  par  K. 
L'équation  de  l'onglet  de  plans  mené  par  l'ase  des  z,  qui  contiendn 
point  correspondant  à  a;  =  d«  +  dflv — *)  et  y  =  rfot'  +  rfp'v  —  *  **" 

y  =  (w  +  «V-l)j=^     \    l^        X 
do.  -f  (/{l  v*—  1 

K  sera  le  rapport  des  caractéristiques  C  et  C  de  celui  de  ces  plans  qiii 
ntieodra  le  point  en  question. 
Cela  posé  on  aura 

2rf«"  =  r  (&»  —  rfp")  —  aKrfarfp  +(((&■•—  rfp'')  —  2/rfa'(^' 


2<ip"  =  SnfWp  +  i'  (((«•  —  <(p')  +  aiAWp'  +  C  (<&•■ 


=  -rWp 


-71- -'#'-7;-. 


>ii 


In  autre  c6té,0Q  ou 

(d,  +  rfp)'  +  (i*.'  +<ip7  +!(^+  if)  {dJ  +  df)  cos  0 
a  représenté  par 

rayon  de  courbure  cherché  sera  donc 


T^.^^ 
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198.  Dans  le  cas  qu'on  vient  d'examiner,  les  nouveaux  plans  des  xz 
et  des  yz  seront  précisément  les  plans  normaux  réels  capables  de  con- 
tenir un  élément  de  Tenveloppe  imaginaire.  En  effet  sets'  ayant  été 
réduits  à  zéro,  l'équation  propre  à  déterminer  ces  plans  sera  devenue 

(r7  —  rO  m  =  0, 
qui  donne  wi  =  0  et  w  =  » .  Considérons  l'un  d'eux 

par  exemple, 
a  et  p'  étant  nuls,  l'équation 

td^'  +  t^da  =  0 

sera  satisfaite  d'elle-même.  Mais  da  et  d^  devront  toujours  satisfaire  à 
la  condition 

rrffi  -f-rWa  =  0; 

2(dot''  4"  #")  se  réduira  dans  ce  cas  à 
et  OQ'  à 


r' 


par  conséquent  le  rayon  de  courbure  sera 


r 


On  trouverait  de  même  pour  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite 
par  le  plan  a:  =  0 

• 

Ces  formules  ne  sont  qu'une  conséquence  de  celle  qu'on  a  trouvée 
au  n**  175  pour  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  imaginaire  des  con- 
juguées d'un  lieu  plan.  En  effet  le  plan  y  =  0  par  exemple  étant  réel, 
et  le  plan  tangent  à  l'enveloppe  imaginaire  au  point 

ayant  d'ailleurs  ses  coefficients  angulaires  réels,  l'intersection  de  ces 
deux  plans  a  aussi  son  coefficient  angulaire  réel,  de  sorte  que  le  point 


CHAPITRE  Xlll. 


,  ainsi  que  l'origine  à  l'envelofipe  imai^inaire  des  conjugua» 
ion  faite  dans  la  surrace  considérée  par  le  plan  ^  =  0;  mai^ 
n  analytique  du  rayon  de  courbure  de  celte  section  ï  l'on- 
t 


r  +  rV-l  '■'  +  '•-      ' 

doDC  trouver,  pour  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  de: 
-S  de  la  section,  à  l'origine,  ou  pour  le  rayon  de  courbure  de 
de  l'enveloppe  imaginaire,  la  valeur 


r'  +  r-- 

nés  plans  réels  dont  îl  vient  d'Être  question  présentent  UDe 
té  remarquable:  leurs  traces  sur  le  plan  des  xy  sont  deun 
conjugués  de  l'indicatrice  de  l'enveloppe,  en  sorte  que  lo 
fournies  par  les  expressions  très-simples  qu'on  vient  d'ob- 
lections  de  t'enveloppe  qu'ils  contiennent,  détermineut  en- 
la  courbure  de  cette  enveloppe. 

pour  cela  de  prouver  que  les  nouveaux  axes  des  x  et  des  y 
tangentes  conjuguées  de  l'enveloppe,  ou  que  le  plan  tangfiil 
)pe  en  un  point  de  cetlo-  enveloppe  situé  à  une  distance 
petite  de  l'origine,  dans  le  plan  des  xz  par  exemple,  coupe  le 
'  suivant  l'axe  des  y. 
ition  de  ce  plan  tangent  est 

,ant  d'ailleurs  liés  entre  eux  par  la  condition  trouvée  piu^ 
(rrfp  +  r-rfor)  =  0. 

m,  par  suite  m6me  de  cette  condition,  a  ses  coefQcieDL- 
réels  et  par  conséquent  son  équation  ne  représente  qu'un 
arallèle  à 

Z  =  (rrfot  — r'rfp)X 

I  parallèle  à  l'axe  des  y. 

l'avait  pu  faire  disparaître  que  r'  et  i*  ou  r  et  r',  des  calcul' 
lux  précédents  feraient  aisément  connaître  la  courbure  d'une 
maie  quelconque  de  l'enveloppe,  mais  comme  il  n'existera' 
ns  normaux  réels  pouvant  contenir  un  élément  de  cette  eo- 
dernier  théorème  qu'on  vient  d'établir  n'aurait  plus  d'aoalo- 
1  moins,  pour  en  retrouver  les  analogues,  il  faudrait  recourir 
isformation  imaginaire  de  coordonnées  qu'on  peut  juger 


■  j  1  -  ;  w- 
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superflue,  puisque  la  question  peut  être  résolue  d'autre  manière  et  dont, 
en  tout  cas,  la  théorie  ne  serait  pas  ici  à  sa  place. 


De  la  courbure  d'une  conjuguée  en  un  des  points  où  elle  touche 

Fenveloppe  réelle. 


199.  Les  conjuguées  d'une  surface  réelle  la  touchent  suivant  les 
courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  à  cette  surface  parallèle- 
ment aux  directions  de  leurs  cordes  réelles  ;  de  sorte  que  chaque  con- 
juguée contient  une  courbe  tracée  sur  la  surface  réelle. 

Le  plan  osculateur  à  cette  courbe  en  l'un  de  ses  points  coupe  la  sur- 
face réelle  et  la  conjuguée  suivant  deux  courbes  ayant  même  courbure 
au  point  considéré  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  de  MeusniBr,  tout 
plan  mené  par  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces^  et 
notamment  le  plan  normal  commun  aux  deux  surfaces,  mené  par  cette 
tangente,  les  coupe  suivant  deux  courbes  ayant  môme  courbure  au 
point  considéré. 

D'un  autre  côté,  tout  plan  réel  mené  par  la  corde  réelle  de  la  conju- 
guée qui  passe  au  point  considéré  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux 
courbes  conjuguées  l'une  de  l'autre  et  qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au 
nM79,ont  leurs  courbures  égales  et  opposées.  Les  sections  faites  dans 
les  deux  surfaces  par  leur  plan  normal  commun,  mené  par  la  corde 
réelle  considérée,  entre  autres,  ont  leurs  courbures  égales  et  opposées. 

Ainsi  la  surface  réelle  et  sa  conjuguée,  en  un  quelconque  des  points 
de  leur  courbe  de  contact,  fournissent,  dans  deux  plans  normaux  diffé- 
rents, des  sections  de  même  courbure,  de  même  sens  dans  Tun  des  deux 
et  de  sens  contraires  dans  l'autre. 

Mais  il  y  a  plus  :  les  plans  tangents  communs  aux  deux  surfaces  en 
tous  les  points  de  leur  courbe  de  contact  étant  parallèles  aux  cordes 
réelles  de  la  conjuguée,  Tinterseclion  de  deux  de  ces  plans  tangents, 
infiniment  voisins,  est  la  corde  réelle  de  la  conjuguée  qui  passe  au  point 
de  contact  de  celui  des  deux  qu'on  considère  comme  fixe,  c'est-à-dire 
que  la  corde  réelle  de  la  conjuguée  qui  passe  par  un  des  points  de  la 
courbe  de  contact  et  la  tangente  à  cette  courbe  de  contact  au  même 
point  sont  deux  tangentes  conjuguées  soit  de  la  surface  réelle,  soit  de  sa 
conjuguée,  ou  encore,  sont  deux  diamètres  conjugués  communs  aux 
indicatrices  des  deux  surfaces  au  point  considéré. 

Les  courbures  des  sections  normales  menées  par  ces  diamètres  con- 
jugués communs  étant  d'ailleurs  égales  et  de  même  sens  dans  l'une, 
égales  et  de  sens  contraires  dans  Tautre,  il  en  résulte  que  les  deux  indi- 
catrices sont  deux  coniques  conjuguées,  la  direction  des  cordes  réelles 
de  l'indicatrice  de  la  conjuguée  coïncidant  d'ailleurs  avec  celle  des  cordes 
réelles  de  cette  conjuguée. 
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les  conjuguées  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles  au  plan 
une  surface  en  un  de  ses  points  touchent  cette  surface  en  ce 
I  conclut  donc  immédiatement  du  théorème  précédent  que  le^ 
es  des  conjuguées  d'une  même  surface  qui  la  touchent  en  ua 
iut  sont  les  conjuguées  de  l'indicatrice  de  la  surface  réelle  en 
point,  les  cordes  réelles  de  chaque  indicatrice  conjuguée  étaal 
parallèles  aux  coides  réelles  de  la  surface  conjuguée  cor- 
ite. 


'a  courbure  d'une  conjuguée  au  point  où  elle  touche 
lenveloppe  imaginaire. 

i  l'on  prend  pour  axe  des  2  la  parallèle  aux  cordes  réelles  de  la 
e,  qui  passe  par  le  point  où  elle  touche  l'enveloppe  imaginaire 
lan  des  xy  le  plan  réel  tangent  en  ce  même  point  à  l'enTe- 
]ualion  de  la  surface  sera 


V-l)  =  :  (r  +  r-  V-  0  *»  +  (»  +  »'  \  ^  XJ/+  (l-K  \l- 


)y»  +  ... 


irs  pour  lui  faire  représenter  la  conjuguée,  il  De  faudra 
à  .r  et  à  y  que  des  valeurs  réelles. 

changeait  les  directions  des  axes  des  x  et  des  y  dans  le  plan 
,  r',  s,  s',  f  et  C  varieraient  en  même  temps  ;  pour  avoir  leuri 
valeurs  il  n'y  aurait  qu'à  etTectuer  la  transformatioa  relative- 
lieu 

,^  ^)  a^^.  2  (.  +  y  v^)  a:y  +  ((  +  C  \CD  y»  =  0. 

ransformation  étant  très-aisée  k  faire,  il  nous  suffira,  pour 
s  courbures  à  l'origine  des  sections  faites  dans  la  conjuguée 
es  plans  menés  par  l'axe  des  z,  de  rechercher  celle  de  la  section 
lu  des  x=,  qui  est  quelconque. 

1  des  xz  coupe  la  conjuguée  suivant  la  courbe  fournie  parles 
réelles  par  rapport  à  x  de  l'équation 

■.  =  a{l-^t)  +  -^{r  +  ,'^~l)  X-+ 

réduire  à 

i  =  a(t  -  v/^) +  1  (r  +  KvCIf)!' 

invirons  de  l'origine. 

ingente  à  l'origine  h  cette  courbe  étant  !'axe  des  x,  c'est-à-di'* 
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ayant  son  coefficient  angulaire  réel^  ce  point  appartient  à  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

3  =  a(i^vC:î)+l(r-hr'v/=7)x«+..,., 


de  sorte  que  si  R  -|-  R'y  — 1  est  la  valeur  de  l'expression  analytique  du 

R«  -L  R,'* 

rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  imaginaire,  est  le  rayon  de 

R  —  R 

courbure  de  la  conjuguée. 

On  peut  du  reste  le  calculer  directement  :  soit  0  l'angle  de  l'axe  des  z 

avec  Taxe  des  x,  si  l'on  prend  pour  nouvel  axe  des  z  la  perpendiculaire 

à  l'axe  des  x^  les  formules  de  transformation  seront 

X  =  x'  —  cotang  6  z' 

et 

1     . 


z  = 


sinô 


L'équation  de  la  section  du  lieu  par  le  plan  des  xz,  qui  sera  d'ailleurs 
restée  la  même  qu'avant,  sera  donc,  dans  les  environs  de  l'origine 

^^z'  =  a(l-v/IIT)  +  i(r  +  rV^)  (a:' -  cotang  6  z')»  ; 
cette  équation  donne 


1    dz' 
sinO  dx' 
et 


;  =  (r-|-»^  v'—l)  (a?'  — cotang ôz')  (l  —  cotangO  — ) 


Î5?i  =  ('*  +  '*'  *^--*)  (*-«o'*»S«57J    -  cotang  •  (r  +  r'  /=?)  («'- cotang  •«')  g^ 


Cette  dernière  équation,  en  y  faisant  a:'  =  0,  z'  =  a  (1  —  \/ — 1  )  sin  6 
et— =0,  devient 


^^=  ('•  +  '-V^  +  (r  +  rV^  cotang'6  .  aO-y/^g 


d'où 

(Pf  (r4-r'v^^:siii*6 


ia!^ 


sinô  — 0(1—^—1)  (r  +  r' V— l)cos»6' 


l'expression  analytique  du  rayon  de  courbare  est  donc 


"I         r- 
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sin  e  —  (r  -f-  r'  y/^)  a  cosie  (l  —  y/^) 


ou 


sin  6 


r  +  r'v/— i 


—  acos'6  (i  —  ^ — l) 


ou  encore 


sin6  {r  —  r'  \/^^^  ,^  /,         /-^\ 
'-^^-^ i  -  acos'ô  {i  -  v/-4) 

le  fayon  de  courbure  réel  de  l'enveloppe  est  par  suite 

et  celui  de  la  section  de  la  conjuguée  est  en  conséquence 

/rsinô  ,  \«  ,    /r'sinô  V 

(j3-p^,-acos'6J+(7q:;^-acos6J 

(r  +  ^')  sin  6 


De  la  courbure  d'une  conjuguée  en  un  quelconque  de  ses  points. 

201.  Si  Ton  coupe  la  conjuguée  par  des  plans  parallèles  à  ses  cordes 
réelles,  passant  par  le  point  considéré,  on  obtiendra  le  rayon  de  cour- 
bure de  chacune  des  sections  à  l'aide  de  la  formule  du  n^  190;  on  en 
conclura  ensuite,  par  le  théorème  de  Meusnier,  le  rayon  de  courbure 
de  la  section  normale  faite  dans  la  conjuguée  par  le  plan  passant  par  la 
même  tangente  à  cette  surface.  On  aura  ainsi  tous  les  éléments  de  la 
courbure  de  la  conjuguée  au  point  considéré. 
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Points  maximums  ou  minimums. 

202.  Les  points  maximums  ou  minimums  d'une  courbe,  c'est-à-dire 

les  points  où  l'ordonnée  est  maximum  ou  minimum,  sont  compris 

dy 
parmi  ceux  où  -^  est  nul,  puisque  la  tangente  y  est  parallèle  à  Taxe 

des  X.  On  les  trouvera  donc  en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

f{x,y)  =  0     et      f'^{x,y)  =  0. 

Si  la  première  de  ces  deux  équations  est  de  degré  m,  la  seconde  sera 
généralement  de  degré  m  —  i,  de  sorte  que  le  nombre  de  leurs  solu- 
tions communes  sera  m  {m  —  i).  C'est  le. nombre  maximum  des  tan- 
gentes qu'on  puisse  mener  à  une  courbe  de  degré  m  parallèlement  à  une 
droite  donnée. 

■ 

Mais  les  deux  équations 

/•(a?,  y)  =  0      et      /'«  =  0  ' 

peuvent  fournir  plusieurs  sortes  de  points  distincts  des  points  maximums 
ou  minimums  proprement  dits. 

En  premier  lieu  ces  deux  équations  peuvent  admettre  quelques  so- 
lutions finies  par  rapporta  y  et  infinies  par  rapport  à  x.  C'est  le  cas  où 
la  courbe  a  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x,  ou  plutôt  des  asym- 
ptotes dont  le  coefficient  angulaire  soit  nul,  car  ces  asymptotes  peuvent 
aussi  bien  appartenir  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  qu'à 
la  courbe  réelle.  Les  points  situés  à  l'infini  sur  les  branches  de  la  courbe 
réelle  qui  ont  leui*s  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x  se  distinguent 
des  points  maximums  ou  minimums  proprement  dits,  en  ce  que  si  l'on 
considère  en  môme  temps  les  deux  branches  de  la  cotirbe  qui,  généra- 
lement, touchent  l'asymptote  à  l'infini  dans  les  deux  sens  et  de  côtés 
opposés,  l'ordonnée  reste  croissante  ou  décroissante  de  part  et  d'autre 
de  la  valeur  correspondante  de  ar,  ou  plutôt  de  son  inverse. 

En  second  lieu,  les  équations  f  (x,  y)  =  0  et  f'x  {Xy  y)  =  0  peuvent 
admettre  des  solutions  qui  conviennent  aussi  à  l'équation  /"y  (ar,  y)  =  0. 
La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  aux  points  correspondants,  est  indé- 
terminée et  ces  points  appartiennent  à  une  catégorie  particulière. 
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I  il  peut  encore  se  faire  qu'en  quelques  points  correspoudast 
utioDs  des  équations  f  (j7,  y)  =  0  et  f'x  =  0,  la  première  démée 
ir  rapport  à  ce  ne  change  pas  de  signe,  ce  qui  arrivera  générale- 

>rsque  -7^  s'annulera  en  môme  temps  que  -—,  parce  qu'aloi^  I 

jne  valeur  masimum  ou  minimum  de  -^.  Dans  ce  cas  le  poial 
sera  un  point  d'inflexion. 

,  Quant  aux  solutions  finies  deséqualions/'(x,  y)^0,  f'x  ;=Oqiiine 
t  pas  dans  les  cas  d'esception  qui  viennent  d'être  mentionna, 
'eut  être  réels  ou  imaginaires.  S'ils  sont  réels, ce  sontdes  poinL- 
11ms  ou  miaimums  de  la  courbe  réelle,  et  s'ils  sont  imagiuaireA, 
des  points  maximums  ou  minimums  de  l'enveloppe  ima^iuJK 
ijuguées.  En  eO'et,  ils  appartiennent  k  l'enveloppe  ima^naire  des 
uées,  puisque  le  coefQcicnt  angulaire  y  est  réel,  et  ce  sont  ia 
maximums  ou  minimums  de  cette  courbe,  puisque  la  tangente  t 
EillEle  à  l'axe  des  x. 

loints  maximums  ou  minimums  réels  sont  les  points  minioium: 
limums  de  la  conjuguée  C  =  0  et  ce  sont,  en  général,  les  seul: 

du 

maximums  ou  minimums  de  celle  conjuguée,  car  si  -—,  en  ud 

'une  conjuguée  C,  a  pour  valeur  m+n  y' — 1,1e  coefficient  aofu- 
!  la  tangente  à  la  conjuguée  en  ce  point  est 

'»  +  ''+,^_„_C-  I 

'agit  de  la  conjuguée  G  ^  0,  cette  expression  se  réduit  à  ! 

■n'  +  n- 
m  —  n 
peut  être  nulle  qu'abtant  que  m  et  n  le  sont  séparément,  c'esN- 

dij 
e  j-  est  nul  ;  or  en  général  les  points  de  t'enveloppe  imaginaire 


rtiendront  par  conséquent  pas  à  la  conjuguée  C  =  0.  Ces  poinli 
ums  et  minimums  de  l'enveloppe  imaginaire  seront  des  poiDl^ 
ums  ou  minimums  de  conjuguées  quelconques, 
'  avoir  les  points  maximums  ou  minimums  d'une  conjuguée  C,  il 
t  exprimer  séparément  les  deux  parties  réelle  et  imaginaire  du 

ent  angulaire  ^  =  m  -|-  n  v —  *  ^^  résoudre  concurremmeol  If* 

quations 


+PV^,«'+^V-i)  =  o, 
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Points  limites. 

804.  On  peut  appeler^om^s  limites  d'une  courbe  les  points  où  l'abs- 
cisse est  maximum  ou  minimum  ;  on  les  déterminera  comme  les  points 

'  maximums  ou  minimums  au  moyen  des  équations 

elles  solutions  obtenues  seront  sujettes  à  des  exceptions  analogues. 

Les  points  limites  réels  appartiennent  à  la  courbe  réelle  et  à  sa  con- 
juguée G  =  00 .  Les  points  limites  imaginaires  appartiennent  à  l'enve- 
loppe imaginaire  des  conjuguées  et  aux  conjuguées  dont  les  caracté- 
ristiques sont  celles  des  points  obtenus  comme  solutions. 

805.  Nous  ferons  seulement  remarquer,  à  ce  sujet,  que,  en  un  point 

dy 
ob  l'ordonnée  est  infinie,  -^,  qui  est  le  coefficient  angulaire  de  l'asym- 

plote  à  la  branche  qui  passe  par  ce  point  est  aussi  infini,  que  ^  l'est 

pareillement,  puisque  c'est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la 

dv 
courbe  dont  l'ordonnée  serait  la  valeur  de  -y-  relative  à  la  première 

dx 

courbe,  et  ainsi  de  suite,  d'oti  l'on  voit  que  les  valeurs  finies  de  la  varia- 
ble qui  rendent  infinie  une  fonction,  rendent  en  même  temps  infinies 
toutes  ses  dérivées  à  l'infini  et  que  les  valeurs  finies  de  la  variable  qui 
rendent  infinie  la  dérivée  re^  d'une  fonction  rendent  aussi  infinies 
toutes  ses  dérivées  d'ordres  supérieurs  au  n*"*. 


Points  d'inflexion. 

206.  Les  points  d'inflexion  d'une  courbe  sont  ceux  où  la  tangente 
traverse  la  courbe,  avec  cette  condition  que  les  deux  éléments  de  la 
courbe  qui  parlent  du  point  de  contact  soient  en  prolongement  l'un  de 
Tautre,  sans  quoi  ces  points  seraient  de  rebroussement  et  seraient  dé- 
terminés par  des  conditions  toutes  différentes. 

Le  coefficient  angulaire  atteint  aux  points  d'inflexion  des  valeurs 
maximums  ou  minimums,  par  conséquent  ces  points  sont  caractérisés 
d'une  manière  générale  par  la  condition 


l*]  La  dérivée  seconde,  dans  cette  théorie  et  dans  quelqaes-unes  de  ceUes  qui  suivent, 
joue  un  rôle  trop  important  pour  que  nous  puissions  nous  dispenser  de  présenter  une 
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^(a:,y)—0  est  l'équation  du  lieu,  on  en  tire  d'abord 

suite 

ndition  -j-  =  0  se  traduit  donc  généralement  par  . 

du  fx 

)n  i-emplaçant  -p  par  —  '—, 

dx  fy 

y-fT-r  I  r  n-  —  ^' 
■à-dire 

r, 


que  qaa  l'on  n'omet  ordinairement  qae  parce  que  l'on  se  borne  11  U  considéntici 
olutionB  réelles  des  équations  que  l'on  discute. 

pointi  d'un  lien  où  tJj  «t  nul  ou  infini  sont  le»  points  d'inflexion  on  to  «■ 
sèment  de  ce  lieu.  Si  las  aies  viennent  &  changer,  ces  points  conservent  )ar  | 
tëra  géométrique  et  l'on  en  conclut  i^vec  raison  qu'ils  doivent  conserver  le"  ' 
tère  analytique.  Aussi  admet-on  toujours  sans  démonstration  que  si  ^4  ^  "" 
iment  nul  ou  inllni,  il  resterait  nul  ou  inBni  au  point  fourni  par  la  solution  Vfoy 
le  de  celle  que  l'on  coneidère,  quelque  changement  qu'on  ebt  Tait  subir  aui  un- 
is d'abord,  il  est  intéressant  dn  connaître  la  relation  qui  lie  effectifement  les  tilrats 
econdes  dérivées  de  l'ancienne  ordonnée  par  rapport  à  l'ancienne  abscisse  at  de  l> 
}lle  ordonnée  par  rapport  à  la  nouvelle  abscisse  en  un  même  point  quelconque  i'"" 
lorsque  tes  aies  ont  subi  une  transformation  quelconque;  et  d'un  autre  cMé.l» 
Ités  que  l'on  admet  ordinairement  sans  démonstration  ont  besoin  d'être  éuMiE> 
tement  lorsque  le  point  considéré  étant  imaginaire  n'a  plut  un  caractère  gé«pit- 
B  connu  à  l'avance. 


l'-mi+nj/      et      t/  =  ^ 

ï+rfy 

MX  nouvelles 

3F                ritf 

.«  +  .*, 
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équation  que  Ton  réduira  ordinairement  à 

Py  r«'  -  2rxv  r«  a  +  /"v  r» = o. 

Mais  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

f{x,  y)  =  0      ex      rvf^-V"xy  A  fv  +  f't  r-=^ 

De  correspondront  pas  plus  toutes  à  des  points  d'inflexion  que  les  solu- 
tions des  équations /*(x, y) =0  et /'a;  =  One  correspondaient  toutes  à 
des  points  maximums  ou  minimums.  Les  exceptions  seront  d'ailleurs 
analogues,  puisque  les  points  obtenus  auront  été  déterminés  comme 
points  maximums  ou  minimums  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  serait  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  proposée.  On  rencon- 

trera  notamment  parmi  eux  ceux  où  -j^  se  présenterait  sous  la  forme  - 

et  ceux  où  -t^  serait  aussi  nul. 
Si  m  est  le  degré  de  f{x^  y)  =  0,  celui  de 

A  fV  --arx,»  A  A  +  /V  Tx  =  0 


d'où 


En  dérivauit  de  nouveau,  on  trouye 

.<»  #      ('wn  —  nwi  )  -7-5    . 


ou,  en  remplaçant  encore  ^  par  sa  valeur, 


("+-sy 


On  voit  bien  ainsi  qae  -r^  est  nul  ou  infini  en  même  temps  que  -j^* 

Si  les  anciens  axes  sont  rectangulaires  ainsi  que  les  nouveaux,  et  que  l'angle  de  rota- 
tion soit  a, 

m  =»  cos  a,      n  :^  —  sin  a,      m'  =  sin  a      et      n'  «^  cos  a. 

Il  en  résulte 

rf*.y 

d*i/ d^ 

da;!*"  /  rfy\»' 

Irosa  —  sina  ^  I 
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;énéralement  3m  —  4,  par  conséquent  le.  nombre  des  solQtions 
lunes  aux  équations 


m  {3m  — 4); 

un  certain  nombre  des  points  correspondants  pourront  rentrer 
es  cas  d'exception  mentionnés  plus  haut. 

T.  Occupons-nous  des  points  d'inflexion    proprement  dits,  où 

:  0,  sans  qu'aucune  autre  condition  particulière  se  trouve  remplie- 

)lles  que  soient  les  coordonnées  d'un  point  d'inflexion,  toutes  1« 

d&' 
es  déterminées  par  la  condition  ^^  =  G,  qui  en  émergeront,  wi- 

!n  ce  point  leur  rayon  de  courbure  infini,  car  la  formule  dn 
t 

i  ^{p  +  q)  (C  -  3C«')  +  {p-ç)  (3C'«  -  H*) 
R  [(«  +  C)'+n'(n-C)lî 

ra  alors  —  =  0,  puisqu'il  faudra  y  faire  p  elq  nuls. 

points  d'inflexion  d'un  lieu  sont  donc  tels  que  toutes  les  courbes 
I  émergent  et  le  long  desquelles  les  parties  imaginaires  des  deui 
années  croissent  proportionnellement  ;  éprouvent  une  inDeiioii' 
)intssont,  dans  tous  les  cas,  des  points  d'inflexion  des  conjuguées 
passent. 

i  sont  réels,  nous  avons  vu  au  n°  1S6,  qu'ils  appartiennent  à  1» 
l'une  et  à  l'autre  enveloppe,  et  il  est  facile  de  vérifier  que  ce  sodI 
lints  d'inflexion  pour  l'une  et  l'autre. 

efl'et,  il  n'y  a  pas  de  doute  relativement  à  la  courbe  réelle  et  quuil 
veloppe  imaginaire  des  conjuguées,  le  fait  résulte  de  la  formule  ào 

de  courbure  de  cette  enveloppe  en  un  quelconque  de  ses  point'. 
formule  R  =  r  +  r',  où  j-  et  r",  sont  les  deux  parties  réelle  et  ima- 
3  de 


e,  en  efl'et,  que  R  est  infini  quand  -r^  est  nul. 

si  les  solutions  fournies  par  les  équations  propres  à  donner  le! 
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points  d'inflexion  de  la  courbe  réelle  fourniront  soit  les  points  d'inflexion 
de  cette  courbe  et  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  lesquels 
sont  communs,  soit  des  points  d'inflexion  de  quelques  conjuguées. 
D'ailleurs  les  points  qui  appartiendront  à  l'enveloppe  totale  seront  aussi 
des  points  d'inflexion  pour  les  conjuguées  qui  y  passeront. 

Mais  les  mêmes  équations  fourniront-elles  tous  les  points  d'inflexion 
soit  de  l'enveloppe  totale  des  conjuguées,  soit  des  diverses  conjuguées? 
Pour  les  conjuguées  la  réponse  est  évidemment  négative  :  en  effet,  le 
rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  G  en  un  quelconque  de  ses  points 
est,  d'après  la  formule  du  n^  190, 

'  2n»  (r*  +  O 


\1  —  nV    aV 


+  3na'r'  —  3n*ar  —  n^r' 


où  n  désigne  le  rapport  du  petit  au  grand  axe  du  faisceau  des  éléments 
du  lieu  au  point  considéré  et  a  la  tangente  de  l'angle  que  l'élément  de 
la  conjuguée  fait  avec  le  grand  axe  de  ce  faisceau.  Or  R  devient  infini 
quand  r  et  r'  le  deviennent,  mais  il  devient  aussi  infini  quand  n  =dz  i, 
ou  quand  . 

c?r  4-  3naV'  —  Znfar  —  nV  =  0. 

Quant  à  Tenveloppe  totale  des.  conjuguées,  au  contraire,  tous  ses 
points  d'inflexion  seront  donnés  par  les  équations  des  points  d'inflexion 
du  lieu.  En  effet,  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  en  un  quelconque 
de  ses  points  étant  r  -f-  r'y  tous  les  points  d'inflexion  de  cette  courbe 
sont  nécessairement  caractérisés  par  Tune  des  conditions  r=  oo  ou 

r'^  oc  qui  exigent  Tune  et  l'autre  que  ^  =  0. 

Ainsi  en  résumé  les  équations 

f(x,y)  =  Q      et      g  =  0 

fourniront,  outre  des  solutions  singulières,  tous  les  points  d'inflexion 
de  l'enveloppe  totale,  et  quelques  points  d'inflexion  de  quelques  conju- 
guées, caractérisés  par  cette  condition  que  toutes  les  courbes  partant  de 
ces  points  et  le  long  desquelles  les  parties  imaginaires  de  y  et  de  a:  croî- 
traient proportionnellement,  auraient  leurs  rayons  de  courbure  infinis. 
Les  points  d'inflexion  qui  ne  rempliraient  pas  cette  condition  resteront 
à  l'écart. 

Points  multiples, 

208.  Les  points  multiples  d'un  lieu  sont  les  points  tels  qu'un  faisceau 
de  droites  qui  y  passe  ne  coupe  la  courbe  qu'en  m  —  2  autres  points, 
au  plus,  si  m  est  le  degré  de  Téquation  du  lieu.  Un  point  est  double 
lorsqu'un  faisceau  quelconque  de  droites  qui  y  passe  ne  coupe  la  courbe 
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qu'en  m — 2  autres  points,  il  est  triple  lorsque  les  autres  rencontres  do 
même  faisceau  et  de  la  courbe  ne  sont  plû^qu'en  nombre  m — 3  et  ainsi 
de  suite. 

Lorsque  plusieurs  branches  de  la  courbe  réelle  passent  en  un  même 
point,  les  coordonnées  de  ce  point  ayant  la  forme  réelle,  sont  nécessai- 
rement identiques  sur  les  différentes  branches  auxquelles  il  appartient. 
Mais  lorsque  plusieurs  branches  d'une  même  conjuguée  passent  effecti- 
vement au  même  point,  il  n'en  est  pas  de  même,  les  coordonnées  réelles 
de  ce  point  pouvant  être  partagées  de  différentes  manières  en  parties 
réelles  et  imaginaires,  sur  les  différentes  branches  de  la  conjuguée. 

Du  reste  un  point  multiple^  ayant  les  mêmes  coordonnées  sur  les 
différentes  branches  qui  y  passent,  ne  saurait  appartenir  qu'à  deux  ou 
plusieurs  branches  d'une  même  conjuguée,  puisque  sa  caractéristique 
est  invariable. 

Les  points  où  l'enveloppe  imaginaire  se  coupe  elle-même  ne  sont  pas 
plus  nécessairement  multiples  que  ceux  où  passent  deux  branches  d'une 
conjuguée  quelconque. 

Une  courbe  de  degré  m  qui  a  un  point  multiple  est  la  section  d'une 
surface  de  degré  m  par  un  de  ses  plans  tangents.  La  présence  de  points 
multiples  caractérise  donc  d'une  certaine  manière  les  lieux  dans  leui^ 
degrés. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  [x,  y]  d'un  lieu 

f{x^  y)  =  0  est  donné  par  l'expression — 'J^     *^^,  qui  ne  comporte  gé- 

/  y  («^j  y) 
néralement  qu'une  valeur,  lorsque  l'équation  du  lieu  a  été  ramenée  à 

la  forme  entière;  tandis  que  le  coefficient  angulaire  doit  avoir,  en  un 

point  multiple,  autant  de  valeurs  qu'il  y  passe  de  branches  distinctes  de 

la  courbe. 

Il  faut  donc,  pour  que  l'accord  se  rétablisse^  que  l'expression  —  j 

se  présente,  aux  points  multiples,  sous  la  forme  -,  c'est-à-dire  qu'en  ces 

points  fx  et  fy  s'annulent. 

Ainsi  on  obtiendra  les  points  multiples  d'un  lieu  f{x^  y)  =  0  en  cher- 
chant les  solutions  communes  aux  équations 

/'(a?,y)  =  0,      A  =  0     et     A  =  0. 

Comme  trois  équations  à  deux  inconnues  sont  généralement  incom- 
patibles, on  retrouve  ici,  sous  une  autre  forme  plus  explicite,  l'expres- 
sion de  ce  fait  que  les  lieux  qui  ont  des  points  multiples  sont  plus  ou 
moins  particuliers. 

Cela  posé,  nous  appellerons  points  multiples  d'un  lieu  f  {x,y)  =  /^ 
les  points  correspondant  aux  solutions  communes  que  pourront  avoir 
les  équations 

f{x,y)  =  Ù      A=0      et      A  =  0, 


POINTS   SINGULIERS    DES   COURBES  PLANES.  209 

soit  que  ces  solutions  soient  réelles  ou  qu'elles  soient  imaginaires. 

Ainsi  la  méthode  est  toujours  la  même:  les  objets  sont  définis  par 
rapport  au  lieu  réel;  les  propriétés  dont  ils  doivent  jouir  lorsqu'ils  sont 
réels  font  connaître  les  équatioAs  propres  à  les  déterminer,  et  ces  équa- 
tions servent  ensuite  de  définitions  aux  objets  eux-mêmes,  lorsqu'ils 
deviennent  imaginaires  :  reste  alors  la  question  de  savoir  ce  que  donnent 
ces  équations. 

Ici  la  réponse  est  facile  :  les  lieux  de  degré  m  qui  ont  des  points  mul- 
tiples sont  les  sections  de  surfaces  de  Tordre  m  par  leurs  plans  tangents 
et  les  points  de  contact  sont  les  points  multiples  ;  si  les  contacts  ont  lieu 
sur  les  conjuguées  de  la  surface,  les  points  multiples  sont  imaginaires. 

Toute  droite  réelle  ou  imçtginaire  dont  l'équation  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  d'un  point  multiple  d'un  lieu,  peut  être  considérée  comme 
tangente  au  lieu  en  ce  point,  puisqu'elle  coupe  effectivement  le  lieu  en 
deux  points  confondus  en  iin  seul. 

Les  points  multiples,  satisfaisant  aux  conditions  f{Xy  y)=0^t/'a.=0, 
sont  compris  parmi  les  solutions  des  équations  qui  donneraient  les  points 
maximums  ou  minimums,  et  parmi  celles  des  équations  qui  donneraient 
les  points  limites,  comme  satisfaisant  aux  deux  conditions  f{Xy  y)  =  0, 

r,=o. 

Ils  seraient,  du  reste,  aussi  bien  compris  parmi  les  solutions  des  équa- 
tions qui  donneraient  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  au 
lieu  parallèlement  à  une.  direction  quelconque. 

209.  Les  accroissements  correspondants  dx  et  dy  de  x  et  de  y,  en  un 
point  [x,  y']  d'un  lieu  /'(a;,  y)  =  0  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

^  dy'^y^^dx.dy    1.2-  ^  ■■•• 

"^rfyM.2"^  •••• 

4- 

I  •     •      •     • 

I 

f{x,  y)  est  nul  de  lui-même,  par  hypothèse,  et  en  général  la  limite  du 
rapport  de  dyhdx  est  fournie  par  l'équation 

^dx+^dy  =  0. 
dx  dy    ^ 

En  un  point  multiple,  cette  équation  s'évanouit  d'elle-même,  puisque 
»/•       1^ 

-î-  et  -/-  se  réduisent  à  zéro. 
dx       dy 

Si  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  en  dx  et  dy  ne  s'éva- 

14 
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nouissent  pas,  la  limite  du  rapport  de  dy  à  dx  est  fourDie  par  l'équation 
du  second  degré 

dy'  \dx}  ^     dydx  \dx)  ^  dx' 

et  le  point  est  simplement  double. 
Si  le  point  était  triple,  on  devrait  trouver  trois  valeurs  pour  la  limilt 
dv  d'f    cPf       d'f 

du  rapport  ■-  et,  par  conséquent,  1p=  •■^î"  f  Aorni-mnie  —  — !_  st  _ 

devraient  aussi  disparaître.  La  valeur  de  - 
qualion 

dy*  \dxj  "^      dy'dx\dxj  "*"      dyé^  \dxj  "^  (tr*  ~ 

et  ainsi  de  suite. 

Quel  qije  soit  l'ordre  de  multiplicité  du  point  considéré,  les  élément: 
du  lieu  en  ce  point  formeront  autant  de  faiBceaux  qu'il  y  aura  d'unité« 

dans  le  numéro  de  cet  ordre  ;  et  si  quelques  valeurs  de  -r^  y  sont  réelle. 

les  faisceaux  correspondants  s'aplatiront  chacun  en  une  droite. 


Ombiiics. 

SIO.  M.  Gbaales  a  nommé  ombilics  d'un  lieu  rapporté  à  des  aie 
rectangulaires,  les  points  où  la  dérivée  dé  y  par  rapport  à  j:  a  la  valeur 
V — I.  En  ces  points  le  coefficient  angulaire  est  indépendant  de  la  direc- 
tion des  aies,  de  sorte  que  le  faisceau  des  éléments  du  lien  y  est  symé- 
trique par  rapport  à  toute  direction.  Nous  avons  douné  au  faisceau, 
dans  ce  cas,  le  nom  de  circulaire. 

On  voit  par  la  formule  du  n"  190, 

R  =  (l+J^Y       i-- ('■•+•■'•) • 

\l  —  ny    aV  +  3a*Br'  — 3anV  — nV 

OÙ  n  représente  le  quotient  par  y'—  1  de  la  tangente  de  l'angle  iliv'' 
défini  par  l'équation 


dy 


=  lang  ^  4- 1  v'- 


que  si  n  se  réduit  à  1,  c'est-^-dire  si  le  point  [x,  y]  est  un  ombilic,  ^ 
courbes  qui  émergent  de  ce  point  et  le  long  desquelles  les  parties  lan- 
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ginaires  de  ^  et  de  x  varient  proportionnellement,,  y  ont  toutes  leurs 
rayons  de  courbure  infinis. 

Les  ombilics  sont,  en  particulier,  des  points  d'inflexion  des  conju- 
guées qui  y  passent. 

Ils  ne  sauraient  appartenir  à  Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
puisque  le  coefficient  angulaire  n'y  est  pas  réel,  mais  ils  peuvent  être 
eux-mêmes  réels.  Ce  sont  alors  des  poiots  isolés  de  la  courbe  réelle, 
mais  des  poiots  isolés  circulaires,  c'est-à-dire  des  anneaux  évanouis- 
sauts  qui  ont  pris  à  la  limite  la  figure  circulaire. 

Un  ombilic  imaginaire  n'appartient  qu'à  une  conjuguée,  mais  un 
ombilic  réel  est  un  point  de  concours  de  toutes  les  conjuguées  d'une 
certaine  catégorie,  et  toutes  les  conjuguées  qui  y  passent  s'y  inflé- 
chisisent. 


Points  de  raccord., 

su.  Lorsqu'en  un  point  double  d'un  lieu  f{x,  y)  =  0,  l'équation 

d'f  (dyV  tPf    dy      d}f^^ 

dy*  \dx)  dydx  dx       dx^ 

donne  deux  valeurs  égales  pour  j^,  les  deux  i)ranches  du  lieu  qui  pas** 

sent  en  ce  point  y  sont  tangentes,  mais  ce  point  peut  être  un  point  de 
contact  entre  deux  branches  distinctes^  un  point  double  d'inflexion,  ou 
on  point  de  rebroussement  ;  il  est  important  de  distinguer  les  trois  cas 
les  uns  des  autres. 

Nous  nommerons  points  de  raccord  les  points  où  deux  branches  du 
lieu  se  touchent  et  se  prolongent  séparément,  dans  des  conditions  diffé-' 

rentes.  En  ces  points  où  y  et  j-  ont  déjà  chacune-  deux  valeurs  égales, 

—  a  en  général  deux  valeurs  différentes,  les  deux  branches  n'ayant  pas 

nécessairement  môme  courbure,  et  si  ^  a  deux  valeurs  égales  diffé- 
rant à  la  fois  de  zéro  et  de  l'infini,  les  deux  branches  considérées  ont 
même  courbure,  à  moins  d'autres  conditions  particulières;  c'est  tout 
ce  à  quoi  se  réduit  le  fait. 

Si  le  point  considéré  est  réel  et  que  l'équation  du  lieu  ait  ses  coeffi- 
cients réels,  les  deux  valeurs  égales  de  j^  sont  aussi  réelles  et  le  point 

dX 

appartient  à  la  courbe  réelle.  Si  le  point  est  imaginaire,  en  général 
les  deux  valeurs  de  j-,  quojque  égales,  sont  imaginaires;  le  point  est 
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alors  un  point  de  raccord  de  la  conjuguée  qui  y  passe.  Mais  si  les  deux 

du 
valeurs  égales  de  -r  sont  réelles,  le  point  appartient  à  Tenveloppe  ima- 

dx 

ginaire  des  conjuguées  et  en  est  un  point  de  raccord. 


Points  doubles  d'infleocion. 
212.  Ces  points,  où  y  et  j-  ont  déjà  séparément  des  valeurs  égales, 

mais  nulles. 

Si  le  point  est  réel  et  que  l'équation  du  lieu  ait  ses  coefficients  réels, 

dy 
les  deux  valeurs  de  -^  seront  aussi  réelles  et  le  point  appartiendra  à  la 

fois  à.  la  courbe  réelle  et  àTenveloppe  imaginaire  des  conjuguées.  Il  sera 
point  double  d'inflexion  à  la  fois  pour  la  courbe  réelle,  pour  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  et  pour  la  conjuguée  qui  y  passera. 

Si  le  point  est  imaginaire,  ce  sera  un  point  double  d'inflexion  pour  la 
conjuguée  qui  y  passera. 


Peints  de  rebrotissement. 

« 

213.  Les  points  de  rebroussement  sont  les  points  doubles  où  —  a 

dx 

d^y 
deux  valeurs  égales,  mais  où  -7—  est  infini. 

Les  branches  de  la-courbe  réelle  qui  passent  en  un  point  de  rebrons- 
Bement  s'y  arrêtent  généralement,  mais  il  peut  arriver  que  deux  points 
de  rebroussement  se  rejoignent,  les  branches  qui  y  passent  ayant  d'ail- 
leurs même  tangente.  La  figure  de  la  courbe  serait  alors  la  même  que 
si  au  lieu  d'un  point  double  de  rebroussement  on  avait  affaire  soit  à  un 
point  de  raccord,  soit  à  un  point  double  d'inflexion.  La  distinction  se 

rf*y 
fera  par  la  discussion  de  -—;  qui  ne  présente  rien  de  particulier  en  un 

point  de  raccord,  s'annule  en  un  point  double  d'inflexion,  et  passe  par 
l'infini  en  un  point  de  rebroussement. 

On  distingue  habituellement  deux  genres  dépeints  de  rebroussement  : 
le  rebroussement  est  dit  du  premier  genre  lorsque  les  deux  branches 
sont  séparées  par  leur  tangente  commune,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
lorsque  les  courbures  de  ces  deux  branches  sont  en  sens  contraires  et 
du  second  genre  dans  l'autre  cas.  « 
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Les  deux  cas  se  distinguent  l'un  de  l'autre  en  ce  que  dans  le  pre- 
mier la  dérivée  seconde  change  de  signe  en  passant  par  l'infini,  ce 
qui  fait  changer  de  sens  la  courbure,  tandis  que  dans  le  second  elle  con- 
serve son  signe. 

214.  La  dérivée  seconde  de^  par  rapportât?  en  un  point  double  où 

les  tangentes  se  confondent,  est  généralement  infinie  parce  que  c'est  le 

dy 
coefficient  angulaire  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  serait  ^. 

Mais  il  importe  d'avoir  une  méthode  pour  distinguer  à  cet  égard  les 
cas  les  uns  {les  autres. 

Si  le  point  considéré  était  réel,  on  y  transporterait  l'origine  des  coor- 
données; s'il  est  imaginaire,  on  fera  le  changement  analogue  de  varia- 
bles, qui  n'altérera  ni  le  degré  de  multiplicité  du  point,  ni  les  valeurs 
des  dérivées  de  y  par  rapport  à  a?.  . 

S'il  ne  s'agit  que  d'un  point  double,  les  deux  tangentes  étant  sup- 
posées se  confondre,  Téquation  du  lieu  prendra  la  forme 

{y  —mxy  +  Ay^-^-By^x  +  Cyx"  +  Da:»  +  . . . .  =  0. 

La  première  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  sera  fournie  par  l'équation 

P(V- wï)  4- 3Ai^«  +  2Byx  4- Ca;*]  y'--2r?i  (y  -  ma;)  4- B^«  +  2Cyaj  4- 3DxS -+- ; . .  =0 

et  la  seconde  le  sera  par 

fî(y-ma?)4-3Ay«4-2Byaj4-Cx«]y"4-[24-6Ay4-^Ba?]y'«4-[— 4m4-4By4-*Ca?Jy 

4- 2OT»4-2Cy  4-6Dx 4-  . .. .  =  0. 

Sil'op  veut  la  valeur.de  y"  à  l'origine,  il  faudra  d'abord  remplacer 
dans  cette  dernière  équation  y'  par  m,  puisque  c'est  la  valeur  de  la  pre- 
mière dérivée  en  ce  point.  On  aura  ainsi 

[2  (y  -  mx)  -h  3Ay«  4-  2Bya;  -f  Cx*\  y"  +  (6Ay  4-  2Ba;)  m«  4-  t4By  4-  ^Cx)  m 

4-  2Cy  4-  6Da;  4- =0; 

Il  faudra,  en  outre,  faire  tendre  y  eix  vers  zéro,  en  établissant  entre 
eux,  à  la  limite,  un  rapport  égal  km:  cela  revient  à  diviser  tous  les 

termes  par  ^  et  à  remplacer  ^  par  m.  L'équation  devient  alors 

X 

é 

[3Amy  +  2Bma: -f  Cx] y"  +  6Am' +  eBwî»  +  6C7W  +  6D  +  . . .    =0 
d'où  l'on  tire 

^  T"  ~  ï  3Am»  +  2Bm  +  C  ' 

les  termes  omis  au  numérateur  contenant  tous  y  ou  x  en  facteur  dis- 
paraissant à  la  limite. 


2«4  CHAPITRE  XIV, 

Cela  posé,  on  voit  que }/'  sera  généraleménl  infiai,  ou  du  moins  qu'il 
faudra  introduire  une  hypothèse  nouvelle  pour  qu'il  conserve  une  valeur 
finie.  Celte  hypothèse  est 

Arn*  +  Brn*  +  Cm  +  D  =  0; 

elle  signifie  que  y-^mx  doit  se  trouver  facteur  dans  Tensemble  des 
termes  du  troisième  degré  de  la  nouvelle  équation. 

Lorsque  cette  condition  ne  sera  pas  remplie,  la  dérivée  seconde,  au 
point  considéré,  sera  infinie.  Dans  le  cas  contraire  elle  se  présentera 

0 

sous  la  forme  -  et  pourra  alors  être  quelconque. 

815.  Ce  qui  vient  d'être  dit  permettra  d'assigner  d'une  façon  plus 

précise  les  caractères  disti^ctifs  des  différents  points  doubles  où  j- 

aurait  deux  valeurs  égales.  Ainsi,  pour  que  le  point  considéré  soit  sim- 
plement un  point  de  raccord,  ou  un  point  double  d'inflexion,  il  faudra 
que  le  premier  membre  y — mx  de  l'équation  de  la  tangente  se  trouve 
facteur  dans  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré  de  l'équation  de 
la  courbe  rapportée  au  point  considéré  pris  pour  origine. 

Si  celte  condition  est  renaplie  et  que  d'ailleurs  les  valeurs  de  \/'  ne 
soient  pas  infinies,  le  point  ne  sera  pas  de  rebroussement;  d'ailleurs 
suivant  que  xf'  sera  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro,  le  point  sera  de  rac- 
cord ou  d'inflexion. 

Si  y — î/iâ7  étant  facteur  dans  l'ensemble  des  termes  du  troisième  de- 
gré, y"  est  encore  infini,  le  rebroussement  sera  du  second  genre;  en  effet, 
dans  le  cas  où  l'équation  de  la  courbe  se  présente  sous  la  forme 

(y  —  mx)^  J^{y—ms^  {Ky"  +  Bxy  +  Cx*)  +  . . .  .*=  0, 

on  voit  que  la  droite  y  =  mx  coupe  la  courbe  en  quatre  points  con- 
fondus à  l'origine,  ce  qui  ne  doit  pas  arriver  en  général  dans  le  cas  du 
rebroussement  de  premier  genre.  11  faudrait,  dans  ce  cas,  pour  avoir  y^ 
et  savoir  s'il  change  de  signe,  tenir  compte  des  termes  du  quatrième 
degré. 

2 il).  Un  point  de  rebroussement  pouvant  être  considéré  comme  un 
anneau  évanouissant  doit  tenir  lieu,  lorsqu'il  est  réel,  d'une  portion  de 
l'enveloppe  réelle  des  conjuguées,  c'est-à-dire  appartenir  à  toutes  les 
conjuguées  dontles  caractéristiques  restent  comprises  entre  de  certaines 
limiles  ;  et  en  effet,  lorsqu'une  droite  qui  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même  arrive  en  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  réelle  et 
le  dépasse-  ensuite,  le  nombre  des  points  réels  suivant  lesquels  elle 
coupe  Je  lieu  change  alors  habituellement;  la  conjuguée  dont  les 
cordes  réelles  seraient  parallèles  à  la  direction  constante  de  cette  droite 
mobile  doit  donc  prendre  naissance  au  point  de  rebroussement.  Du 


k 
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reste  ce  point  est  aussi  de  rebroussement  pour  toutes  les  conjuguées 

rf*V 
qui  y  passent,  car  ^  y  étant  infini,  le  rayon  de  courbure  d'une  quel- 
conque des  conjuguées  qui  y  passent  s*y  annule  comme  celui  de  la 
courbe  réelle. 

Un  point  de  rebroussement  imaginaire,  mais  où  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  serait  réel,  appartiendrait  à  l'enveloppe  imaginaire 
des  eonjuguéeSy  mais  il  n'y  passerait  que  la  conjuguée  dont  la  caracté- 
ristique serait  celle  de  ce  point.  Cette  conjuguée  y  éprouverait  en  tout 
cas  un  rebroussement. . 


Points  conjugués. 

217.  Un  point  double  réel  où  les  tangentes  sont  imaginaires  prend 
ordinairement  le  nom  de  point  conjugué.  Mais  il  ne  se  distingue  des 
points  multiples  des  conjuguées  qu'en  ce  qu'étant  réel  il  tient  lieu 
d'un  anneau  de  la .  courbe  réelle  et  que,  par  conséquent,  il  y  passe  une 
infinité  de  con j  uguées . 


Lignes  multiples  des  surfaces, 

S18.  Si  l'un  des  coefficients  différentiels  -/-,  -~,  -/-  est  nul  en  un  point 

dx  dy  dz 

(^)  ?}  «]  d'une  surface,  le  plan  tangent  en  ce  point  est  parallèle  à  l'axe 
correspondant;  si  deux  des  trois  coefficients  sont  nuls,  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  plan  des  deux  axes  correspondants  ;  mais  si  les  trois 
coefficients  différentiels  s'annulent  en  même  temps,  le  plan  tangent 
devient  en  apparence  indéterminé.  Le  fait  tient  en  général  à  ce  que  la 
surface  a  plusieurs  plans  tangents  au  point  considéré,  ce  point  se  trou- 
vant être  un  des  points  de  l'intersection  de  deux  nappes  de  la  surface. 
Pour  obtenir  séparément,  dans  ce  cas  particulier,  les  divers  plans  lan- 
gents  qui  peuvent  exister,  il  suffira  de  distinguer  les  diverses  séries  de 
tangentes  aux  sections  faites  dans  la  surface,  par  des  plans  contenant  le 
point  considéré  et  de  chercher  ensuite  séparément  les  lieux  de  ces  tan- 
gentes dans  chaque  série. 

Les  plans  sécants  pouvant  être  dirigés  arbitrairement,  nous  les  suppo- 
serons, pour  plus  de  simplicité,  parallèles  à  l'axe  des  z,  ils  auront  alors 
pour  équation  générale 

Y— y.T:=m  (X  —  x). 

L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  xz  de  la  section  faite  par  l'un 
d'eux  résulterait  de  l'élimination  de  Y  entre  les  équations 

/■(X,Y,Z)  =  0.     et      Y  — .y  =  m(X  — x). 


216  CHAPITRE  XIV. 

Si  cette  élimination  avait  été  effectuée  et  qu'elle  eût  donné  pour  ré- 
sultat 

?(X,Z)  =  0, 

les  équations  des  tangentes  à  la  section  au  point  [or,  z,]  en  supposant 
que  ce  point  fût  simplement  double,  seraient 

Z  — z  =  n  (X  —  a?), 

n  étant  Tune  des  racines  de  l'équation 

rfz'      ^    dxdz     ^<te»        ' 

l'équation  du  système  de  ces  tantjentes  serait  donc 

A/Z-zy  d'y    Z-z       A_Q. 

dz*  \X  —  xJ  ^     dxdzX  —  z^  dx*~    ' 

enûn  le  système  des  tangentes  à  la  section  dans  son  plan  serait  représenlé 
par  l'ensemble  de  cette  dernière  équation  et  de 

Y-y==m(X-x), 

et  l'équation  du  système  des  deux  plans  tangents  résulterait  de  Télimi- 
nation  de  m  entre  ces  dernières. 

219.  Telle  est  la  marche  qu'il  y  aurait  à  suivre  dans  chaque  cas  par- 
ticulier; mais  pour  arriver  à  une  formule  générale,  nous  n'effectuerons 
pas  l'élimination  de  Y  entre  /"(X,  Y,  Z)  =0  et  Y  —  y  =  m  (X —a;),  mais 
nous  exprimerons  les  coefficients  différentiels 

(/x**   *   dxdz  dz^ 

au  moyen  des  dérivées  de'/'CX,  Y,  Z),  où  Y  sera  considéré  comme  une 
fonction  de  X,  ayant  d'ailleurs  pour  dérivée 

rfY_ 

les  dérivées  premières  de  f  par  rapport  à  X  et  à  Z  sont     ' 

rf<P       df   .        df  rf®       df 

dX~dX^     dY  dZ~dZ' 

Y  étant  supposé  remplacé  par  la  valeur  y-^m{X~x);de  môme 


s 

\ 
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et 


dX*   ~   dX*   "♦"  ^  5xrfY''^      dY*' 
dXdZ       rfXrfZ"*"      rfYrfZ 


Ù.    —    ^ 
d7?    ~   iZ* 


Y  étant  de  même  supposé  remplacé  par  sa  valeur. 
L'équation 


d^p /Z-jY  rf^p_  Z_-_z      £2  _ 

&»VX— «y  dxdzX—x'^d3*~ 

revient  donc  à 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  m,  c'est-à-dire  à  le  remplacer  par    " . 

Cette  élimination  donne  pour  l'équation  du  système  des  plans  tan- 
gents 

On  trouverait  aussi  aisément  l'équation  du  système  des  trois  plans 
tangents  en  un  point  où  trois  nappes  d'une  même  surface  viendraient 
se  couper.  Un  pareil  point  serait  caractérisé  par  les  conditions 

£=0  ^-0  ^-0  ^-0  ^-0  ^-0  -^-'0  -^=0  et 


^f  -0. 


CHAPITRE  XV 


QUADRATURE   DBS    COURBES  IVAGINAIRES 


Quadrature  de  la  conjuguée  dont  les  abscisses  sont  réelles. 

SSO.  L'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  deux  ordonnées  et  un  arp  de. 
la  conjuguée  qui  a  sa  caractéristique  infinie,  s'obtient  par  la  môme 
intégration  qui  fournirait  l'aire  d'un  segment  analogue  de  la  courbe 

réelle  :  la  même  intégrale  sin  YX   i  ydx  prise  entre  des  limites  réellei 

par  rapport  à  x,  représentera  soit  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe 
réelle,  soit  l'aire  d'un  segment  de  la  conjuguée  G  =  qo  ,  suivant  que  les 
valeurs  de  y  correspondant  aux  valeurs  qu'aura  prises  la  variable  x, 
seront  réelles  ou  imaginaires.  

Dans  le  second  cas,  l'intégrale  aura  la  forme  A  -}-  B  V--Ï  •  A  repré- 
sentera l'aire  d'un  segment  du  diamètre  correspondant  aux  cordes 
parallèles  à  l'axe  des  y  de  la  conjuguée  G  =  oo ,  et  B  l'aire  comprise 
entre  cette  conjuguée  et  son  diamètre. 


Quadrature  d'une  conjuguée  quelconque, 

• 

821.  On  pourrait  évaluer  l'aire  d'une' conjuguée  quelconque  de  la 
courbe  réelle,  en  rendant  préalablement  ses  abscisses  réelles.  Après 
avoir  donné  à  l'axe  des  y  une  direction  convenable,-  on  obtiendrait, 
comme  dans  le  cas  précédent,  la  mesure  de  l'aire  comprise  entre  l'aih 
cien  axe  des  x,  deux  parallèles  au  nouvel  axe  des  y,  et  un  arc  quel- 
conque de  la  conjuguée  considérée;  pour  avoir  Taire  qu'on  se  proposait 
d'obtenir,  et  qui  devait  être  comprise  entre  l'axe  des  x,  deux  parallèles 
à  l'ancien  axe  des^  et  l'arc  de  la  conjuguée,  il  ne  resterait  qu'à  corriger 
le  résultat  obtenu,  en  y  ajoutant  la  différence  des  aires  des  deux  triangles 
qui  aur&ient  pour  sommets  les  points  extrêmes  de  l'arc  de  la  conju- 
guée, pour  côtés,  des  parallèles  à  l'ancien  et  au  nouvel  axe  des  y,  et 
pour  bases,  les  segments  de  l'axe  des  x  interceptés  entre  ces  paral- 
lèles. 

Mais  alors  on  aurait, pour  chaque  conjuguée,  à  effectuer  une  transfor- 
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mation  de  coordonnées,  la  résolution  par  rapport  à  ^  de  la  nouvelle 
équation  de  la  courbe,  et,  ce  qui  serait  pis  encore,  une  nouvelle  inté- 
gration. Toutes  ces  complications  peuvent  être  évitées,  et  la  seule 
intégration  qu'exige  la  quadrature  de  la  courbe  réelle  surâra  à  la  qua* 
drature  de  toutes  ses  conjuguées. 

La  direction  des  ordonnées  qui  limitent  le  segment  qu'on  veut  calcu- 
ler est  presque  toujours  indifférente  par  ellô-méme;  un  changement 
dans  cette  direction  n'entraîne  qu*une  correction  toujours  facile  à  faire 
et  qui  n'affecte  pas  la  partie  intéressante,  au  point  de  vue  analytique, 
de  l'intégrale  qui  représente  le  segment  considéré.  Pour  cette  raison, 
et  pour  fixer  le  langage,  lorsqu'il  s'agira  d'une  conjuguée  quelconque, 
nous  ne  nous  occuperons  que  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  cette 
conjuguée,  deux  de  ses  cordes  réelles  et  l'axe  des  x;  c'est  toujours  d'un 
segipent  pareil  que  nous  entendrons  parler,  lorsque  nous  nous  occu- 
perons de  Taire  de  la  conjuguée,  et  c'est  ce  segment  que  nous  allons 
nous  proposer  d'évaluer. 

Le  principe  qui  va  nous  servir  à  ramener  à  une  seule  toutes  les  inté* 
grations,  en  apparence  différentes,  qu'il  faudrait  effectuer  pour  quarrer 
les  différentes  conjuguées  d'une  même  courbe,  résulte  de  la  remarque 
suivanle  :  Une  seule  intégration  effectuée  par  rapport  à  la  courbe  réelle^ 
rapportée 'à  certains  axes,  suffirait  pour  qu'on  pût,  par  des  transforma-  * 
tions  algébriques  simples,  former  l'expression  analytique  de  l'aire  d'un 
segment  de  la  même  courbe  rapportée  à  d'autres  axes;  mais  on  sait, 
d'un  autre  côté,  que  chaque  expression  de  l'aire  de  la  courbe  i:éelle 
rapportée  à  des  axes  quelconques  convient  à  l'aire  de  la  conjuguée  dont 
les  abscisses  sont  alors  réelles.-  Il  est  facile  de  préjuger  de  là  qu'une 
seule  et  même  intégration  doit  suffire  pour  quarrer  la  courbe  réella  et 
toutes  ses  conjuguées. 

« 
228.  Soit  âB  un  arc  de  la  courbe  réelle  rapportée  successivement 
aux  axes  OX,  OY  et  OX,  OY',  l'aire  à 
calculer  sera    PABQ   ou  FAEQ',    et 
sera  représentée  par 


sinYX 


ou  par 


jydx, 
'Xfy'  dx\ 


Fig.  7. 


ces  intégrales  étant  prises  entre  les 
limites  [x,, yj,  [x,.y,]  ou  [x'o,yo]i  [^n^'il  Q^î  correspondent  aux  ex- 
trémités A  et  B  de  l'arc  considéra  ;  la  différence  de  ces  deux  intégrales 
est  celle  des  a'ires  des  deux  triangles  QBQ'  et  PAP',  qui  ont  pour  me- 
sures 

sinYT.'Mi     et      sinY'YMi. 
2  2 


CHAPITRE    XV. 


Bn  remplaçant  y'^  et  y,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t/o  el  y,,  tîrèb 
ies  formujes  de  transformatioii 

ar  sin  YX  =  x*  sin  YX  +  y' sin  YTf , 
y  sin  YX  =  y'  sin  Y'X, 

)ii  obtient,  pour  expression  de  cette  différence, 

/x\y\  /™i  ïi  1  sin  YX 

^*y',  *^  ^- y*  2  ""  ï  ^ 

le  qui  donne 

iin' njy^  )■  ■''!  =  ™  ÏX  J^' "  yVfc  - 1  sin  ÏTT  |^  M  --  ,r. 

'angle  ¥*¥  étant  compté  positivement  de  l'axe  des  y  vers  l'axe  des  x. 

Cette  égalité,  qui  subsiste  toujours  vraie  quels  que  soient  x^,  y^,  x„  y, 
éels,  est  une  identité  absolue.  La  fonction  analytique  qui  représente 
'aire  d'une  conjuguée  quelconque  comprise  entre  des  cordes  réelles 
lartant  de  deux  de  ses  points  [x^yo],  [^iV,]  est  donc 


r  /«.ï.  1  sinY'Y  1 


,a  partie  réelle  de  cette  quantité  représente  l'aire  du  diamètre  de  Ia 
onjuguée  qui  divise  en  parties  égales  ses  cordes  réelles,  et  la  partie 
naginaire  l'aire  comprise  entre  la  conjuguée  et  son  diamètre. 
Lorsque  les  limites  de  l'intégrale  correspondent  à  des  points  où  la 

DDjuguée  touche  la  courbe  réelle,  la  partie  —  sin  YX  ■  ■  '  ^  ^'  est  réelle 

t  représente  alors  effectivement  la  différence  des  deux  triangles,  l'un 
louté,  l'autre  retranché  au  segment  qui  serait  compris  entre  des  piral- 
les  au  premier  axe  des  y;  de  sorte  que 


x/''^'/ 


ina  ce  cas,  représente,  par  sa  partie  imaginaire,  l'aire  fermée  comprise 
Dtre  la  conjuguée  et  le  diamètre  qui  divise  en  parties  égales  ses  cordes 
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réelles,  et  par  sa  partie  réelle  Taire  comprise  entre  le  diamètre,  Taxe 
des  X  et  les  deux  ordonnées  x=Xq^x= x^. 

223.  La  théorie  précédente  ne  suppose  aucunement  que  l'équation 
qui  définit  y  ait  ses  coefficients  réels.  Par  conséquent,  si  l'on  sait  quarrer 
les  courbes  renfermées  dans  une  même  équation  littérale,  on  saura,  par 
là  même,  non-seulement  quarrer  toutes  les  conjuguées  de  ces  courbes, 
mais  encore  celles  qui  seraient  fournies  par  la  même  équation  oîi  Ton 
aurait  attribué  aux  constantes  des  valeurs  imaginaires. 

Par  exemple,  les  aires  de  toutes  les  courbes  imaginaires  que  peut 
représenter  l'équation  générale  du  second  degré  à  coefficients  imagi- 
naires pourront  s'exprimer  au  moyen  seulement  des  fonctions  circu- 
laires et  logarithmiques. 

224.  L'intégrale   i  ydx  prise  entre  deux  limites  dont  l'une  est  celle 

d'une  valeur  de  x  pour  laquelle  y  est  infinie,  peut  être  finiç  ou  infinie  : 
il  est  important  d'établir  la  condition  relative  à  chacun  des  deux  cas. 
Soit 

« 

ç [x)  ne  s'annulant  ni  ne  devenant  infini  pour  a; = a.  . 

Si  X  s'éloigne  Irès-peu  de  a,  9  {x)  s'éloignera  très-peu  de  9  (a),  de  sorte 
que  l'intégrale 


£ 


^x  (x  —  a) 
différera  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de 

•«     dx 


dx 


? 


Jx  (x  —  a 


ou  de 


c'est-à-dire  de 


Celte  quantité  est  finie  ou  infinie,  suivant  que  a  est  plus  petit  ou  plus 
grand  que  4.  Pour  a=l,  elle  se  présente  sous  une  forme  illusoire;  mais 
on  sait  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  est  infinie. 

Par  conséquent,  l'intégrale  /  ydx,  prise  entre  deux  limites  dont  l'une, 


a,  fournit  une  valeur  infinie  pour  y,  reste  finie  ou  devient  inSnie  m- 
vaut  que  IfL  limite  du  produit  de  y  par  x  —  a  est  nulle  ou  ne  l'est  pas. 


Rectifications. 
SStt.  La  formule  de  la  distance  de  deux  points, 


ne  représente  plus,  lorsque  ces  points  sont  imaginaires,  que  le  patm 
du  cercle  imaginaire  qui  aurait  pour  centre  l'un  d'eux  et  qui  passenii 
par  l'autre;  la  distance  vraie  des  deux  points  n'y  a  qu'un  rapport ti^ 
indirect.  Il  en  est  naturellement  de  même  de  la  Tonnule 

\ldx'  +  rfy' 

de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins. 
Par  conséquent,  l'intégrale 


j'^y. 


1+1 


dx 


prise  le  long  d'une  conjuguée  quelconque  d'un  lieu  [x,y],  représeiiten 
une  grandeur  que  l'on  pourrait  définir,  mais  qui  ne  sera  pas  la  loD^enr 
de  l'arc  de  celte  conjuguée  compris  entre  les  limites  de  rintégralton. 

La  même  intégrale,  qui  sert  à  rectifier  une  courbe  réelle,  ne  donne- 
rail  donc  pas  les  longueurs  prises  sur  ses  conjuguées. 

Mais  le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  -^  est  réel  <A 

représente  le  coefficient  angulaire  de  la  tan^nte  à  cette  courbe. 

dx  Wl  -|-  i-j-)  , abstraction  faite  du  signe  \j—i  qu'on  remplacenit 

par  1,  représente  donc  l'élément  delà  courbe  et 


h\/' 


en  représente  un  arc  quelconque. 

Si  donc,  pour  avoir  l'arc  de  la  courbe  réelle  représentée  par  l'équa- 
tion proposée,  on  a  posé 


V' 
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de  sorte  que  l'aire  de  la  courbe  [z,x]  représente  Tare  de  la  courbe  [y,  x]^ 
Taire  de  la  conjuguée  à  ordonnées  réelles  de  la  courbe  [z,:ç]  représen- 
tera proportionnellement  Tare  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
de  la  courbe  proposée. 

En  d'autres  termes,  Tare  de  l'enTeloppe  imaginaire  des  conjuguées  est 
fourni  par  la  même  intégrale  qui  donne  Tare  de  l'enveloppe  réelle,  ou 
de  la  courbe  proposée. 

On  verra  dans  le  second  volume  une  application  intéressante  de  cette 
remarque  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


•• 


r 


CHAPITRE  XVI 

CUBÂTOHE  DES  SURFACES  IKlflUtAIBSS 

'ubature  de  la  conjuguée  dont  les  ordonnées  z  sont  seules.. 
imaginaires. 

16.  Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  l'élément  du  volume 
;  compris  ^tre  le  plan  des  xy  et  la  surface  que  l'on  veut  cuber  est 

zdx  dy 

P  {X,  y)  dx  .  dy, 
quation  de  la  surface  a  donné 

z  =  F{x,  y). 
I  volume  droit  indéBni  est  représenté  par  l'intégrale 

fdyfv(x,y)dx; 

■  le  limiter,  on  se  donne  habituellement  la  trace  horizontale,  fer- 
,  du  cylindre  qui  doit  en  former  le  contour.  Si  cette  trace  est  repré- 
§e  par  une  équation  f(x,y)  =  0  qui  donne 

X  =  f(y)±\/^  (y), 
ilume  considéré  est  représenté  par 


•'  ».      *>  fis 


'.  y,  étant  les  ordonnées  maximum  et  minimum  de  la  courbe 

la  trace  borizonlale  du  cylindre  est  sinueuse  et  que  son  équation 
nisse  plus  de  deux  valeurs  de  x  en  y,  le  volume  s'exprime  purpla- 
■s  intégrâtes  doubles  dont  les  limites  par  rapport  à  x  sont  les  diffé- 
es  valeurs  de  x  en  fonction  de  y,  prises  deux  à  deux  en  ordre  cou- 
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venable,  et  les  limites  par  rapport  à  y,  les  ordonDées  maximum  et 
minimum  des  différentes  branches  de  la  courbe  sinueuse. 

Le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  est  celui  où  le  cylindre, 
qui  comprend  le  volume  à  cuber,  projette  sur  le  plan  horizontal  le  con- 
tour apparent  de  la  surface.  Si  ce  contour  est  limité  dans  les  deux  sens 
des  X  et  des  ^,  on  calcule,  comme  il  vient  d'être  dit,  le  volume  droit 
compris  entre  la  surface  entière  et  le  plan  horizontal. 

Si  le  contour  est  illimité,  par  exemple,  dans  le  sens  des  x  positifs  et 
limité  dans  le  sens  des  x  négatifs,  on  peut  le  terminer,  dans  le  sens  des  x 
positifs,  par  une  parallèle  x=  x^  à  l'axe  des  y;  alors  37  =  x  (y)  étant  la  ' 
valeur  de  x  tirée  de  l'équation  du  contour  apparent,  le  volume  est 
représenté  par 


(2) 


dy  \       F  (ar,  y)  dx, 

•^ïAy) 


Vo  cl  jli  étant  les  ordonnées  limites  de  la  base  du  cylindre  sur  la  droite 
x=Xj,  ou  par  plusieurs  intégrales  de  même  forme  avec  d'autres  de  la 
fonne  (i)  si  la  base  du  cylindre  comprend  plusieurs  branches  du  con- 
tour apparent,  et  que  ce  contour  présente  des  points  maximums  et  mi- 
nimums par  rapport  à  y. 

Bile  contour  apparent  est  illimité  dan^  les  deux  sens  des  x  positifs  et 
négatifs,  on  le  termine  par  des  parallèles  à  Taxe  des  y^x=:XQeix=x\ 
qui  rencontrent  le  contour  apparent  et  forment  avec  lui  un  espace  clos 
sur  le  plan  des  xy;  alors,  outre  des  intégrales  de  la  forme  (1)  ou  (2),  l'ex- 
pression du  volume  en  comprend  d'une  troisième  forme 

(3.)  r  dy  r  F  (X,  y)  dx. 

Si  la  surface  n'a  pas  de  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  en 
ce  sens  que  ses  points  projetés  parallèlement  à  l'axe  des  z  recouvrent 
tout  le  plan  des  xy,  on  peut  former  sur  ce  plan  un  contour  rectangu- 
laire au  moyen  de  deux  parallèles  à  l'axe  des  y,x=XQ,  x=x^y  et  de 
deux  parallèles  à  Taxe  des  x^y=iyQ^y^=^y^^  et  le  volume  s'exprime  par 
une  intégrale  de  la  forme  (3); 

Gela  posé,  la  conjuguée  à  abscisses  et  ordonnées  réelles  se  cubera 
exactement  comme  la  surface  réelle,  car  Ux  et  dy  étant  réels  et  ^  (a;,  y) 
seul  imaginaire,  la  partie  réelle  de  l'intégrale 


jdyJY  (x, 


y)dx 


représentera  le  volume  terminé  à  la  surface  diamétrale,  correspondant 
aux  cordes  parallèles  à  l'axe  des  z,  de  la  partie  considérée,  et  la  partie 
imaginaire  le  volume  compris  entre  la  surface  diamétrale  et  la  conju- 
guée. 

i5 
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l'on  prenait  dans  le  plan  horizontal  un  contour  Terme  quel 
irlie  placé  au-dessous  de  la  surface  réelle,  partie  au-ilss 
surface  imaginaire,  l'intégrale,  abstraction  faite  du  iigni 
1  remplacerait  par  1,  représenterait  la  somme  des  volume^ 
ts  terminés  à  la  surface  réelle  et  à  la  surface  imaginaire, 
trouver  dans  celte  remarque  le  moyen  de  simplifier  quelque- 
édé  de  calcul  habituellement  employé  pour  cuber  la  surric; 
effet,  une  intégrale  de  la  l'orme 


jt^^j: 


F  {x,  y)  dx 


ement  plus  aisée  à  obtenir  que  celles  des  deux  autres  forme:. 
les  limites  x^  et  x^  y  sont  constantes  au  lieu  d'être  des  fanc- 

cdtle  intégrale  donne  un  volume  à  base  rectangulaire  et  mu 
è  au  contour  apparent  de  la  surface,  ce  qui  est  babituelle- 
nl  on  a  besoin. 

ce  contour  rectangulaire  dépai'se  le  contour  apparent  de  li 
Ile,  l'intégrale  représentera  sous  forme  réelle  le  Tolume  fj 
compris  entre  la  surface  réelle  et  le  plan  borizontal,  wlanx 
>ur  base  tout  ou  portion  du  contour  apparent,  plus  le  volume 
îe  diamétrale  compris  dans  l'intérieur  d'un  cylindre  limilf 
r  apparent  de  la  surface  réelle  et  au  contour  rectangulaiw. 
rme  imaginaire,  le  volume  compris  dans  ce  même  cylimin 
rface  diamétrale  et  la  surface  imaginaire. 
i  surface  diamétrale  est  précisément  le  plan  deszy,  soqid 
nul,  et  l'intégrale  ne  se  composera  plus  que  de  deux  partie. 
B  qui  sera  ce  que  l'on  cherchait,  et  l'autre  imaginaire  qui  ■* 
sémenl. 

face  diamétrale  était  quelconque,  il  faudrait  la  cuber  à  pad 
nènerait  en  général  la  difUcullé  qu'on  voulait  éviter;  cep«D- 
id  il  s'agira  de  trouver  le  volume  compris  entre  les  deuv 

la  surface  réelle,  que  sépare  le  plan  diamétral  qu'elleaf" 
ivec  sa  conjuguée,  ce  volume  devant  s'obtenir  par  uoe  sous- 
1  le  volume  de  la  surface  diamétrale  disparaîtrait  comme 
tmune,  rien  ne  s'opposera  plus  à  la  réussite  de  l'artitice  qu' 
Ions. 

Iculer  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xi/  et  une  conj"- 
:onque,  on  pourrait  rendre  d'ahord  ses  abscisses  et  ses  ordou- 
s,  en  changeant  la  direction  de  l'axe  des  s,-  mais  nous  allons 

est  représenté  par  la  même  intégrale  double  qui  donne  le 
:  la  surface  réelle,  ii  la  différence  près  toutefois  d'uae  iut^ 
Je  qui  formera  une  partie  complémentaire  analogue  il ce"^ 
lit  la  recherche  de  l'aire  d'une  conjuguée  quelconque  i^oe 
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Cxibature  d'une  quelconque  des  conjuguées  dont  les  ordonnées  'i  et^ 

seules  sont  imaginaires. 

228.  Les  ordonnées  2  et  x  de  la  conjuguée, considérée  étant  seules 
imaginaires,  pour  rendre  réelles  ses  abscisses,  il  suffirait  d'incliner  con- 
venablement. Taxe  des  z  dans  le  plan  des  zx;  en  d'autres  termes,  les 
cordes  réelles  de  la  conjuguée  seront  parallèles  au  plan  des  zx. 

Cela  posé,  la  question  peut,  sans  inconvénient,  être  réduite  à  déter- 
miner le  volume  compris  entre  la  conjuguée  considérée,  un  cylindre 
parallèle  à  ses  cordes  réelles  et  le  plan  des  xy  :  si  Ton  voulait  ensuite 
donner  aux  génératrices  du  cylindre  une  autre  direction,  sans  changer 
la  courbe  suivant  laquelle  il  devrait  couper  la  conjuguée,  la  correction 
à  faire  se  réduirait  à  Tintroduotion  de  l'intégrale  simple  qui  exprimerait 
la  différence  des  volunies  des.deux  cylindres. 

La  question  ainsi  posée  n'exige  aucune  invention  nouvelle;  chaque 
plan  parallèle  aux  xz  donne  dans  le  cylindre  considéré  une  section  tra- 
pézoïdale dont  l'aire,  les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangu- 
laires, est  exprimée,  comme  on  Ta  vu  au  n®  222,  par 


'0 


-Cfi  -■"  3 


l  +  r''F{x,y).dx, 


2G 

['^O'^ol?  [^D  ^i]  étant  les  deux  points  où  le  plan  parallèle  aux  xz,  dont  il 
s'agit,  coupe  l'intersection  de  la  conjuguée  et  du  cylindre,  et  l'intégrale 
étant  prise  comme  si  y  était  constant. 

Le  volume  compris  dans  le  cylindre  entre  deux  plans  parallèles  aux 
xz^  inOniment  voisins,  est  donc 


*-v-'+X.-.  "<''■*>  4 


et  le  volume  cherché,  si  y =yo  ®t  y =^1  sont  les  deux  plans  "limites  qui 
comprennent  le  cylindre,  est  représenté  par 

expression  qui  ne  diffère  que  par  une  intégrale  simple  de  la  formule  du 
volume  indéfini  de  la  surface  réelle. 

Dans  cette  expression,  la  partie  réelle  représente  le  volume  compris 
dans  le  cylindre  considéré  entre  le  plan  des  xy  et  le  diamètre  qui  par- 
tage en  parties  égales  les  cordes  réelles  de  la  conjuguée,  et  la  partie 
imaginaire,  le  volume  compris  dans  le  même  cylindre  entre  la  conju- 
guée et  son  diamètre. 


/ 


/ 
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idre  est  circonscrit  à  ta  surface  réelle,  l'inlégrale  simple 


r*(^) 


volume  compris  entre  ce  cylindre  et  un  autre  qui,  coupuil 
elle  suivant  la  même  courbe,  aurait  ses  géDératrices  paial- 

en  supprimant  donc  cette  intégrale  simple,  I1ntégral« 
este 

volume  de  la  conjuguée  compris  dans  un  cylindre  parai- 


Cubaiure  d'une  conjuguée  qtieiconquc. 


C  étant  les  deux  caractéristiques  de  la  conjuguée  consi- 
irdes  réelles  seront  parallèles  à  la  droite 


l'expression  du  volume  compris  entre  une  portion  de  cette 
i^ylindre  parallèle  à  ses  cordes  réelles  et  le  plan  des  xy,  aoui 

comme  en  géométrie  plane. 

Etit  de  la  surface  réelle,  et  que  la  rapportant  successivement 
ïiitifs  {x,  y,3)  et  à  de  nouveaux  axes  {x;  y,  «')  dont  le  der- 
illèle  à  la  droite  anciennement  représentée  par  les  éqaa- 

f.  y  =  ,-i,  on  formât  les  deux  intégrales 

fyj  idx      et     3in  (Y.  Z'X)  fdy'  Isxn  Z'X  Çz  'dA 

lour  limites  les  coordonnées,  dans  l'ancien  et  le  nouveau 
)  points  d'une  même  courbe  tracée  sur  la  surface  :  ces 
les  différeraient  entre  elles  de  l'intégrale  simple  qui  exprî- 
érence  des  volumes  des  deus  cylindres  parallèles  l'un  aui 
t  =',  terminés  d'une  part  à  la  courbe  choisie  et  de  l'autre  au 


TTFir 


I  ^ 
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Cette  intégrale  simple,  en  désignant  par  u  une  ordonnée  perpendi- 
culaire à  la  fois  aux  z  et  aux  z\  est 

sin  ZZ'  . 

au 


2 


'  l  z  .z\d 


qu'on  peut  exprimer  en  fonction  de  z,  j:  et  y  de  la  manière  suivante  : 

z 

D'abord  z'  = — -„  ce  qui  réduit  l'intégrale  considérée  à 

cos  ZZ 


tang  ZZ' 


fz^du; 


en  outre  des  plans  parallèles  aux  z*  et  aux  z,  puisque  les  z'  sont  parallèles 

i  i 

à  la  droite  x  =  -  s,  y  =  —  z,  ont  pour  équation  générale 

C'y  —  Cx  =  k, 
la  distance  u  d'un  point  x^  y,  zh  Tun  de  ces  plans  est  donc 

C'y  —  Cor  —  A: 


par  conséquent 


\/c»  +  C* 


Gdy  —  Cdx 
dn=      ^ 


SJC?  +  C»  ' 


d'un  autre  côté 


cos  ZZ'  = 


VC^  +  C'  +  I 


el  par  suite 


tang  ZZ'  =  y/c*  +  C*. 
La  substitution  donne  pour  la  partie  complémentaire  cherchée 


iyzMC'rfy.-Crfr), 


expression  dans  laquelle  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  des  points  de  la 
courbe  qui  limite  la  portion  de  volume  qu'on  voulait  calculer,  de  sorte 
que  dx  et  dy  peuvent  y  être  exprimés  en  fonction  de  z  et  de  dz  au 
moyen  de  l'équation  de  la  surface  et  de  la  condition  qu'on  y  a  adjointe 
pour  définir  la  courbe  en  question. 

En  résumé  donc,  s'il  s'agissait  de  la  surface  réelle,  on  aurait  identi- 
quement 
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CJx), 


dy'jz'dx  =jdyjzdx  -  i  J*a'  (G'rfy  - 

ans  les  deux  intégrales  doubles  les  coordon- 
ivelles  des  points  correspondants  de  la  surface, 
■aie  simple  x,  y,  i  seraient  les  coordonnées  à<- 
icée  sur  la  surface  pour  limiter  la  portion  i  la- 
t  les  deux  volumes  considérés, 
iolue  de  sa  nature,  convient  aussi  bien  à  des  h- 
lordonnées  qu'à  des  valeurs  réelles;  si  donc, 

:  =  F{x,  y) 

n  de  la  surface  réelle, 

re  réel  qui  doit,  dans  la  conjuguée  dont  les  a- 
p,  intercepter  le  volume  considéré,  et  que  te 


X  =  ,(j)±+(y), 

ésenté  par  l'intégrale 

(ï,  Z'X)  sm  Z'xfdsfz'dr' 

inutile  d'indiquer,  auraient  été  prises  conïena- 
'ésenté  par 


±  t  (ri,  »!  I    (C  _  C  ,'  (j)  T  C  f  (s)J  dy, 

■tes  y^  et  y,  seraient  les  ordonnées  maximum  el 
qui  limite,  sur  la  conjuguée,  la  portion  de  h 
ipond  le  volume  cherché. 
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Quadratures  des  surfaces, 

i!50.  L'intégrale  qui  donne  l'aire  d'une  surface  /'(x,y,2)=:0est 

JJdxdyy/i+p'  +  q' 

peiq  désignant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  par  rap* 
port  à  y. 

Cette  formule  ne  pourrait  pas  être  utilisée  à  la  quadrature  des  conju- 
guées;-elle  ne  pourrait  même  généralement  pas  Têtreà  la  quadrature 
de  l'enveloppe  imaginaire,  quoique  p  eiq  fussent  réels  le  long  de  cette 

enveloppe  et  que  =  représentât  bien  le  cosinus  de  l'angle  du 

plan  tangent  à  cette  enveloppe  avec  le  plan  des  xy^  parce  que  dx .  dy  ne 
représenterait  généralement  pas  la  projection  sur  le  plan  desxy  de  Té- 
lémenl  de  l'enveloppe. 

Toutefois  la  formule  redeviendrait  applicable  si  les  coordonnées  x  et 
y  de  Tenveloppe  étaient  imaginaires  sans  parties  réelles,  comme  cela 
arrive  pour  les  enveloppes  imaginaires  des  conjuguées  des  surfaces  du 
second  ordre,  rapportées  à  leurs  centres. 


1 
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AtBSS  AU  CENTRE  DU  CERCLE   RtIL  KT  DES  TRUnGLES 
AIRES  ùtttHia   PAH  DES  DONnfiES   BËEtLES 


d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle  y 
•i  donne  les  lignes  Irigonométriques. 


I     dx  \ja*  —  x' 

demi-segment  intercepté  dans  le  cercle  y*  -^3?=a' 
oenées  à  des  distances :i:,  et  2:  du  centre;  la  même 
entée  par 

^0  ^\  ,  ^  n — :i    ^0  n — z; 

—  —  arc  cos  - 1  +  -  yo  —  ^  ~1T  v"  —  ^• 
.  /         ^0  ^\  ,  ^  n — :    *o  n — i;î 

r  I  arc  cos  — — arc  cos  - 1  -f-  ;rV'' — ^ — -^\<^—^f 
est  limitée  à  droite  par  la  tangente  x=:a,  l'égalité 

r-^ ■— a*  Xa       x^    r^ 


la*  —  3^  =  —  -r  a™  cos  -  +  -  va*  —  j". 
2  a       2 

:and  que  a,  cette  égalité  peut  s'écrire 

^3?  —  a'  =  —  -  arc  cos  -  +  5  yf—î  v'?- 


-,       -*. 
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OU  bien    •  ' 


f     dx  vx'  —  a*  =  — ^TT arc  cos  -  4-  -  \x^  —  a*, 

a  2  a       2 

Mais  I    dxyjoc^ — a*  représente  l'aire  du  demi-segment  intercepté  dans 

lliyperbole  équilatère  y'  —  ar*  =  —  a*,  entre  le  sommet  de  cette  courbe 
et  l'ordonnée  menée  à  la  distance  x  du  centre;  l'aire  de  ce  segment  est 

donc 

€?  \l —  1  X     .     X 


arc  cos  — (-  -  y^*^-  a*  ; 

d'un  autre  côté,  l'aire  du  triangle  compris  entre  l'axe  des  x^  Tordon- 
née  de  l'hyperbole  menée  à  la  distance  x  de  l'origine  et  le  rayon  mené, 
du  centre  au  point  [or,  y]  de  la  courbe  est 

par  conséquent  le  secteur  hyperbolique,  compris  entre  les  rayons  diri- 
gés an  sommet  et  au  point  [x^  y],  étant  la  dill'érence  du  triangle  et  du 
segment,  son  aire  sera 


a*  V —  *  ^  ■ 
^- —  arc  cos  - . 

2  a 

En  désignant  donc  par  ^i  le  rapport  de  l'aire  de  ce  secteur  à  celle  du 
carré  construit  sur  le  rayon  a  comme  diagonale,  on  pourra  écrire 

a"  si — 1  X      û*  . 
^— arccos-  =  -J<, 

OU 

X  I 

arc  cos  -  =  J;  v —  ^  • 

a       ^ 

Ainsi  la  valeur  absolue  de  l'angle  imaginaire,  sans  partie  réelle,  dont 
le  cosinus  est  une  quantité  réelle  -,  plus  grande  que  1,  est  le  rapport 

â-j-ou  au  carré  construit  sur  a  commer diagonale,  du  secteur  intercepté 

dans  Vhyperbole  équilatère  y*  —  a?'  =  — a',  entre  l'axe  transverse,  la 
courbe  et  le  rayon  mené  au  point  dont  l'abscisse  est  x. 
Lorsque  a  et  x  varieront  ^propor^onnellement,  le  rapport  des  aires 

du  secteur  hyperbolique  et  du  carré -restera  constant,   en  sorte  que 

2 
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i  imaginaire  ^  \~i  ne  variera  pas  ;  d'ailleurs,  x  ety  it  trouiu! 
iliés  par  un  mËine  nombre,  l'anj^le  réel  formé,  avec  l'aie  trait 
par  le  rayon  de  l'hyperbole,  mené  au  point  [x,  y],  coosemn 
la  même  ouverture.  L'angle  réel  et  l'angle  imaginaire  dépendu» 
'un  de  l'autre,  ils  pourront  être  figurés  l'un  par  l'autre. 

I.  Pour  résumer  ce  qui  précède,  et  le  compléter  de  manière  i 
'  à  la  rois  les  six  lignes  I  rigonométriques  d'un  angle  formé  d'uDt 
)artie  réelle  ou  imaginaire,  c'est-à-dire  ayant  l'une  ou  l'autre  it 
iç  ou  iji  \j —  i ,  nous  dirons  : 

ans  l'équation  y*-\-x'  =  i  on  donne  à  x  une  valeur  réelle  quel- 
e  et  qu'on  prenne  la  valeur  correspondante  de  y,  réelle  ou  imaji- 
X  et  y  seront  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  réel,  ou  imaginairt 
artie  réelle,  dont  la  valeur  absolue  serait  le  double  de  la  mesure 
:teur  circulaire  ou  hyperbolique  intercepté  entre  l'axe  des/ ell' 

mené  au  point  [x,  y]  ;  -  sera  la  tangente  de  cet  angle,  -  ensenli 

fente,  -  la  sécante  et  -  la  cosécaote. 

X  y 

osinusetlasécanLe  d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle  seroii 
te  sinus,  la  tangente,  la  cotangente  et  la  cosécante  seront  imagi- 
,  mais  n'auront  pas  de  parties  réelles  [*]. 


tstruction  d'un  angle  en  partie  réel,  en  partie  imaginairt, 
dont  les  lignes  trigonométriques  sont  données. 

\.  Si  dans  l'équation  y*  -|-  x*  =  1  on  attribue  à  x  une  valeur  itna- 
e  o  -|-  p  V — 1,  et  qu'on  tire  la  valeur  correspondante  de  J> 
Cv'—T,  a-\~^\[^{  et  a'  +  ^G\/— 1  seront  le  cosinus  et  le  sinui 
ingle  en  partie  réel,  en  partie  imaginaire,  9  +  ')'  v'—ï  :  lesdeu' 
s  cp  et  ifi  de  cet  angle  s'obtiendront  aisément  par  la  règle  suivante. 
int  [x,  y]  appartenant  à  la  conjuguée  C  du  cercle,  si  l'onjoim 
Lre  à  ce  point,  au  point  où  la  conjuguée  C  toucbe  la  courbe  réelle. 
i  l'origine  de  tous  Us  angles,  c'est-à-dire  à  l'extrémité  droite d" 
tre  du  cercle  couché  sur  l'axe  des  x,  les  trois  Eayons  ainsi  menft 
;pteront  un  secteur  circulaire  et  un  secteur  hyperbolique  :  f  sen 


las  Jes  fiits  que  nous  venons  ds  rapporter  étaient  connus  depuis  Is  Bn  <lu  de^ 
cIb.  Hais  la  dé':ouverte  en  éuit  resiée  stérile  jusqu'ici,  psrca  qu'elle  soif  ^" 
aent  Toriuite.  ' 
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le  double  de  la  mesure  du  secteur  circulaire  et  ^  le  double  de  la  mesure 
iu  secteur  hyperbolique. 
En  effet,  si  l'on-  fait  tourner  les  axes  de  l'angle  dont  la  tangente 

est  —  p  de  manière  à  amener  Taxe  des  x  en  coïncidence  avec  le  rayon 

mené  au  point  de  contact  de  la  circonférence  et  de  la  branche  de  la 
conjuguée  C,  sur  laquelle  se  trouve  le  point  [x^  y],  la  nouvelle  abs- 
cisse x'  du  même  point  [x,  y]  sera  réelle  et  son  ordonnée  y'  imaginaire 
sans  partie  réelle  ;  l'angle  du  rayon  mené  au  point  [x\  y]  avec  le  nou- 
vel axe  des  x  sera  donc  imaginaire  sans  partie  réelle;  d'un  autre  côté, 
sa  valeur  algébrique  sera 


?  +  +  V— ^  —  ârotang  (— g)î 


Fangle  9  ne  différait  donc  pas  de  arc  tang  ( — -),  c'est-à-dire  que  sa 
mesure  était  bien  le  double  de  la  mesure  du  secteur  circulaire. 
Quant  à  ^1^  y/ —  1,  sa  tangente —,  étant  aussi  celle   du  double  du  sec- 

X 

teur  hyperbolique,  le  double  de  ce  secteur  et  l'angle  ^  ne  feront  donc 
qu'un. 

On  pourrait  donner  de  ce  théorème  la  démonstration  suivante  qui, 
saus  rien  ajouter  à  l'évidence  des  faits,  présente  cependant  une  analo- 
gie assez  remarquable  avec  la  dé- 
monstration la  plus  usuelle  des  théo- 
rèmes relatifs  à  l'addition  des  arcs 
réels,  pour  mériter  d'être  consi- 
gnée. 

Soient  M  {fig.  8)  un  point  quel- 
conque d*une  conjuguée  TNT'  du 
cercle  OA,  dont  le  rayon  sera  pris 
pour  unité,  N  le  point  de  contact 
des  deux  courbes,  cp  le  double  de 
l'aire  du  secteur  circulaire  AON, 
'^  le  double  de  Taire  du  secteur 
hyperbolique  NOM,  enfln  x  et  y  les  • 
coordonnées  imaginaires  du  point 
M  :  on  sait  que  les  parties  réelles  ir,^^  8, 

de  X  et  de  y  seront  les  coordonnées 

du  milieu  Q  de  la  corde  réelle  de  la  conjuguée,  menée  par  le  point  M, 
c està-dire  OS  et  SQ,  et  que  leurs  parties  imaginaires  seront  les  diffé- 
rences des  coordonnées  des  points  Q  et  M,  c'est-à-dire  —  QI  et  TM, 
de  sorte  que 

X  =  OS  —  QI  V^ 


-  ^T 


i,  comine 

=  sinip,      0P=  cosç,      MO  V— <  =sinij;  y'— 1, 

00  =  cos  4-  v'^, 
i  semblables  OQS  et  ONP  d'une  part,  OQS  et  MQ1  de  l'aulri 

=  cos  T  cos  (+  V-D,  "    01  =  ''"^^"JL^"^, 

/.     I — 7\       ...       cosw  sin  ii  V — l) 

=  siny  cos  U  y/~  I),      IM  =  — ï — T==2 ^, 

V-T 

cos  (if  v' — 1_)  —  sio^  sÎD  (if  v'— ï)  =  "OS  {^  +  ■}>  \'— 1' 


cos  (i|<  v'— ^)  +  cos  ip  sin  (^,  \/—  l)  =  sin(^  +  •^v'— "■ 

à  suivre  pour  construire  l'angle  imaginaire  dont  on  douer 

le  tosinus,  ou  toute  autre  ligne  tri gono métrique,  x  Aiiui 
aent  de  ce  qu'on  vient  de  voir. 

qui  va  du  centre  au  point  dont  les  coordonnées  soal  It 
les  du  sinus  et  du  cosinus  donnés,  fait  avec  le  diamètre  ori- 
:1e  égal  à  la  partie  réelle  de  l'angle  chercbé,  et  le  point  Je 
le  cette  droite  avec  la  circonférence  est  le  sommet  de  l'ari 
I  qui  doit  servir  de  base  au  secteur  dont  l'aire  doublée  ser^ 
laginaire  de  l'angle  cbercbé  ;  enfin  les  parties  imaginaires 
»>sinus  donnés,  ajoutées  aux  parties  réelles  des  mêmes ligDf^ 
les  coordonnées  de  la  seconde  extrémité  de  l'arc  hyperd" 
estioD.  

imaginaire  ■^  V —  *  ^^  l'angle  ?  +  ij"  ij—l  se  compte  comnif 
elle  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite,  selon  quVIl^ 
I  ou  négative.  De  sorte  que  les  deux  angles  Ep-J-<fV—' 
I  sont  les  inclinaisons,  sur  l'axe  des  x,  des  rayons  meoe^ 
ilés  d'une  même  corde  réelle  de  la  conjuguée  dont  l'a^ 
bit  avec  l'axe  des  x  l'angle  réel  9,  ou  dont  la  caractéri 
1 

tangf 


w, '.^"il 
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On  retrouTe  aisément  sur  la  figure  les  formules  analytiques  des 
ngles  qui  correspondent  à  une  ligne  trigonométrique  donnée.  Ainsi  à 
n  sinus  y  correspondent,  en  vertu  de  Téquation  ^'-f-^'==^»  ^®ux 
osinus  X  égaux  et  de  signes  contraires;  or  \^  partie  réelle  de  x  chan- 
;eant  de  signe,  l'angle  (p,  d'après  la  règle  énoncée,  se  change  en 
c  —  cp;  d'un  autre  côté,  la  partie  imaginaire  de  x  changeant  de  signe 

^n  même  temps  que  la  partie  réelle,  ^  \/ —  4  se  trouve  changé  en 

—  ^  V —  4 ,  de  sorte  que  l'angle  devient 

7c  —  9  —  +  V—  h 
ou 

Ainsi  tous  les  angles  qui  répondent  à  un  môme  sinus  sont  donnés  par 
les  formules 

2K7C  +  (?  +  +  V^) 
el 

Le  mode  de  représentation  que  nous  proposons  pour  les  angles  ima- 
ginaires  est  donc  aussi  fidèle  que  propre  à  faire  image. 
La  formule 


„„,i(+v::îj=v/i±i5if£i} 

fournit  une  construction  simple  de  la  bissectrice  du  secteur  hyperbo  - 

liqiie.  De  même  la  formule  qui  donne  cos  (w^j;  y-— l)   en  fonction   de 

CCS  (+ V"^  \)  pourrait  être  employée  à  la  répétition  d'un  secteur  hyper- 
bolique. Mais  il  est  important  d'observer  que,  bien  que  dans  l'adÂtion 
des  angles  imaginaires  les  secteurs  imaginaires  se  comptent  les  uns  à  la 
suile  des  autres,  cependant  le  secteur  hyperbolique  propre  à  figurer  un 

angle  imaginaire  ^  V^ — 1,  considéré  isolément,  ne  peut  jamais  ôtre 
compté  à  partir  d'un  rayon  incliné  sur  l'axe  transverse  de  l'hyperbole 
à  laquelle  ce  secteur  doit  appartenir;  l'origine  de  Tare  d'hyperbole  qui 
correspond  à  un  angle  imaginaire  isolé  est  toujours  l'un  des  sommets 
de  cette  hyperbole. 
La  tangente  d'un  angle   imaginaire    sans   partie   réelle   ne   peut 

croître  que  de  —  \/ — \  à  -j-  V — ^»  lorsque  l'angle  lui-môme  croît  de 

— «  V"-l  à-f-oo  V — i.    L'inclinaison  réelle  qui  correspond  à  un 

angle  imaginaire  ±:  oo  V —  i  n'est  que  de  ±  7  ou  ±:  45*»* 
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réelle  |i  correspondant  à  un  angle  imaginùre  •i\~\ 
ir  l'équation 

tang  {'V  V—  1  )  =  V—  f  lang  ji. 


t  facilement  jt  en  fonction  de  ^. 
le  nous  nous  proposons  est  de  faire  intervenir  directi- 
aginaire  dans  la  solution  de  toutes  les  questions  qui  es 
,  sans  retourner  jamais  à  l'angle  réel  correspondant. 


')es  triangles  viiaifinaires  en  général. 

Ère  la  plus  convenable,  parce  qu'elle  est  la  plus  géne- 
in  triangle  quelconque,  réel  ou  imaginaire,  est  de  doij- 
lées  de  ses  trois  sommets. 

].  i^"'  y"]  désignant  les  coordonnées  des  trois  sommeL- 
ipporté  à  des  axos  quelconques,  faisant  entre  eui  un 
ures  des  côtés  de  ce  triangle  seront  pour  nous,  par  de- 


^f  +  W 

-!/■)•  + i{x 

-»")(y- 

-y"}cose, 

*-)■+(»■ 

-!/')'  + H' 

-"•)W- 

-  y"')  cos  9 

0*  +  (i'"-y7  +  2(y'-x")(y"-,Ocos'»; 
riangle  pourront  être  fournis,  par  exemple,  par  les  fo'- 

a'  =  6'  -|-  c*  —  2^  cos  A , 
*'  =  a'  -I-  c"  —  2ac  cos  B, 
c'  =  h'  -\-  b'—iab  cos  C, 

■emplacer,  en  tout  ou  en  partie,  et  à  volonté,  par 

^±_^_b _c_ 

sin  A       sinB       sinC 

formules  qui  s'en  déduiraient. 
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La  surface  sera  ' 

>/p{p—a)(p^à){p-^c); 

et  de  môme,  tous  autres  éléments  constitutifs  du  triangle,  tels  que  hau^ 
teurs,  bissectrices,  médianes,  etc. ,  seront  fournis  par  les  mêmes  équa- 
tions qui  les  donneraient  dans  un  triangle,  réel. 

La  question  ne  consistera  donc  pas  dans  la  détermination  des  élé- 
ments inconnus  d'un  triangle  suffisamment  défini,  ou  dans  la  résolution 
analytique  de  ce  triangle,  puisqu'elle  se  bornerait  dès  lore  à  la  répé- 
tition de  calculs  déjà  faits  dans  rbypothèse  de  triangles  réels:  elle  sera 
de  donner  à  chacune  des  équations  qui  devraient  entrer  dans  le  calcul 
un  sens  précis  et  intelligible,  qui  fournisse  Tcxpression  de  la  condition 
graphique,  correspondante,  à  laquelle  devraient  satisfaire  les  incon- 
nues; de  manière  qu'il  suffise  ensuite  de  rapprocher  les  trois  condi- 
tions propres  à  chaque  groupe  de  données  pour  en  déduire  la  règle  à 
suivre  dans  la  construction  effective  du  triangle  inconnu. 

258.  Hais  la  question  même  supposant  la  démonstration  préalable 
de  l'identité  permanente  du  triangle  et  de  ses  éléments,  nous  devons 
d'abord  établir  cette  identité. 

Or,  en  premier  lieu,  si  les  axes  viennent  à  changer  d'une  manière     * 
quelconque,  les  coordonnées  nouvelles  des  trois  sommets  du  triangle, 
tirées  des  formules  vulgaires  de  transformation,  fourniront  toujours,  • 

on  le  sait,  les  trois  mêmes  points  du  plan  ;  ce  qui  suffit  pour  établir  l'i- 
dentité graphique  du  triangle  imaginaire,  aussi  bien  que  réel. 

D'un  autre  côté,  aucune  transformation  de  coordonnées  ne  pourra 
jamais  altérer  les  expressions  algébriques  ni  des  côlés,  ni  des  angles,  ni 
de  la  surface,  ni  de  tous  autres  éléments  du  triangle,  quelles  que  soient 
les  données  qui  le  déterminent. 

Parce  que  d'abord  l'identité  de  la  chose,  qui  va  de  soi  quand  cette 
chose  est  réelle,  entraîne  nécessairement  l'identité  analytique  de  la  for- 
mule qui  la  représente,  dans  un  mode  quelconque  ;  et  qu'il  suffit  d'ail- 
leurs de  savoir  que  cetje  identité  analytique  subsiste  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  des  variables  contenues  dans  la  formule,  pour  pouvoir  4 

affirmer  qu'elle  ne  stf'ait  pas  troublée  par  l'attribution  à  ces  variables 
de  valeurs  imaginairfs. 

11  résulte  de  ce  om  vient  d'être  dit  que,  quel  que  soit  le  triangle  que 
nous  ayons  à  étuaer,  nous  pourrons  toujours  choisir  les  axes  à  vo- 
lonté, sans  risque^'altérer  la  question  en  quoi  que  ce  soit. 

i 

256.  Comme  |ous  l'avons  dit  précédemment,  la  définition  des  élé- 
ments inconnusA'un  triangle  imaginaire  se  trouve  dans  les  formules 
mêmes  qui  doimnt  fournir  ces  éléments  el  qui  les  donneraient  dans  le  J 

cas  analogue  d1  q  triangle  réel  ;  il  est  donc  bien  entendu  que  ce  sera 
loujours  de  ces  ^rmules  qu'il  faudra  se  servir  pour  résoudre  le  triangle 
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faire  doit  être  réglé  par  une  reslriclioD 

le  trigonométrie  rectiligne  atlribuenl  ei 
)utes  les  inconnues  qu'oc  en  veut  tiret, 
résulte  ne  présente  aucun  incoméniect 
éel;  mais  elle  subsisterait  d'une  manièrf 
igle  imaginaire,  si  l'on  ne  prenait  soin  de 
Bgure. 

n  se  soit  servi  poar  résoudre  un  triangle. 
mettre  les  résultats  à  ta  condition  de  k- 


ilors  complètement  levée,  elle  n'aJTecten 
tments  en  particulier  ;  elle  portera  sur 

le  deux  angles  et  un  côté,  dans  ce  cas  I) 
éterminera  le  troisième  angle  sans  ambi- 
3  des  rapports 


is  trqis  dénominateurs,  les  deux  autre.' 

l'angle  compris,  on  connaîtra  la  somme 
vérité,  on  pourra  partager  cette  somme 
irlies  dont  les  sfnus  soient  proportionnel* 
ce  ne  pourra  être  qu'en  ajoutant  un 
'un  des  angles  inconnus  et  retrancbant 
tuant  au  troisième  côté,  il  changera  de 
primilir,  selon^^ue  l'on  aura  ajouta  i 
Janclié  à  l'autre '«n  multiple  impair  on 

l'angle  opposé  à  \un  d'eux,  les  deiiï 
t  déterminés,  ainsi  ^e  le  dénominateur 
iteur  de  ce  second  rapport  sera  complé- 
I  angles  inconnus  pourront  encore  îti^ 
d'un  même  multiple  ne  n  :  par  suite  le 
le  signe.  ^ 

ôtés,  pour  que  lei 


-  ^'"^  _  ?ii  ^ 


\ 


■■a-       I 
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A  +  B  +  G  =  7c, 

restassent  satisfaites,  on  ne  pourrait  qu'augmenter  l'un  des  trois  angles 
l'un  multiple  de  2ic,  en  diminuant  les  deux  autres  d'autres  mullipies 
ie  2^,  qui  formassent  la  même  somme. 

237.  Les  observations  que  nous  venons  de  présenter  conviennent  à 
toutes  les  hypothèses  ;  mais  nous  nous  bornerons  ici  à  étudier  le  cas  où 
les  triangles  en  question,  bien  qu'imaginaires,  seraient  définis  par  des 
données  réelles. 

238.  Les  deux  premiers  cas,  où  l'on  donne  soit  un  côté  et  les  deux 
angles  adjacents,  soit  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ne  pouvant  alors 
fournir  de  valeurs  imaginaires  pour  les  autres  éléments  du  triangle, 
nous  n'aurons  pas  pour  le  moment  à  nous  en  occuper. 

Dans  le  troisième  cas,  où  l'on  donne  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à 

Vun  d'eux,,  le  triangle  peut  être  imaginaire. 
Soient  CAD  {fig.  9)  l'angle  donné,  AC  =  é  celui  des  côtés  donnés 

qui  doit  être  adjacent  à  l'angle  A,  CD  la  perpendiculaire  abaissée  de  C 

sur  âB,  enfin  CE  =  a  celui  des  côtés  donnés  qui  doit  être  opposé  à 

Vaugle  A. 

Le  côté  CE,  qui  doit  être  opposé  à  l'angle  A,  étant  moindre  que  la 
perpendiculaire  CD,  le  triangle  sera  im- 
possible. 
Les  formules 

a*  =  6*  -f-  c*  —  2fc  cos  A 
et 


donnent 

sin  G 
c 

écosA  dz 

sin  A 
a 

■* 

el 

y/a*  —  b* 

sin* 

A 

Sin  (i  =  -  sitt  A  co»  A  db  sin 


ïnk^û^i 


sin*  A 


Fig.  9. 


Sin  C  étant  composé  d'une  partie  réelle 

et  d'une  partie  imaginaire ,  il  en  sera 

de  môme  de  C.  Nous  commencerons  par  déterminer  la  partie  réelle 

de  C»  Pour  cela,  nous  retrancherons  de  cet  angle  un  angle  réel  (p  tel, 

que  sin  (C  —  (p)  n'ait  plus  de  partie  réelle  : 

sin  (C  —  <p)  =  sin  G  cqs  cp  —  cos  G  sin  9  ; 
pour  abréger  le  calcul,  nous  tirerons  cos  G  de  la  formule 


cos  G  = 


^ab 


16 
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em plaçant  c  par  sa  valeur,  donne 

cosG  =  —  ain'A  in  cos  A  \/l ;  sin' A, 

a  \  a 

ituant  les  valeurs  de  sin  C  et  de  cos  C,  on  trouve 


±  v' —  *  (sin  A  cos  ç  -[-  cos  A  sin  ?)  \/  j  9i°' 
<n  qui  détermine  f  est  donc 


le  est  donnée  par  l'équalion 


H/-i  =  sin(C-,)  =  ±v/-iy'| 


alion  de  ces  résultats  est  facile  à  former  :  La  cipconférenM 
point  C  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  ne  coupant  plu- 
iB,  elle  a  été  suppléée  par  celle  des  hyperboles  équilaLère-, 
centre  et  de  même  ruyon,  qui  pouvait,  comme  la  circonfé- 
per  AB  eu  deux  points  symétriquement  placés  par  rapport 
i-dire  par  l'hyperbole  ayant  son  sommet  en  Ë  ;  de  telle  sorte 
lyperbole  coupant  AB  en  B  et  B',  le  troisième  sommet  du 
t  B  ou  B',  le  troisième  cAté  c  est  AD  ±  DB  \/— 1,  l'angle  C 

o' 
Qgle  b  est 


si  nous  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD  et  pour  aie  des 


AIVGLES   IMAGINAIRES  AU    CENTRE   DU   CERCLE   RÉEL.  243 

y  une  perpendiculaire  à  CD,  au  point  G,  Téquation  de  Thyperbole  dont 
il  s'agit  sera 

y»  —  a:*  =  —  a», 
d'un  autre  côté,  Téquation  de  ÂB  sera 

a:  =  i  sin  A, 


BD  sera  donc  égal  à  Vé'sin"-^  —  a';  ainsi,  puisque 


c  =  6cosA  db  \lo? —  ft*sin*A, 


sa  valeur  est  bien  AD  ±BD  yf—ï;  quant  à  l'angle  C,  nous  avons  déjà 
vu  qu'il  a  pour  partie  réelle  AGD,  et  que  le  sinus  de  sa  partie  imagi- 

*  -I.  4  A        ^V  ,,         DB   I — ;         .   DB   /-—     ^         . , 

naire  est  ±  \  /  1 z  sin'  A ,  ou  —  v —  *  •  niais  —  v —  ^  est  aussi  le 

V  a*  a  a   ' 

^  ^  secteur  GEB   / — ;  . 

sinus  de  2 ; y —  ^  i  P^ir  conséquent 

<C^   .    ^secteur GEB    i — 7 

C  =  AGD  ±  2 5 V—  1. 

ar 

La  surface  du  triangle  considéré,  donnée  par  la  formule 

est  évidemment 

ACD  ifc  DGB  V^. 


En  sorte  que  si,  dans  l'expression  analytique  de  cette  surface,  on 

remplace^— 1  par  1,  il  reste  l'expression  de  la  surface  du  même 
triangle  supposé  réel. 

259.  Supposons  maintenant  qu'on  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle 
et  que  l'un  d'eux  se  trouve  plus  grand  que  la  somme  des  autres 

a  >•  ^  4"  ^• 

Soient  {fig.  lO)  BG  =  o,  BD  =  c,  CE  =  à.  Les  deux  circonférences 
décrites  des  points  B  et  G  comme  centres  avec  c  et  6  pour  rayons  ne  se 
coupant  plus,  seront  suppléées  par  celles  de  leurs  conjuguées  hyper- 
boliques qui  peuvent  se  couper  en  deux  points  symétriquement  placés 
par  rapport  à  BC. 

^û  effet,  les  formules  donnent 
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t'  +  à'- 


BF     CF 
ces  qu&ntités  sont  bien  les  rapports  —  et—, 

à-dire  les  cosinus  des  angles 


>^ 


ivCI. 


En  effet,  si  l'on  prend  BG  pour  axe  de> 
X  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  i 
BC  élevée  au  point  B,  les  équations  de; 
deux  hyperboles  seront 


r  —  a;  =  —  c* 
ff«  -  (ic  -  a)'  =  -  i», 
isse  du  point  de  rencontre,  ou  BF,  sera 
a*  -f-  c»  —  y 
2a 


»■  +  «•- 

4' 

iac 

' 

o'  +  c"-*' 

a- 

2a 

F        a-  +  J- 

-c- 

âa 


CE  2a6 

lire  cherché  est  donc  bien  BAC  ;  les  angles   B  et  C 

f  BDA   / — 7       ,      „  secteur  CEA    i 

i V'—  i      et      2 j^ V—  1, 
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et  l'angle  A  =  ir  —  B  —  C. 
Quant  à  l'expression  analytique  de  la  surface  de  ce  triangle,  elle  est 


ûc  sin  B  QC  AF  v— -ï 

— - —     ou ou 

2  2         e 


a  I — 


el  si  l'on  y  remplace  sj — 1  par  1,  elle  donne  la  surface  du  même 
Inangle  supposé  réel. 

Si  Ton  avait  pris  pour  base  des  constructions  l'un  des  petits  côtés, 
b  par  exemple,  l'interprétation  des  résultats  du  calcul  se  serait  faite  de 
la  môme  manière. 

Si  {fig.  11),  AC  =  6,  CD  =  o^  AE  =  e,  les  deux  circonférences  dé- 


Fig.  11. 

crites  des  points  A  et  C  comme  centres  avec  c  et  a  pour  rayons  seront 
suppléées  par  les  hyperboles  équilatères  BEB',  BDB'  et  le  troisième 
sommet  du  triangle  sera  en  B  ou  en  B'. 
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DES  AH6LBS  AU  CENTRE  DU   CSBCLE  HAGINAIIE 

Insuffisance  du  cercle  réel. 

es  droites  représentées  par  l'équation 

y  =  (m  +  n  V^  a;  +  p  +  j  \C^ 

lûtes  du  point  x  =  —  -,y=p —^  et  sont  respectivemeal 

à  celles  de  mêmes  caractéristiques  que  représente  l'équation 

cherche  l'angle  f+'f  ^— Tdont  la  tangente  serait  m-^-n  y— '- 

m  tang"  f  —  (m*  +  n'  —  )  )  tang  <f  —  m  =  0 

,Dg»  {^^yj~i)  +  (m*  +  B'  -f  1)  tang  {+  \[^  —  n  sj^  =  0: 

valeurs  de  tang  y  sont  réciproques  et  de  signes  contraires, 
celles  de  tang  (i)'^ — l);  il  en  résulte  que  les  valeurs  de^  sodI 
es  dans  les  formules 

^  +  ?      et      As  +  ^  +  ç, 

le  4'  V —  1  dans  les  formules 

fc  +  tvCI",      et      fc  +  ^  +  tvCÏ. 

re  cAtë,  comme  l'éguatioD 
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4 

n'admet  que  les  solutions  renfermées  dans  la  formule  A  ic  +  (p  +  <J/  sj —  1 , 
i!  en  résulte  que  si  fac + ?  ©^  *^  -f*  ^  V"~'  ^  sont  des  valeurs  conjointes  des 
angles  inconnus,  les  autres  seront  Aie  +  â  H"  ?  ®^  ^'^  "^  7"  "f"  ^  V —  *  • 

S4I.  Ainsi,  bien  que  Téquation 

y  =  (m  +  n  v^^)  X 

représente  une  infinité  de  droites,  la  recherche  des  angles  que  ces 
droites  font  avec  Taxe  des  x^  instituée  comme  elle  vient  de  l'être,  ne 
fournirait  que  les  angles 

Air  +  <P  +  'I'  V — *> 

auxquels  il  ne  correspondrait,  dans  le  cercle  réel,  conformément  à  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  chapitre  précédent,  que  deux  directions  opposées, 
qui,  par  conséquent,  ne  se  rapporteraient  qu'à  une  seule  droite. 
Cette  droite  du  faisceau 


y  =  (w  +  n  sf^  X, 
dont  l'angle  avec  l'axe  des  x  se  trouve  défini  dans  l'équation 

tang  (<p  +.+  >f^  =  m  4-  n  vd, 

pent  être  aisément  distinguée  des  autres  :  c'est  Tune  dçs  asymptotes 
communes  aux  deux  hyperboles  conjuguées  de  l'ellipse  nulle 

(y  —  mx^  +  nV  =  0, 

qui  ont  les  mêmes  axes  de  symétrie  qu'elle.  En  effet,  si  l'on  rapporte  le 
lieu 

y=z{iinArn  >/— i}  x  =  a?  tang  (<p  +  ^^  \/— l) 

aux  axes  de  l'ellipse 

(y  —  rwx)*  +  nV  =  0, 

d'une  part,  l'équation  prendra  la  forme 

y  =  ri  vCT  Xy 


et  de  l'autre  l'angle  cp-|-^  V —  1  n'aura  dû  être  altéré  que  par  la  sous- 
traction de  l'angle  réel  dont  on  aura  fait  tourner  l'axe' des  x. 

On  voit  par  là  :  1*  que  l'angle  (p  devait  être  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x 
de  l'un  des  deux  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 


\ 
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iqae  pourquoi  l'oa  a  trouvé  pour  f  les  valeurs 
fet-l-ii.     et     *«  +  |+i>; 

)a  A  pris  pour  nouvel  axe  des  x  le  graiid  axe  de  l'ellipse 

(y  —  mx)'  +  nV  =  0, 

irs  moindre  que  1,  n'^ — 1  pourra  6tre  la  tangeote  d'un 
iaaice  sans  partie  réelle,  qui  dès  lors  ne  différera  pas  de 

ame  l'angle  réel  (i  qui  correspond  k  un  angle  imaginaire 
as  partie  réelle,  est  déBni  par  l'équation 

laag(jV3T)^ 

V-i 

cherchée  sera  en  défiDitive 

qu'elle  coïncidera  avec  celle  de  l'une  des  asymptotes  de 

y-  —  n-x»  =  0, 
ur  les  axes  de  l'ellipse 

(y  —  ffix)'  -|-  nV  =  0. 

envient  toutefois  de  signaler  ici  une  exception  remarquable 

lions  portées  dans  les  deux  numéros  précédents. 

pse 

(y  —  mxy  +  nV  =  0 
lit  le  cercle 

y'  +  a:"  =  0, 

rant  une  infinité  de  systèmes  d'axes  de  symétrie  rectangu- 
3ite  du  faisceau 


y  ^  i/—  1  X 
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à  laquelle  s'appliqueraient* les  résultats  des  calculs  précédents,  devien- 
drait indéterminée  ;  ou  plutôt,  les  conclusions  précédentes  convenant 

également  bien  à  toutes  les  droites  du  faisceau,  l'angle  ^-^-^  y—  1, 
fourni  par  le  calcul,  devrait  donner  Tinclinaison,  sur  l'axe  des  x,  d'une 
quelconque  des  droites  du  faisceau. 
C'est  en  effet  ce  qui  est  :  l'équation 

tang  (<p  +  ^  v/ — l)  =  m  +  «  yf—i 
se  décompose  en 

n  ^ — 1  tang  ç  .  tang  [^  ^ — l)  +  ^'^^S  ?  —  m  =  0 
et  « 

m  tang ^  tang  {^  \—i)  +  tang  [^  ^ — l)  —  n  yj — 1=0, 
qui,  si  l'on  y  fait  m  =  0  et  n  =  I ,  donnent 

tang  {^  V^T)  =  v/ITI 
et 

0 
tang(p=:g, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  prévisions  énoncées  :  l'angle  ^  ^— 1  est  in- 
fini, il  correspond  à  45**  réels  et  l'angle  f  reste  complètement  indéter- 
miné. L'angle  ç  +  «l*  y/ —  1  que  donne  le  calcul  convient  donc  à  l'incli- 
naison sur  l'axe  des  x  d'une  quelconque  des  droites  du  faisceau. 

Cette  exception  est  remarquable  en  ce  que  la  question  qui  nous  oc- 
cupe, de  représenter  les  inclinaisons  sur  l'axe  des  x  des  droites  qui 
composent  un  même  faisceau,  se  trouve  ainsi  capable  d'une  solution 
complote,  sans  l'intervention  d'aucun  artifice  nouveau,  quand  il  s'agit 
û'un  faisceau  circulaire 


y=\/—ix, 
tandis  qu'elle  ne  pourra  être  résolue  pour  un  faisceau  elliptique 

y={m  +  n  V— I)  x, 

qu'en  employant  de  nouveaux  moyens. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  du  fais- 
ceau 

y  =  sT-i  ^. 

dont  la  caractéristique  est  C,  se  trouve  représenté  par 
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it  l'angle  dont  la  tangente  est  —  -,  ou  l'angle  que  fail  aw 

c  le  diamètre  transverse  de  la  conjuguée  du  cercle  que  m- 
iroite  considérée.  '■ 

a  pourrait  regarder  le  faisceau  elliptique 

projection  d'un  faisceau  circulaire, 

.  un  plan  oblique  au  plan  des  coordonnées,  et  qui,  le  coupait 
grand  axe  de  l'ellipse 

(y  —  mx)*  +  nV  =  0, 

lui  un  angle  ayant  pour  cosinus  le  rapport  du  petit  au  ^i 
te  ellipse. 

aniëre  de  concevoir  le  faisceau  elliptique  suffirait  à  la  repK- 
;raphique  ;  mais  je  ne  pense  pas  qu'il  soit  possible  d'en  tirtr 
i  de  l'angle  d'une  quelconque  des  droites  qui  le  composcol, 
des  X. 

I  qui  particularise  l'angle  imaginaire  déBni  par  l'équation 

tang  (9  +  4.  v'^ï)  =  m  +  n  \/^, 

ji'nt  l'appartenance  à  une  seule  droite  du  faisceau 

mment  qu'il  est  pris  dans  le  cercle  réel 

y'  +  ^  =  ï; 
t,  le  faisceau 

y  =  (m  +  n  V^  a:, 
t  le  cercle 

:  points  diamétralement  opposés,  l'angle  <f  +  ^  —  '  ^'^°' 
ion 

tang  (?  +  +  V^  =  {m+n  v^), 
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ne  pouvait  être  que  l'angle  avec  l'axe  des  x  du  diamètre  qui  passe  par 
ces  deux  points. 

C'est«  au  reste,  ce  que  Ton  vérifiera  aisément  en  constatant  que  les 
points  de  rencontre  dont  il  s'agit,  appartiennent  effectivement  à  la 
droite  du  faisceau  à  laquelle  convient  l'angle  trouvé. 

Si  Ton  suppose  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse 

(y  —  ma?)*  +  wV  =  0, 

réqaation  de  ce  lieu  sera  devenue 

y*  -f  n**^  =  0, 
où  n'>  sera  moindre  que  i  ;  l'équation  du  faisceau  sera  donc  alors 


y  =  n'\J—ix; 
quant  à  l'équation  du  cercle  réel,  elle  sera  restée 

'y«  +  a^  =  l; 

mais  d'ailleurs  les  points  de  rencontre  du  faisceau  avec  le  cercle  n'au- 
ront point  changé. 
Or  les  coordonnées  actuelles  de  ces  points  seront 


X  = 


y/i—n' 


et 


y=  , 


et  représenteront  le  point 


4  -     ri 


/ »      if  —    I  > 

Vi— n^  y/i—fi* 

qui appartientbien  à  la  droite 

y  '=  n'x 

du  faisceau,  à  laquelle  se  rapportait,  comme  on  l'a  vu,  l'angle 

Î48.  Ce  qu'on  vient  de  dire  montre  clairement  ce  qu'il  y  a  à  faire 
pour  comprendre  indifféremment,  dans  le  calcul,  toutes  les  droites 
tf  un  môme  faisceau 
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(„+„vCri)i.- 

it  consister  à  substituer  au  cercle  réel 

»•  +  «■=». 

linés  de'maQÏëre  que  les  points  d'intersec- 
Bt  du  faisceau 

(m  -|-  n  V —  *  )  ^» 

le  l'oD  voudra  du  Talsceau. 

rons  d'abord  compléter  la  discusàoo  du 
où,  ayant  son  centre  réel,  son  éqnatiw 

y_i)«=(r  +  KNPD' 
être  réduite  à 

■■  coDJugnées  du  lieu 

cercle 

=  a  +  P  V^ 

=  ■■  +  ?■  yC^ 

int  de  cette  enveloppe,  «,  «',  p  et  p'  satis- 

:'  +  ..'  =  r", 
!•  +  P'  =  ^ 


AIHGLES   AU    CENTRE  DU    CERCLE    IMAGINAIRE.  253 

Les  deux  points  où  la  conjuguée  C  touchera  Tenveloppe  seront  donc 
aux  extrémités  de  son  diamètre  couché  sur  la  droite  y  =  Qx, 

Toutes  les  conjuguées  du  lieu  étant  égales  et  superposables,  puisque 
réquation  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  quel- 
conque autour  de  l'origine,  il  suffira  de  discuter,  par  exemple,  celle 
qui  a  ses  abscisses  réelles. 

Si  Ton  ne  donne  à  x  que  des  valeurs  réelles,  celle  de  y  pourra 
s'écrire 

y  =  v/?"»  —  r"  —  x'  +  ^rH  \/~i, 

=  4=  v/ V(r*  —  r"  —  x")^  +  4r»7«  +  (H  —  r'*  —  x") 
2 

4-  JL  yCT  v/^_  r'»  —  a:»)»  +  4r*/»  —  (H  —  r'«  —  a;»). 
2 

Les  deux  radicaux  devant  être  affectés  du  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  suivant  que  r  et  r^  seront  eux-mêmes  de  même  sigpe  ou  de 
signes  contraires. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  de  coordonnées  ; 
elle  touche  l'enveloppe  aux  extrémités  de  son  diamètre  dirigé  suivant 
Vaie  des  y,  puisque  sa  caractéristique  est  infinie;  d'ailleurs,  en  faisant 
J?=0,  on  trouve 

y  =  ±(r+r'v/=^). 

Le  faisceau  des  asymptotes  de  toutes  les  conjuguées  étant  représenté 
par  l'équation 

y=±:\/—ix, 

celles  de  la  courbe  qui  nous  occupe  se  confondent  donc  avec  les  bissec* 
trices  des  angles  des  axes. 

La  figure  de  cette  courbe  change  considérablement  lorsque  change 
l'ordre  de  grandeur  de  r*  et  de  t^.  En  effet,  le  rayon  de  courbure  de  la 
'  courbe  au  point  où  elle  touche  son  enveloppe  est 

7^  +  r'* 


r  —  r^ 


d'ailleurs  les  deux  courbures  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires, 
suivant  que  r®  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  r^^. 

Lors  donc  que  r''  est  plus  grand  que  r',  la  courbe  tournant  sa  con- 
vexité à  l'enveloppe,  s'éloigne  peu  de  la  figure  de  l'hyperbole  équilatère 
qui  toucherait  l'enveloppe  aux  mêmes  points  ;  toutefois  elle  embrasse 
^tte  hyperbole,  car  son  rayon  de  courbure 

^f^  +  r** 

-y-  ■ 

r  —  r 


CHAPITRE  XVUI. 

id  que  celui  de  l'hyperbole  qui  est 

positir,  comme  il  est  plus  grand  en  valeur  absolue 
is  de  courbure  soot 


:  négalif,  il  faut  prendre  pour  les  deux  rayons  d? 


-^      et      -(r  +  O; 

ts  le  premier  est  plus  grand  que  le  second, 
[ue  r*  est  plus  grand  que  t^,  la  courbe  et  l'enve- 
lles  se  touchent,  ont  leurs  courbures  tournées  du 
9,  le  rayon  de  courbure  de  la  conjuguée  est  tou- 
le  celui  de  l'enveloppe,  puisque  ce  dernier  esi 

iément  de  la  manière  suivante  ces  indicalloos  ée 
>ir  si  la  courbe  coupe  ou  non  ses  deux  tangente: 


-  /•  —  x»  +  2rr'  V*—  1  =  ï  +  bV—  *> 

acootre  cherchés  seront  dès  lors  fournis  par  les 


res  donnent 

ï  =  r      et      M  =  r', 

3  =  r"     et      u^r, 

j;' =  2(7^-0- 

courbe  ne  coupe  sa  lun^eaie  y  =  r -^  r' que  lors- 
que r**. 
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On  peut  encore  remarquer  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe, 
u  point  où  elle  touche  l'enveloppe,  devient  infini  lorsque  r  =  r'.  Mais 
elte  condition  suppose  r  et  r'  de  môme  signe,  de  sorte  que  r  et  r^  va- 
lant d'une  manière  continue,  si  r'  dépasse  r'*  dans  un  sens  ou  dans 
'autre,  le  sens  de  la  courbure  de  la  courbe  au  point  où  elle  touche  son 
enveloppe,  change  dans  tous  les  cas,  mais  avec  des  circonstances  dif- 
'èrentes,  suivant  que  r  et  r'  sont  alors  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires .  Dans  le  premier  cas,  le  rayon  de  courbure  devient  infini 
au  moment  oîi  la  courbure  change  de  sens,  tandis  qu'il  reste  fini  à  ce 
moment  dans  le  cas  contraire. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  singularité,  il  suffira  d'observer  que 
dans  le  dernier  cas,  l'enveloppe  s'étant  trouvée  momentanément  ré- 
duite à  un  point  à  l'origine  des  coordonnées,  les  branches  supérieure 
et  inférieure  de  la  conjuguée  se  sont  rapprochées  jusqu'à  se  toucher 
en  ce  point,  ensuite  de  quoi  chacune  d'elles  continuant  son  mouve- 
ment, le  point  de  contact  de  celle  qui  touchait  l'enveloppe  au-dessus 
de  l'axe  des  x  passe  au-dessous,  et  réciproquement;  de  sorte  qu'en  réa- 
lité la  courbure  de  chacune  des  branches  reste  tournée  du  même  côté, 
comme  cela  devait  être. 

Lorsque  r*  est  plus  grand  que  r**,  la  courbe  affecte  deux  formes  en- 
tièrement différentes,  selon  que  r  et  r'  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires.  Dans  le  premier  cas,  les  parties  gauche  et  droite  de 
la  branche  qui  touche  l'enveloppe  au-dessus  de  l'axe  des  x,  après  être 
descendues  au-dessous  de  la  tangente  menée  à  l'enveloppe  au  point 
de  contact,  remontent  sans  couper  l'axe  des  x  et  prennent  pour  asym- 
ptotes les  parties  supérieures  des  bissectrices  des  angles  des  axes,  tan- 
dis que  dans  le  cas  contraire  les  mêmes  parties  coupent  l'axe  des  x  et 
ont  pour  asymptotes  les  parties  inférieures  des  bissectrices  des  angles 
des  axes. 

On  vérifie  ces  indications,  que  la  condition  de  continuité  impose 
suffisamment^  en  cherchant  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
l'axe  des  x. 
Si  l'on  pose,  comme  précédemment, 

„ y  =  Z'\-u\]—\y 

d*où  résultent 

2«  — w«  =  r»— r'*  — a;* 

et 

zu  =  rr\ 

on  obtiendra  les  x  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  Taxe  des  x 
en  joignant  aux  précédentes  la  condition 

Mais  2  4-  u  =  0  et  zu  =  rr'  ne  sont  compatibles  qu'autant  que  r  et  r 
sont  de  signes  contraires,  et  il  en  résulte  alors 


CHU>1TRE  XVIII. 


ts  OÙ  r  et  /  sont  de  même  signe,  la  conrbo  a,  d'après  u 
de  dire,  deux  tangentes  boritontales  outre  les  drDiLe 
r').  Pour  les  trouyer,  il  faut  faire 


"<'  +  «'       0, 
dx             ' 

ésoudre  le 

équations 

:•— li"=r"  — i''- 

-i" 

sli  =  n'. 

di          d<i 

'. 

•È+-I-. 

1  +  ^=0. 

lient  de  signes  contraires,  il  en  serait  de  mfiine  de  i  et  *. 
l'équation 

ds. 

que 

=  0,      d'où      a;  =  0,       s  =  rt  r,       u=±r'; 

sont  de  même  signe,  on  peut  satisfaire  à  l'équation 

S(.-„=„, 


*  =  ±  ^rr 
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II  serait  facile^  d'après  toutes  ces  indications,  de  construire  la  courbe 
ians  chaque  cas  distinct. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  r'  était  nul,  la  courbe  se  compose- 
rait de  la  circonférence  du  cercle 

et  de  rhyperbole  équilatère 

y»  —  a:*  =  —  r*, 
et  que  si  r  était  nul,  elle  se  réduirait  à  l'hyperbole  équilatère 

y*  —  a:"  =  r^. 


Des  angles  au  centre  du  cercle  imaginaire. 

247.  Si  a;  et  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu 

y»  +  j^  =  (r  +  r' x/i:i)*, 

X  y 

x^  = p-=-     et     .y,  = 


r-^r'sl-^i  r  +  r'\/—i 

satisferont  à  l'équation 

yî  +  xî  =  4' 

et  seront  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  angle  défini  analytiquement  et  géo- 
métriquement^ f  +  4^  y  ~-  *  •  

Nous  ayons  regardé  l'expression  ç  +  ^  V —  ^  comme  représentant 
Imclinaison  sur  Taxe  desx  du  rayon  mené  de  l'origine  au  point  [x^,  y,]. 
Nous  regarderons  de  même  l'expression 

[r  -j.  r'  yf^if  {^  +  ^  V^)  =  ^  +  V  yj~\ 

comme  représentant  Tinclinaison  sur  l'axe  des  x  du  rayon  mené  de  l'o- 
rigine au  point  [a:,  y]. 
Les  valeurs  conjointes  de   x  et  de  y  déterminent   évidemment 

^  +  V  V—  *  à  un  multiple  près  de 


^  (r  +  /  y/-ï)\ 
et  réciproquement. 


248.  L'angle  ^  +  V  V —  *  est  déjà  défini  géométriquement,  d'une 

17 
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on  avec  l'angle  ^  +  ■fr  v^  '  i  "^^  ""''■ 
rapport  à  la  conjuguée  du  cercle 

=  (,+/V=i)-,  I 

correspondant  [x,y],  et,  par  rapport!  I 
cte,  analogueà  celle  que  nousavODsdoD- 
de  l'angle  f  +  ■J'  V^ —  1  tracé  au  cenlre 

ue  le  point  [x,  y]  appartieone  à  la  cou- 
che l'enveloppe  aux  extrémités  du  àà- 
les  autres  cas  se  ramèneront  aisément  i 
r  le  passage,  il  sufllra  de  faire  tournera 
l'origine. 

y]  appartienne  à  la  portion  supérieur? 
onjuguée  C:=0;  soientMce point,  PI(  i 
imité  droite  du  diamètre  horUontalei  i 


+  r'v^)*-3^ 


—  ( ^7^1  —arccos ^^-=1; 

ieure  l'abscisse  du  point  A,  c'est-à-dire 

1  — ( ==\  —arccos =-]■ 

V— < 

, V^+r'vQ)'^ 
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^^yC^+^V/^)*  — ^"  étant  Téel,^xy  {r  +  r'yf^y—a^  en  y 

remplaçant  \/ —  1  par  1  (tous  calculs  faits,  bien  entendu),  représente- 
rait l'aire  du  triangle  OMP  ;  d'un  autre  côté 


r       _dx  v/(r  +  r'  \/—  l)'—  X», 

J  r+rV— 1 

en  y  remplaçant  aussi  y  —  1  par  1,  donnerait  l'aire  du  segment  AMP; 
par  conséquent  en  remplaçant  de  môme  v^ — 1  par  1  dans 

*  J  r+ry— 1 

on  obtiendra  l'aire  du  secteur  AOM  compris  entre  la  conjuguée  et  les 
deux  rayons  OA  et  OM,  de  sorte  que 

ix  v/(r  +  r'  yf^*—a?  —  ("      _dxyj[r  +  f^  sj—if  —  3? 

pourrait  être  considéré  comme  l'expression  de  l'aire  du  secteur  AOM, 
convenablement  décomposée  en  parties  réelle  et  imaginaire,  ce  qui  per- 
mettrait d'écrire 

0  +  V  \f^  =  2  sect  AOM. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  somme  O  +  ^  <i®s  deux  parties  réelle  et  ima- 
ginaire de  la  quantité  0  + W  yj—  1,  définie  plus  haut,  est  le  double  de 
l'aire  du  secteur  AOM. 

Pour  connaître  O  et  W^  il  resterait  donc  seulement  à  savoir  comment 
se  décompose 

Or  l'angle 


t,  par  hypothèse ,  tel  que  son  sinus  multiplié  par  r-\-r'  )/ —  1  se 
ouve  réel,  puisque  ce  produit  n'est  autre  que  Vy  du  point  décrivant 


est, 
trouve 

que  l'on  suppose'appartenir  à  la  conjuguée  G  =  Ô. 
Ainsi  ç  et  4»  sont  liés  par  la  condition  que 

sin  ((p  4-  ^  V— î)  (»•  +  ^  V— ï) 


rHAPlTKG    XVI1[. 


i  if  \/ —  1  -[-  r  cos  ç  sin  ^  y —  1  =:  O, 

I r\/— < 

7  cot  1  V —  f  =  —^ — • 

et  <](  en  fournirait  une  correspondante  entre 

>  +  V  =  2sectA0M, 
tre  *  et  W. 

menant  que  le  point  [x,  y]  appartienne  à  m' 
it  la  caractéristique  sera  G  =  —  cot  y,  ce  qm 

C  touchera  l'enveloppe  aux  extrémités  du 
3  Y  sur  l'axe  des  x. 

as  précédent  en  faisant  tourner  d'abord  k-- 
i  l'origine  :  par  conséquent  x'  et  y*  désignaol 

d'un  point  H  dont  les  coordonnées  ancien- 
lant  l'extrémité  du  rayon  incliné  de  l'angle 
1  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  31 
/—  1  l'angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  se- 


!/ 

/- 

r+r'V-l 

alà 

r  + 

ï+f\/: 

ri. 

\-v 

\J~  1  aura 

pour  valeur 

+ 

{?'  +  f\/- 

r,){r  +  ,,,^- 

/  v'— i)  ('■  +  >"'  ^—y  de  cel  angle  se  lie  a" 
les  relations  qu'on  a  établies  précédemmeDl. 
Ile  représente  le  produit  par  (r  +  / \—l) 


de  droites  imaginaires  avec  faxe  des  \. 

Ira  pour  expliquer  la  multiplicité  des  angb 
coefficient  angulaire. 
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Que]  que  soit  le  point  que  I'od  considère  du  lieu 

y  =  {m-\-  n  ^ —  d)  z, 

on  trouve  giip-   ^  —  et  ■■  sont  toujours  le  sinus  et  le  cosinus  du 

même  angle  <p  +  ij/ V^ — 1  ;  mais  ce  résultat  doit  être  interprété  en  ce 
sens  que ,   quel  que  soit  le  point  [x,  y],  le  rapport  à  (^  +  y*)  de 

l'angle  ^  -|-  'V  V—  1,  que  fait  avec  Taxe  des  x  le  rayon  du  cercle  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  auquel  appartient  le  point  [Xy  y],  donne 

toujours  la  môme  quantité  9  +  ^^  V —  ^  •  quant  à  l'angle  O  +  ^  V  —  ^  » 
il  varie  avec  le  rayon  de  ce  cercle,  par  conséquent  avec  x  et  y. 

Pour  exprimer  l'angle  avec  Taxe  des  x  d'une  droite  quelconque  du 
faisceau 

y  =  {m  +  n)J—\)x, 

ayant  pour  caractéristique  G,  il  suffira  d'exprimer  en  fonction  de  G 
le  rayon  du  cercle  sur  lequel  se  trouve  un  des   points  de   cette 
droite, 
^ous  supposerons  d'abord,  pour  simplifier  le  calcul,  que  le  faisceau 

ait  son  équation  réduite  à  la  forme  y  =  n^ —  i  ;  on  rentrera  ensuite 
dans  le  cas  général  au  moyen  d'une  transformation  de  coordonnées. 
Soit 


x  =  a-f  [iV— i      et      y  =  a'+pGV— i 

une  solution  de  l'équation 

y  =  nyj—i  x, 

on  aura  : 

a  =  —  n^      et      pG  =  noL, 

d'où 


noL  —  n*a 


fii  =  —       et       a  = 


G  G     ' 

et  par  suite, 


d'où 


^   I      »        2(1        «"    ,    2n    I — -       n*         ,       2/1*  / — 7 

X»  +  ;y*  =  a'  1 1  —  -  +  —  V—  1  +  ^,  —  n*  —  —  V—  1 


ï,     j  =  .•  +  PC  v^ 

)ite  C  du  faisceau 

=  n  V —  '  ■'^ 

-  (g  +  n  \CT)*  arc  Ung  {n  y/^), 
lie  de  rayon 

que  l'on  vient  de  calculer  conlieni, 
un  facteur  arbitraire  a',  mais  ce  facteur 

du  carré  du  rayon,  de  sorle  que  l'anfle 
m  du  cercle  dans  lequel  on  le  prend. 

le  de  faire  disparaître  ce  facteur,  ce  que 
5  le  rayon  r  +  r'  de  l'enveloppe  des  con- 
quel  ou  voudra  porter  l'angle. 

Jenle, 

.^,c  +  * 

ts  obtenus  en  disant  que  la  droite  C  du 


ti^.rcu„.(w::7). 
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'^ompté  dans  le  cercle  de  rayon 

C+  n\[^ 
C  +  w       ' 

lont  les  conjuguées  ont  pour  enveloppe  imaginaire  le  cercle 

Si  le  faisceau  considéré  se  trouvait  dans  une  position  quelconque  par 
rapport  au^  axes,  son  équation  serait 


y  =  (m  +  w  V —  i)  x=ix  tang  (<p  +  tj;  \j — i); 

l'expression  de  Tangle  avec  Taxe  des  x  de  la  droite  G  de  ce  faisceau 
se  tirerait  de  la  formule  précédente  en  substituant  à  G  la  tangente  de 
l'angle  de   la  droite  y  =  Gxavec  la  droite  y  =  a?  tang  «p,  c'est-à-dire 


ce  qui  donnerait 


G  —  tang  ^ 
1  +Gtang<p' 


<&  4-  i|r  yfZTi  = 


"      G  —  tang  ç 
1  -|-  G  tang  9 


4- tang(i^v^— l) 


_<  4-Gtang<p      V — ^ 


(?  +  +  \/^ 


ou  en  désignant  par  y  l'angle  dont  la  tangente  est  G, 


*  +  V  V=I  =  r     tang(r-<p)+^ng(^v/=n)     T(^  _^  ^  ^-^^ 

Ltang  (y  —  (p)  —  V—  1  tang  (.j;  V—  i) J 

cet  angle  devant  être  pris  au  centre  du  cercle  dont  le  rayon  serait 


tang  (y  —  ?)  +  tang  (^J;  v/--ï) 


tang  (y  _  (p)  —  v/-^  1  tang  [^  \f-\) 


De  r  angle  de  deux  faisceaux  de  droites  imaginaires, 

252.  Le  calcul  ordinaire  appliqué  à  la  recherche  de  l'angle  de  deux 
faisceaux 


et 


y  =  {m  +  n  \f^\)  x  =  tang  [^  +  ^  V--Ï)  ^ 
y  =  (m'  -j-  n'  V—  i)  ^  =  tang  (cp'  +  ^'  v/—  l)  x 
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igle  inconnu,  que  la  seule  valeur 

¥'  —  ?  +  (+'  —  +)  ^^; 

unique  correspondent  des  angles  en  nombre  infini 
cbe  au  centre  de  tous  les  cercles  imaginaires  dis- 

,  au  reste,  pourrait  s'interpréter  d'une  infinité  àt 
■;  puisqu'il  se  rapporte  à  deux  quelconques  it, 
l'autre  faisceau. 

u'U  n'aura  de  sens  net,  qu'autant  qu'on  le  rendra 
e  l'un  et  l'autre  faisceau  pouvant  couper  un  même 
iristiques  G  et  C  de  deux  droites  de  l'un  et  l'autre 
cette  condition,  seraient  liées  entre  elles  par  la 

g(^vCrï}  ^  tang(T'-f')  +  tang(.^'V^-tl 
.ang(4'\/^)       Ung(T'— tp")  — v'^tangffv'-'' 

.ang  (t  —  y)  _  tang  (y  —  y') 

ngC+v'^       tang(fN/=^' 

ms,  f  et  f'  désignant  les  angles  dont  tes  tangenUi 
gle  des  deux  droites  G  el  C  des  deux  faisceau  se« 


Lt 


tang  (t  —  ?)  +  tang  (j-  yf^)     T 

^S (7  —  y)  —  V^  tang {4. \f--i}j 

:oninie  on  l'a  vu  précédemment,  à  l'aire  du  ^' 
:  considérée  comprise  entre  les  deux  droites  choi- 
tre  faisceau. 


Tilingenàe  d'un  lieu  en  un  point  imaginai- 

^<x-.)  =  (™  +  »v::T)(x-., 

(s,  y)  =  0  dans  un  espace  infiniment  petit  i^^^ 
y]  de  ce  lieu;  c'est-à-dire  que  les  droites  du  to' 

y  =  {m  +  n  ^^  X 
tangentes  à  toutes  les  courbes  que  l'on  pourrai' 
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tracer  à  partir  do  point  [Xy  y]  dans  la  portion  du  plan  recouverte  par 
les  conjuguées  du  lieu 

f{x,y)  =  0. 
Si  Ton  donne  à  â?  un  accroissement  infiniment  petit, 

dar  =  d«  -f  rfp  )/^, 
il  en  résulte  pour  y  l'accroissement 


et  le  point  [x,y]  a  décrit  un  élément  parallèle  à  la  conjuguée 

^  =  — 5p — 

du  faisceau 

y  =  (m+nv/— i)  x. 

Si  le  point  [x,  y]  se  déplace  infiniment  peu,  ~  change  et  devient 

LUC 

en  posant  donc 

le  faisceau  des  éléments  du  lieu  devient 

y  =  [w  -f  «  y/^  +  {p  +  9  V— 0  ^]  ^> 

l'angle  de  ce  nouveau  faisceau  avec  l'ancien  est  Tangle  de  contin* 
gence  du  lieu  au  point  \Xy  y\  ;  il  reçoit  son  interprétation  de  ce  qui 
précède. 


he  la  courbure  d^un  lieu  en  un  point  imaginaire. 

254.  L'angle  de  contingence  défini  comme  il  vient  de  l'être  a  pour 
expression 


'+(«)■ 


dx. 


XVIIt. 

ntielle  de  l'abscisse,  et  par  consc- 
tjf',  est  ÎDdépeDdaDt  du  cbemm 
finiOe  pas  que  l'angle  que  Tait  le 
oint  [x,  y],  avec  le  faisceau  voisin 
it  [x,  y],  mais  que  le  rapport  de  cet 
irs  le  même. 

au  point  considéré,  et  cette  cour- 
terprétation  simple. 


laire  des  coordonnées. 


f{x,y)=ù  on  remplace  x  ptr 
^—1,  et  qu'on  suppose  en  memt 
sporlée  effectiveaieDt  au  point  dod 
I  ^  a  -j-  a',  y  ^  6  4-  *'t  l'ensemble 
équation,  rapporté  aux  noureaui 
c'est-à-dire  que  le  lieu  entier  re- 
ilan  et  le  même  nombre  de  foL' 
njuguées  se  trouveront  cbangées; 
nouveau  lieu  dériveront  en  effet 
sur  toutes  le  conjuguées  du  pre- 


t       y  sin  a  -|-  y  ces  a 

équation /"(i,  y)  ^  0,  a  pour  effel. 
ourner  les  axes  autour  de  l'origine 
ïr  exemple,  en  laissant  Use  le  lieu 
,  ou  de  faire  lourner  au  contraire 
eu  en  question,  en  laissant  les  ai» 
rentrent  l'une  dans  l'autre  et  ser- 
âges. 

gle  a  serait  imaginaire  sans  pardf 
Érer  la  transformation  comme  révé- 
lé par  la  nouvelle  équation  ne  sera 
nous  examinerons,  superposable  ^ 
pas  seulement  transporté,  mais  en 

iltective  correspondant  à  un  roeof 
uel  que  soit  le  cercle  réel  ou  imagi- 
t  angle,  ce  qui  permet  de  concevoir 
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ins  ambigaïté  possible  une  rotation  réelle  ;  au  contraire,  l'ouverture 
ialisée  d*un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle  dépend  essentiellement 

u  rapport  —,  qui  définit  le  cercle  imaginaire  au  centre  duquel  on  place 
r 

et  angle.  D'où  il  résulte  que  faire  tourner  les  axes  autour  de  l'origine 

l'un  angle  iaiaginaire  «  y— 1  n'aurait  de  sens  clair  qu'autant  qu'on  au- 
rait choisi  d'avance,  ce  qui  ne  pourrait  se  faire  qu'arbitrairement,  le 
rapport  des  parties  imaginaire  et  réelle  du  rayon  du  cercle  au  centre 

duquel  on  devrait  compter  l'angle  a  v^ —  1. 

La  question  posée  doit  donc  être  réduite  à  savoir  comment  se  dé- 
duisent l'un  de  l'autre  les  lieux  représentés  par  deux  équations 

/•{a?,y)  =  0 
et 

/ \,x  cos a  v' —  i  —  y sin a  V— 1,"    x sin a \[—i  +  y  cos a \—i)  =  0, 

rapportées  à  un  même  système  d'axes  rectangulaires. 
Celte  question  est  facile  à  résoudre. 

Si  x  et  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
prem\eT  lieu  et  x\  f/  celles  du  point  correspondant  du  second,  les 

relations 

X  =  x'  cos  a  v/ — 1  —  y'  sin  a  v^ — i 

et 


y  =^x'  sin  a  ^ —  1  -J-  y'  cos  a  \/ —  i, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

x'  +  y'=x''+t/\ 

monlrent  d'abord  que  les  deux  points  [x,  y]  et  [x\  y']  appartiennent  au 
môme  cercle  imaginaire. 

Ainsi  chacun  des  points  du  premier  lieu  ne  s'est  déplacé  que  sur  le 
cercle  imaginaire  oii  il  se  trouvait  d'abord. 

Be  plus,  les  mêmes  équations  donnent 

y_   |+tangaV:n 
i— ^,tang«V— i 


X 


c'est-à-dire 


arc  tang  -  =  a  y^^  -f-  arc  tang  ^. 


PITRE   XVUI. 


placé  sur  le  cercle  qui  le  cootenait  <e 
6  rayon  vecteur  eût  pour  mesure  cot- 


int  par 


ne,  quel  que  soit  a,  réet  ou  imaginaire 
.ies,  de  sorte  que  le  lieu  ne  subit  aucuDr 

aturellement,  car  tous  les  points  du  liée 
chacun  d'eux  ne  décrivant  qu'un  arc  i^ 
ux  points  ne  pouvait  pas   différer  d^ 


données  polaires. 

s  adoptée  pour  figurer  les  lieux  imagi- 
ïtion  entre  les  coordonnées  rectilign» 
lans  trop  de  circonstances  diverses  pour 
cer  à  l'emploi  des  coordonnées  polaire:, 
itrouver  dans  une  équation 

u,  psin(u)  =  0, 

is  l'équation 

X,  y)  =  0. 

arbitrairement  un  mode  de  représen- 
i'une  équation  en  coordonnées  polaire:^. 
les  lieux  que  l'on  supposerait  dès  lor? 

coïncideraient  ou  non  avec  ceux  qu'a- 
idante en  coordonnées  rectilignes. 
amit  d'elle-même  la  règle  à  suivre  àan> 
les  coordonnées   polaires,    lorsqu'elle-' 

'équation 

»,  esinu.)  =  0, 

ime  la  mesure  de  l'angle  qae  fait,  arec 
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ixe  des  x,  le  rayon  yecteur  mené  au  point  mobile,  l'angle  lui-même 
ivant  être  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  p. 
Moyennant  cette  manière  d'entendre  les  coordonnées  polaires,  les 
îux  fournis  par  les  deux  équations 

f  (jî,  y)  =  0      et      /*  (p  cos  w,  p  sin  «)  =  0 

>mcideront  toujours  évidemment. 

£n  effet,  pour  construire  l'ensemble  des  lieux  représentés  par  une 
qualion  f  (a?,  y)  =  0,  on  pourrait  poser  x  =  p  cos  w  et  y  =  p  sin  w  ; 

onnant  alors  à  w  une  valeur  quelconque  <p  +  +  \/ —  1,  on  trouverait , 
[ans  le  cercle  réel  de  rayon  1,  le  rayon  dont  l'angle  avec  Taxe  polaire 

eraittp  +  ^  y— i,  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  rayon  fourni- 

aient  les  valeurs  de  -  et  de  - ,  qu'il  suffirait  donc  de  multiplier  par  p 

P  P  

)Our  obtenir  x  et  y.  Or,  par  cette  opération,  langle  <p  +  ^  V —  ^  se  trou- 
erait transporté  au  centre  du  cercle  de  rayon  p,  et  le  point  [x,  y]  obte- 
nu appartiendrait  à  ce  cercle. 

SfcS7.  Pour  retrouver  dans  une  équation 

/"(pcosw,  psina>)^=0 

les  conjuguées  du  lieu 

/•(a7,y)  =  0, 

il  suffira  d'assujettir  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  p  et  de  co  à  une 
condition  convenable.  Cette  condition  est  facile  à  exprimer. 
Soient 

p  =  r  +  ^  V — *       et      w  =  (p  -|-  ^|;  \l —  1  ; 

les  valeurs  correspondantes  de  a;  et  de  ^  seront 


X  =  (r  -f-  r'  V— l)  Vcos  <p  cos  <{^  \l — i  —  sin  (p  sin  ^  sj —  1  j, 
^  =  (r  -|-  '•'  V^ — l)  [fiii^ <p  cos ^ sj — 1  -f-  cos<p cos i|; sf—i); 

pour  que  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  y  et  de  x  reste  constant 
et  égal  à  la  caractéristique  C  de  la  conjuguée  qu'on  voudrait  obtenir, 
il  faudra  donc  que 


V^ — 1  sin  f  cos  ^>J —  1 


—  rsinç  sin^j/V' — ^  +  f"'  y—i  cosçcos^J^^ — 1 
ou 


r'  V —  ^  tang<p  -f  r  tang^  V —  *      r 
r'  sJ —  1  —  r  tang  <p  tang  ^  \J —  i 


(APITRE   Xvni. 


_il£L_- 

rtangJ-x/— T 


)  = 


tang(tvCrî)' 


ing  >{.  V—  1  =  - 

i  forme  est  remarquable. 

se  C  =  ao ,  cette  condition  devient 

courbes  du  second  degré. 


iguée  C  =  oo  de  la  courbe  réelle  qu'elle 
et  r*  =  0  ;  en  effet,  l'àquatioD 


l~ecos{<f  4-^\/— 1)\ 
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se  décompose  en 

r  { 1  —  e  CCS  <p  ces  ^  V — 0  +  ^  V —  ^  5Î^  ?  sin  <j/  ^ — I 
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=  P 


et 


er  sin  f  sin  ^  \—i  +  r'  V —  *  \*  —  «  ces  (p  ces  <j;  ^ —  i)  = 


0, 


la  dernière  donne 

r       e  CCS  f  CCS  4*  v~ï  —  ^ 

''  V     *         '  e  sin <p  sin ^  \—i 
de  sorte  que  la  condition  à  remplir  serait 

i 


d'où 


^^ €  cos  (p  cos  ^  v^ —  1  ; —  1 

tang  <p  tang  v|;  v/^  e  sin  ?  sin  i)*  V^ 

tang9  tang ^  yj —  i  =  0. 


En  faisant  tang  ^  y —  1  =  0,  on  aurait  évidemment  la  courbe  ^elle  ; 
par  conséquent  on  obtiendra  la  conjuguée  G  =  oo  en  faisant  tangf = 0, 
mais  alors  l'équation 

er  sin ^  sin ^ y—i  +  /  \—i  \i  —  e  cos 9  cos ^ \—i) 

donnera  r'  =  0. 

P 

Ainsi  la  conjuguée  G  =  00  de  la  courbe  p  = ~ sera    donnée 

•^      i  —  ecosù) 

par  les  solutions  de  la  forme 

CD  ==  <]/  y^  1      et     p  =  r. 


FIN  DU  TOME  PREMIER. 
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DEUXIEME  PARTIE 

APPLICATIONS   DE   LA   MÉTHODE  A  LA   THÉORIE   GÉNÉRALE 

DES   FONCTIONS 


CHAPITRE  XIX 

Dl  l'nmÉTERMlNÀTION  QI}'05  A  CRU  AFFECTER  LA  MARCHE  ULTÉRIEURE  DE  LA 
PONCnON  A  PARTIR  DU  MOMENT  OU  ELLE  AURAIT  PRIS  UNE  VALEUR  MULTIPLE 
OU  OfFINIE. 

m 

;      2S9.  M.  Gauchy  pensait,  pour  des  raisons  que  je  ne  discuterai  pas 
I   ici,  qu'on  ne  pourrait  pas  savoir  ce  que  serait  devenue  une  fonction  y, 
!   assujettie  à  varier  d^une  manière  continue  en  même  temps  que  sa  va- 
riable X,  si  la  marche  attribuée  à  x  amenait  cette  variable  à  prendre 
soit  la  valeur  de  Tabscisse  d'un  des  points  multiples  du  lieu  [x,  y],  soit 
celle  de  l'abscisse  d'une  tangente  ou  d'une  asymptote  parallèle  à  l'axe 
des  y. 

Nous  devons  d'abord  établir  que  cette  indétermination  n'est  pas 
réelle. 

280.  Nous  ne  dirons  rien  du  cas  où  x  serait  parvenu  à  une  de  ses 
valeurs  critiques,  sans  que  y  eût  pu  prendre  la  valeur  multiple  ou  infinie 
qui  y  correspond  en  môme  temps  que  d'autres  valeurs  simples  et  finies. 
La  question  ne  peut  pas  même  se  poser  dans  ce  cas. 

IkBi.  Dans  le  cas  du  passage  du  point  [x,  y]  par  un  point  multiple,  où 
\^  valeurs  de  ^  se  trouvent  différentes  et  où  les  dérivées  d'ordres  supé- 


/ 
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les  valeurs  de  x,  et  de  y,  qui  correspondent  à 


on  aura  entre  «,  ^,  a',  ^',  «„  ^,,  «'„  p',  les  cinq  équations 

<p  (a,  p)  =  0.  

«'  _|_  p'  ydl  =  m'  (a,  +  p,  V- 1)  +  n'  («'i  +  K  V-  l). 

auxquelles  il  faudra  joindre  Téqualion  nouvelle  de  la  courbe,  ce  qui 
fera  en  tout  sept  équations,  de  sorte  qu'une  seule  des  variables  a,  p,  a , 
?»  «1,  ^f.  «1  et  p'j  restera  arbitraire. 

Ces  sept  équations  définiront  explicitement  ou  implicitement,  pour  x,, 
une  loi  de  progression 

parfaitement  équivalente  àç  (a,  ^)=:=0  ;  de  telle  sorte  que  le  point  [x^,  yj, 
assujetti  à  partir  de  la  même  position  initiale  que  le  point  [x,  y],  suivra 
exactement  la  môme  route  que  lui.  Mais  alors,  quand  la  nouvelle 
abscisse  x^   prendra  la  valeur  correspondant  à  une  valeur  critique 

a  -\-b  ^  —  1  de  l'ancienne,  la  nouvelle  ordonnée,  habituellement,  ne 
prendra  plus  des  valeurs  égales,  ou  il  faudrait  qu'on  eût  encore  mal  placé 
le  point  de  vue. 

A  la  vérité  la  loi  de  progression  9^  (04,  ^J  =  0  conduisant  chacun  des 
points  [xi,  yj  par  la  même  route  qu'il  aurait  anciennement  suivie, 
comme  plusieurs  des  points  [x,  y]  venaient  occuper  une  même  position, 

lorsque  x  prenait  la  valeur  a  +  é  y/  —  i,  il  faudra  bien  que  les  routes 
d'autant  des  points  [x^,  y^]  passent  aussi  par  cette  position  ;  mais  tandis 
que  quelques-uns  des  points  [x,  y]  venaient,  en  même  temps,  occuper 
la  môme  place,  les  points  [Xj,  y,]  correspondants  n'y  passeront  plus  que 
successivement. 

Le  changement  d'axes  le  plus  simple  consistera  habituellement  dans 
une  substitution  de  l'axe  des  x  à  l'axe  des  y,  et  réciproquement. 

265.  Nous  prendrons  pour  exemple  l'équation 

y*  =  2/?x, 
et  nous  supposerons  le  chemin  suivi  par  x  défini  par  l'équation 

* 

Si  nous  faisons  tourner  les  axes  de  90  degrés,  les  formules  de  transfor 
naation  seront 

X  =  —  yi      et     y  =  a?„ 


i>- 
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.<ss  deux  valeurs  correspondantes  de  y  y  choisir  celle  qui  satisfera  à  la 
condition 

p'  =  «'  (- 1  +  Vi). 

264.  Le  cas  où  y  prend  une  valeur  infinie  n'est  pas  plus  difficile  à 
traiter  que  les  deux  précédents. 

Lorsqu'une  question  concrète  aura  donné  lieu  à  considérer  une  des 
variables  dénommées,  dans  un  état  de  grandeur  dépassant  toute  limite, 
cette  même  question,  si  elle  est  bien  posée,  fournira  toujours  un  moyen 
de  savoir  comment  la  variable  considérée  revient  de  l'infini. 

L'infini  n'est  encore  que  relatif;  il  ne  se  présente  que  quand  on  ne 
veut  pas  l'éviter  :  à  telle  variable  qui  devient  infinie  dans  les  équations 
qu'on  a  posées  pour  traiter  une  question,  il  en  correspond  des  milliers 
d'autres  qui  auraient  pris  des  valeurs  correspondantes  finies  ;  c'est  à 
l'opérateur  à  substituer  à  propos  Tune  d'elles  à  celle  qui  tombe  dans  un 
cas  singulier. 

Par  exemple^  quand  le  point  [x,  y]  passera  sur  la  conjuguée  dont  les 
abscisses  sont  réelles,  serait-on  bien  venu  à  prétendre  que  C  devenant 
infini^  sa  naarche  ultérieure  serait  affectée  d'indétermination  ? 

Avec  une  pareille  défaite  on  se  trouverait  d'avance  dispensé  de  répon- 
dre à  toute  question  quelconque. 

Si  y  devient  infini,  on  étudiera  la  marche  d'une  autre  variable  qui  ne 
devienne  pas  infinie  en  môme  temps  que  y;  par  exemple,  on  étudiera 

1  1 

la  marche  de  -,  les  variations  de  —   fourniront    sans    difficulté    celles 

y  y 

dey. 
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^t  la  question  sera  de  savoir  ce  que  y,  assujetti  à  varier  d'une  manière 
^ontinoe,  sera  devenu  lorsque  x  aura  atteint  la  valeur  x^ 

Or  la  valeur  finale  de  y  se  composera  de  la  valeur  finale  de  P  sur 
aquelle  il  ne  s'élèvera  aucun  doute,  et  de  la  valeur  finale  de  y  —  P  :  on 
pourra  donc  simplifier  la  question  en  prenant  y  —  P  pour  variable,  au 
Lieu  de  y. 

En  désignant  par  z  cette  nouvelle  variable,  on  n'aura  plus  à  s'occuper 
que  de  l'équation 

2*  =  Q    ou     z  =  ±>Jq, 

Les  deux  valeurs  de  z  qui  correspondront  à  une  même  valeur  de  x  se- 
ront toujours  différentes,  et  cependant  une  des  difficultés  de  la  question 
consistera  précisément  à  les  distinguer  Tune  de  l'autre,  à  fixer  le  lan- 
gage de  manière  à  n'y  laisser  subsister  aucune  ambiguïté. 

Mais  la  métbode  des  conjuguées  nous  en  donnera  immédiatement 
les  moyens,  car  les  deux  solutions  qui  correspondront  à  une  même 
valeur  de  x  auront  toujours  leurs  caractéristiques  de  signes  contraires, 
de  sorte  qu'il  suffira  toujours  de  rechercher  ce  que  sera  devenue  la  ca- 
ractéristique C  de  la  solution  mobile  pour  savoir  ce  que  sera  devenue 
cette  solution  elle-même. 

Si  z  est  parti,  par  exemple,  de  la  valeur  initiale 


C^  étant  positif,  sa  valeur  finale  sera 


ou 


suivant  que  C  aura  changé  de  signe  un  nombre  pair  ou  un  nombre  im- 
pair de  fois.  Or  il  ne  sera  jamais  difficile  de  savoir  combien  de  fois  C 
changera  de  signe  pendant  que  x  passera,  par  le  chemin  9  (a,  i^)=0,  de 
la  valeur  x^  à  la  valeur  x^,  puisqu'on  aura  deux  équations  entre  G,  a 

et  .S. 

Les  changements  de  signes  de  G  correspondront  aux  passages  de  cette 
variable  par  zéro  ou  par  l'infini,  c'est-à-dire  aux  passages  du  point  [x,  z] 
:>urles  conjuguées  G  =  0  et  G  =  00  du  lieu  2*  —  Q  =  0.  Ge  seront  donc 
ces  passages  qu'il  faudra  relever  et  compter. 

Voilà  tout  ce  à  quoi  se  réduit  la  méthode  que  nous  proposons  pour 
les  équations  du  second  degré.  Il  suffira  «de  l'appliquer  à  quelques 
exemples  pour  montrer  que  la  pratique  en  est  aussi  simple  que  la 
théorie. 

267.  La  méthode  que  nous  appliquerons  aux  équations  de  degrés 
supérieurs  au  second  ne  sera  guère  plus  compliquée  dans  ses  moyens, 
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^if^ini  de  la  m6nie  manière  ea  plusieurs 
'S  ''magioaire  se  compose  de  plusieurs  bn 
singuliers. 

270.  Chaque  conjuguée  peut  être  co 
séparées.  Dans  ce  cas,  le  point  [x,y]  m 
sur  une  autre,  qui  eu  est  éloignée  d'une 
avant  tout,  son  passage  sur  une  conj 
parties  en  question  se  confondent  ou  ait 
Ces  passages  peuvent  être  relevés  com 
qu'ils  sont  toujours  signalés  par  un  cari 
saillant. 

S7I.  EnSa  chaque  arc  d'une  conjugu 
veloppe  réelle  ou  à  l'enveloppe  imagina 
composé  en  deux  branches  par  le  point 
veloppes.  Mais  le  point  [x,  y]  ne  peut 
l'autre  qu'en  passant  sur  l'enveloppe. 
savoir  s'il  change  alors  de  branche. 

S7fi.  Nous  n'aurons  pas  à  revenir  dai 
les  passages  du  point  [x,  y]  par  une  cor 
deux  catégories  ou  entre  deux  classes 
gorie;  nous  regardons  comme  suffîsam 
cËde,  les  questions  que  pourrait  soulevé 
accompagnent  ces  passages. 

On  verra  au  reste,  par  les  exemple: 
peut  toujours  lever  les  difficultés,  pe 
présente,  dans  ces  différents  cas,  l'anal; 
rtns  ici  à  observer  qu'une  méthode  que 
lulions  imaginaires  devait  permettre  de 

Nous  passons  de  suite  à  l'examen  de 
siteni  des  explications  spéciales. 

273.  Quoique  les  solutions  d'une  éqv 
jours  se  permuter  les  unes  dans  les  au 
semblerait  interdire  toute  distinction  e 
cependant  dans  trois  états  principaux,  t 
Lorsque  x  et  y,  partant  de  valeurs  r 
croissements  imaginaires  très-petits,  le 
très-petite  distance  de  la  courbe  rée 
^  celte  courbe  en  un  point  voisin  du  poi 
diffère  par  conséquent  très-peu  du  coel 
à  U courbe  réelle  au  point  [a,  6]. 

Dans  ce  cas,  si  x  redevient  réel  sans  a 
y  redevient  en  même  temps  réel,  le  p< 
réelle,  et  ai  la  partie  imaginaire  de  x  ( 
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conjuguée  qui  touche  la  courbe  ré 
ot  -t-  rfp  v'  _  I,  y  deviendra  «'  + 

U-i-d?y/~i 

restera  donc  sur  la  conjuguée  C; 
uégalir,  le  point 

U  +  dp^pr, 

se  trouvera  d'un  cftté  ou  de  l'autre 

&76.  Passons  aux  solutions  du  s 
Les  valeurs  imaginaires  de  y,  tii 
Gcienls  réels, 

sont  conjuguées  deux  à  deux,  lors 
certaine  trace  de  ce  caractère  inili 
imaginaires  dans  de  certaines  limi 
des  valeurs  imaginaires  voisines  di 
imaginaires  de  y  qui  dérivent  de 
deux  restent  d'abord  à  peu  près 
géant  deux  à  deux  convenablemei 
peu  difTérentes  elles  parties  imag 
contraires. 

Or,  de  deux  points  ayant  ainsi  lei 
que  réelles  et  leurs  ordonnées  à 
dra  évidemment  à  une  branche  s 
port  à  son  point  de  contact  ave 
braocbe  inférieure  d'une  conjugua 
Au  reste  les  caractéristiques  d( 
ment  de  signes  contraires.  Car  s 
1  +  d-x  -\-  d^  >J  —  i,  dans  les  i 
les  parties  imaginaires  qui  étaiei 
contraires. 
Cela  posé,  il  est  clair  qu'un  poi 

a:  =  a  -{-  a 

y  =  «'  +  (/«'- 

s'il  se  trouve  sur  une  branche  sup 
appartient,  ne  pourra  passer  sur 
guée  voisine  qu'en  passant  sur  la  < 
ginaire  des  conjuguées,  suivant  qi 
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mais  supposons  que  nous  v( 
pour  cela  il  faudrait  que  la  et 
que  le  rapport  des  parties  iB 
àC;  mais  avantlout,  il  doit  éi 
ralement  l'un  de  l'autre,  de  so 
deui  conditions,  il  faudra  fairt 


de  sorte  que  le  signe  de  sa  par 
Ainsi  trois  points  infiniment 

quels  la  partie  imaginaire  de  - 

gative,  nulle  et  positive,  sont  t 


On  voit  que  le  point  situé  si 
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partie  imaginaire  de  cette  différence,  qui  sera  la  partie  ii 


urne  V,  est  plus  grand  en  valeur  absolue  que  le  double  de  l'or- 
be du  point  L  qui  saLisfait  à'I'équation 

3y'  —  a'  =  0, 

-  o'  étant  posilir,  la  partie  imaginaire  de  v  sera  de  signe  con- 
lit  ^,  négative  par  conséquent  si,  comme  nous  le  supposerom, 
[>osilir. 

a  étant,  si,  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  x,  nous  preniocs 
nouvel  axe  des  y  la  partie  supérieure  d'une  parallèle,  menée  pjr 
ine,  à  la  tangente  à  la  courbe  réelle  au  point  où  la  touche  la  cod- 
e  à  laquelle  appartient  le  point  [x,  v]  :  les  formules  de  transtor- 
<n  seraient 

a;  =  x'  +  y'  cosï'X, 
ff  =  (/siny'X; 

ùt  réel,  mais  sin  Y'X  étant  positif,  la  partie  imaginaire  de  ^',  ou 

rait  de  même  signe  que, la  partie  imaginaire  dey  ou  u,  c'est-à-dire 

ive  :  le  point  [x,  v]  sera  donc  sur  une  branche  inférieure. 

js  pouvons   maintenant  suivre  de  proche  en  proche  les  mours- 

I  des  trois  points  [x,  t],  [x,  wj,  [x.  v]. 

is  supposerons  d'abord  que  a;  n'atteigne  pas  une  valeur  qui  anié- 

,un  des  trois  points  sur  la  conjuguée  C  :=  I. 

it  que  p  restera  positif,  le  point  [x,  f]  restera  sur  une  conjuguée 

nteàla  courbe  réelle  en  un  point  de  OL  et  sur  la  branche  supé- 

ï  de  celle  conjuguée. 

point  [x,  u]  restera  sur  une  conjuguée  tangente  à  la  courbe 
en  un  point  de  LM  et  sur  la  branche  inférieure  de  celte  conju- 

in  le  point  [I,  u]  restera  sur  une  conjuguée  tangente  Ma  courbe 
on  un  point  de  L'N  et  sur  la  branche  inférieure  de  celte  couju- 

l  passe  par  zéro  et  change  de  signe  à  un  moment  où  n  soit  encore 
;rand  que  — =,f  et  u  étant  restés  imaginaires,  les  points  [i,'l, 

serontrestés  à  des  distances  finies  de  la  courbe  réelle  ;  les  signe' 
iractéristiques  des  conjuguées  auxquelles  ils  appartiendront  iH' 
ihangé.  mais  ces  points  seront  encore  le  premier  sur  une  branclie 
ieure,  le  second  sur  une  branche  inférieure,  et  si  x  revenail  â  a 
•  initiale  sans  que  ^  eût  passé  de  nouveau  par  zéro,  les  troi; 
i  reviendraient  à  leurs  places  primitives. 


Au  conlraire,  si  p  pa 

à  ce  moment  les  trois  p( 
^  change  de  signe,  tous  ti 
si  X  revenait  à  sa  valeui 
zéro  dans  l'intervalle,  l 
revienâraitàsavaleur  ini 

Revenons  au  point  de  c 
des  trois  points  ne  traver 
les  conjuguées  de  la  seco 

Tant  que  x  ne  passer 
resteront  toujours  sur  V 
sur  OM  et  le  point  [x,  v] 
[x,  t],  [x,  u]  pourront  s'é' 
mais,  lorsque  x  reviendra 
toujours  sa  position  prim 

Supposons  donc  qaex 
point  [x,  I]  qui  passe  à 
droite  y^x  ;  si  i  chan, 
\x.  (]  arrivera  sur  les  c( 
ON  et  se  trouvera  par  ra 
0)1  il  était  précédeœmen 

zéro,  z  étant  compris  ent 

changeront  tous  les  deux 
per  chacun  la  place  qu'a 
revenait  à  sa  valeur  prir 
v  prendrait  la  valeur  de  ', 

Nous  avons  ainsi  fait  : 
en  laissant  d'abord  la  pi 
fait  s'échanger  les  point: 
faisant  traverser  successi' 
seul  point  qui  pût  servir  d 
cbent  la  courbe  réelle  su 
allons  maintenant  faire  pa 
scrites  h  l'enveloppe  imaf 

Chaque  fois  qu'un  des 
il  pourra  changer  de  sérif 
ûe  ce  qu'il  en  est,  car  la  1 
cette  variable  étant  par 
pourra  l'être  aussi,  et  il  a 
^,  c'est-à-dire  si  G  a  augi 

Nous  avons  vu  que  la  o 
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Ile  des  deux  parties  de  y  qui  vient  de  s'annulet 
e  signe  avec  lui. 


t  =  Pvf^, 


i  +  vÇ 
1-V- 

-1  +  vÇ 


1'-»')= 


-l+V- 


+  {d.-d^)  +  (d. 
~(d.  +  df)  +  (d. 


)leau  il  celui  des  valeurs 
^'  change  de  signe  ave 
■\-  p'  qui  change  de  ; 
rsion  d'ordre  dans  les  ^ 


=  0,       I  =  a,       a  < 


— lï'      et      ±  Va*  - 


V-f)     et      q=j=l 
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±  Vo' — x'    et    ±  \Cr 

la  portion  de  la  conjuguée  à  abscisses  ré« 
droites  ^  ^  :^  a  ne  se  dislingue  donc  pas  di 
Lorsque  x  prend  des  valeurs  réelles  non  ci 
les  quatre  yaleurs  de  p  sont 


~i-S 

La  conjuguée  à  abscisses  réelles,  en  debors 
compose  donc  de  l'axe  des  x  doublé  et  de  I. 
nées  réelles  aurait  pour  équation 

y'  —  \3^  =  —  ia' 

La  conjuguée  dont  les  ordonnées  sont  réel 
à  abscisses  réelles,  seulement  elle  s'appuie 
s'appuyer  sur  l'axe  des  x. 

Si  des  valeurs  réelles,  x  ^m,  y  ^  n,  de 
l'équalioD  , 

les  mêmes  valeurs  affectées  du  signe  \J —  1, 
y  salisFonl  aussi. 

La  caractéristique  de  la  solution  a;  ^nt  y  — 
h  conjuguée  C  passe  par  le  point  oii  la  coui 
droite  y  ^Cx,  et  elle  la  touche  imaginair 
tangente  à  ta  courbe  réelle  au  point  x^^m, 
l'équation 

m' 
y  —  n  =  —  --{x  — 


etla  tangente  à  la  conjuguée  C  ^  -  au  poin 
l'est  par  l'équation 

y—nsl—i  =_^(a;_ 
qui  ne  fournit  que  la  droite 
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dans  lesquelles  x  recevrait  seulemei 

que  a,  ou  surl'unedes  conjuguées  C 

Euéesde  l'une  ou  de  l'autre  catêgori 

1°  La  partie  de  l'axe  des  x  que  rei: 

V2 

Ugure  à  la  fois,  dans  leurs  positions 
guée  de  la  première  catfigorie,  dont 
devenue  inlinie,  et  une  branche  d'ui 
ayant  sa  caractéristique  positive. 

Par  conséquent  le  point  [x,y],  en 
par  l'équation 

V'2 

5e  transportera  sur  une  conjuguée  d 

t^gorie,  suivant  que  sa  caractéristiq 

3°  La  rnSme  partie  de  l'axe  des  x, 

figure  à  la  fois,  dans  leurs  position 
catégorie  ayant  sa  caractéristique 
seconde  catégorie  ayant  sa  caractéri 
Par  conséquent  le  point  [x,  y],  en 
par  l'équation 


y—  - 


se  transportera  sur   une  conjugué) 
catégorie,  suivant  que  sa  caractéri 

tive. 

3°  Les  branches  de  la  conjuguée 
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axes,  flgurent,  dans  leurs  positions  limites,  ooe 

catégorie  dont  la  caractéristique  négaliTe  serait 

!  branche  de  seconde  catégorie  dont  la  caracté- 

fiositive. 

-anches  qui  occupent  le  second  et  le  quatrième 

;urs  positions  limites,, des  branches  de  première 

ie,  dont  les  caractéristiques  positive  et  négative 

lies. 

oint  [x,  y],  en  passant  sur  la  conjuguée  C  ^  « . 

caractéristique  devient  négative,  sur  une  conju- 

itégorie,  lorsqu'il  se  trouvera  dans  le  premier  od 

axes,  et  sur  une  conjuguée  de  la  seconde  catp- 
Buxième  ou  le  quatrième  angle.  Ce  serait  le  con- 
nue devenait  positive. 

int  [x,  y]  sur  l'axe  des  y,  ou  sur  la  conjuguée 
eu  à  des  conclusions  analogues, 
cile  de  suivre  la  marche  du  point  [x,  y],  corre&-    > 
[uelconque  parcouru  par  x. 

de  départ  une  valeur  réelU 
irs  correspondantes  de  y  sei 

I  (-1-^=1)  ;/^- 

|(,_vrî)v;;r37., 

'x,  y]  parti  de 


en  un  point  M  de  la  bran 

premier  angle  des  axes,  et 
aleur  positive  infiniment  pe 
rra  devenir  brusquement  i 
int  [x,  y]  passera  donc  sur 
00 ,  appartenant  t  la  deuxiè 
'e  et  tangente  à  la  courbe 
0,t/^a  \J — (,  mais  situé  ! 
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Si  X  reyenait  à  sa  valeur  initiale  sans  qu'aucune  des  circonstances 
i  =Oavec  a<a,  a  =  0,  a  =±  ^  se  fût  présentée  dans  Tintervalle,  y 
-eviendrait  aussi  à  sa  valeur  initiale  :  supposons  donc  que  ces  différentes 
ûrconstances  se  présentent,  séparément  d'abord. 

S\,  après  avoir  crû  positivement,  ^  redevient  nul,  a  étant  alors 
noîndre  que  a,  le  point  [x,  y]  à  ce  moment  se  trouvera  sur  la  conjuguée 
Zr=  ce  ^  et  si  p  et  par  suite  G  changent  de  signes,  il  passera  sur  une 
)rancbe  tangente  à»  la  courbe  réelle  en  un  point  situé  à  gauche  du 

sommet  a:  =  0,  y  =  a  y —  \  ;  de  sorte  que  si  x  revenait  à  sa  première 
valeur  sans  qu'aucune  des  circonstances  p  =  0  avec  a  <  a,  «=  0, 
ji  =:  ±  ji  se  fût  présentée  de  nouveau  dans  Tintervalle,  y  prendrait  la 

valeur  ^,  ou  -^  ( —  \  +  y —  l)  V  m*  —  a*,  et  le  point  [Xy  y]  viendrait 
se  placer  sur  Taxe  des  x  représenté  par  l'équation 

1  +  V^  ^ 


y  = -zz v^^  —  "*• 

Pendant  ce  temps  le  point  [x,  y\  qui  serait  parti  de  la  position  ini- 
tiale [x,  wl,  se  sera  transporté  sur  une  conjuguée  de  la  deuxième  caté- 
gorie ayant  sa  caractéristique  négative,  aura  passé  sur  la  conjuguée 
G  =  oD  en  même  temps  que  le  point  qui  venait  de  [x,  s],  aura  changé 
de  branche  en  môme  temps  que  lui;  et  finalement  sera  arrivé  en  [x,  v]. 
Le  point  parti  de  [x,  t\  se  sera  d'abord  transporté  sur  une  conjuguée 
de  la  première  catégorie,  ayant  sa  caractéristique  positive,  sur  la  courbe 
réelle  au  moment  oi!i  ^  aura  passé,  par  zéro,  a  étant  moindre  que  a  ;  et 
enfin  sera  venu  en  [x,  m]. 

De  même  le  point  parti  de  [x,  v]  se  sera  d'abord  transporté  sur  une 
conjuguée  de  la  première  catégorie  ayant  sa  caractéristique  négative, 
sur  la  «ourbe  réelle  au  moment  où  ^  aura  passé  par  zéro,  a  étant  moin- 
dre que  a,  il  aura  changé  de  branche  sur  une  conjuguée  toujours  de  la 
première  catégorie,  ayant  toujours  sa  caractéristique  négative,  quand 
?  aura  changé  de  signe  ;  et  enfin  sera  venu  en  [x,5]. 

En  résumé,  pendant  que  x  sera  revenu  à  sa  valeur  initiale»  chacun 
des  points 

[x,  «1,     [x,  t],     [x,  w],     \x,v], 

sera  venu  occuper  la  place  du  suivant,  et  le  dernier  celle  du  premier. 
Si  X  repassait  encore  par  une  série  pareille  de  valeurs,  les  mêmes 
fails  se  reproduiraient  dans  le  même  ordre  ;  de  sorte  qu'en  faisant 
suivra  à  X  quatre  fois  le  même  parcours,  on  ramènerait  chaque  point 
à  sa  position  initiale. 
Supposons  maintenant  que  a  puisse  passer  par  zéro  et  changer  de 
1    signe:  en  même  temps  il  deviendra  plusieurs  fois  égal  à  ifc  p,  de  sorte 
que  nous  aurons  examiné  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
!!•  p.  3 


i 


f 
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,  pour  X  lii  même  valeur  inilialc  j.'  =  m  >■  a,  et  suppojun- 
.  prenne  d'abord  le  signe  -t"i  que  nous  lui  conserierun- 
is  tout  ce  qui  suivra,  puisque  nous  avons  examiné  les  »- 
ir  zéro  et  change  de  signe  ;  il  esL  évident  que  nous  auHoti- 
mènies  choses^  dans  un  autre  ordre,  si  nous  supposions  a: 
e  p  fût  d'abord  et  restât  négatif. 
valeurs  initiales  de  ^seront  toujours 

'  =  Y(-i+v-f)v' ".■-«', 
„  =  |(-,-v/=T);/;?37., 

.=:f(<-/rT)v;737'. 

s  devienne  nul,  il  faudra  qu'il  devienne  égal  à  ^  ;  à  ce  mo- 
ire valeurs  de  y  seront 

±  Vu'  +  4^*      et     =t  <J^i  Va*  +  4p'  : 

P' n'auront  pas  encore  jusque-h  passé  par  zéro,  cclidJ^ 
qui  aura  conservé  une  valeur  Gnie,  aura  en  même  ttni|i- 
ne  primitif  j  cette  remanjue  permettra  de  décider  en  par- 
8  qu'auront  prises  respectivement  les  quatre  fonctions  ite ; 
te  y. 
pourra  être  devenu  que 

+  Va*  +  ■*?'■      ou      4- \/irï  v'û^"+lfî*, 

-  Va'  +  *^*      ou      +  >r^\  vVT¥\ 

—  Va*  +  4P'      ou      —  y/^  Va*  +  i^", 

+  Vo'  +  4^'      ou      —  \/—  1  Va*  +  4p*. 

rer  (le  résoudre  la  question,  nous  remarquerons  que  dan- 
qualre  valeurs  de  y,  d  et  %',  égaux  en  valeur  absolues" 
irt,  n'auront  pas  repassé  par  l'égalité,  puisque  ni  anif^n^ 
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seront  redevenus  nuls  ;  de  telle  sorte  que  l'ordre  établi  au  commence- 
ment n'aura  pas  pu  s'intervertir  ensuite. 

Or  pquiélait  d'abord  nul,  prenant  d'abord  un  accroissement  positif, 

le  tableau  des  valeurs  de  dy  montre  que  :  l*'  dans  la  fonction  de  x  qui 

part  de  la  valeur  5,  et  où  a  =  ^',  d^'  est  plus  grand  que  rfa,  de  sorte  que 

^if  devient  plus  grand  que  a  ;  2°  que  dans  celle  qui  part  de  la  valeur  t^ 

et  où  a  =  —  p',  a'  ayant  d'ailleurs  le  signe  —  et  par  suite  ^'   le 

signe  -f,  rfa   et  d^'  se  composent  de  deux  parties  égales  et  de  si- 

jçnes  contraires  qui,  en  venant  s'ajouter  à  oc'  et  ^',  ne  troubleraient  pas 

Tégalitéa  =  —  ^',  et  de  deux  parties  aussi  égales,  mais  négatives  toutes 

deux,  parce  que  d^  est  positif,  et  qui,  venant  s'ajouter  à  a'  et  ^\  font 

prendre  la  supériorité  à  a,  de  sorte  que  —  a  devient  plus  grand  que  ^'; 

3''  que  dans  la  valeur  de  y  qui  part  de  la  valeur  u,  où  a  et  ^'  sont  égaux, 

rfa  est  plus  grand  que  d^\  de  sorte  que  a  devient  plus  grand  que  ^'; 

4°  enfin  que  dans  la  valeur  de  y  qui  part  de  la  valeur  v,  où  a  =  —  ^', 

-x  ayant  d'ailleurs  le  signe  +,  c'est  encore  a  qui  prend  l'avance  sur 

—  y 

Il  en  résulte  qu'au  moment  où  a  devient  égal  à  ^,  s  devient 


+  v/-i  V'a'  +  4PS 


t  devient 


H  devient 


-  V  a^  +  4^*, 


-sJ-\  Va*  +  4P*, 


et  y  devient 


^  y  a*  +  4[i\ 


Supposons  maintenant  que  a  devienne  nul,  ^  étant  alors  moindre 
que  a,  les  quatre  valeurs  de  y  seront 


±:  \ja^  _  ^*       et      ±sl—\  )Ja'  —  fi*, 

cl  il  s'agit  d'attribuer  ces  valeurs  aux  quatre  fonctions  de  x  qui  sont 
parties  des  valeurs  initiales  5,  ^  u,  v. 

Or  dans  aucune  de  ces  quatre  fonctions  a  n'a  pu  devenir  égal  à  p'  en 
valeur  absolue,  sans  quoi  a  ou  ^  auraient  passé  par  zéro,  ni  changer  de 
soigne,  pour  la  môme  raison  ;  cela  exige  évidemment  qu'elles  reprennent 
chacune  pour  a  ==  0  la  môme  valeur  que  pour  «  =  ^. 

Enfin  supposons  que  a  devienne  nul,  ^  étant  alors  plus  grand  que  a^ 
les  quatre  valeurs  de  y  seront 


V2 


r 
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rtir,  nous  remarquerons  encore  que  depuis  le  momeDlnii 
^gal  à  p,  a.',  ni  ^'  n'ont  pas  pu  repasser  ni  par  zéro,  ni  pa; 
leurs  absolues,  et  comme  nous  savons  d'ailleurs  que  quaoi 
ndeur  de  a  et  p  change,  la  partie  de  y  qui  s'annule  alor'. 
te  de  signe,  nous  en  conclurons  que  s  est  devenu 


^VP^'(-i-xCl), 


^;.^:37.(,_V3Î), 


>t  devenu 

^;?rr7'(,+vCT). 

î  les  discussions  de  ce  genre  peuvent  exiger  quelqiiefe- 
iments  fastidieux;  mais  les  difllcultés  qu'elles  présenkni 
jutàla  complication  de  l'équation  mise  à  l'élude.  Or odk 
!mment  pas  demander  que  la  discussion  des  lieux  imafi- 
«ntés  par  une  équation,  devint  plus  simple  que  celle  do 
fQt  qu'elle  ne  soilpas  plus  compliquée. 


«• 
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PB   LA   SÉRIE    DE  TAYLOR. 


284.  Les  deux  questions  auxquelles  donne  lieu  l'emploi  de  la  série 
de  Taylor  ont  pour  objel,  la  première,  de  déterminer  exactement  la 
région  de  convergence  de  cette  série  ;  la  seconde,  de  définir  de  telle 
sorle  la  valeur  de  la  fonction,  supposée  multiple,  qui  a  été  développée, 
qu'on  puisse  la  reconnaître  parmi  les  racines  dô  l'équation  qui  lie 
celte  fonction  à  sa  variable,  et  par  conséquent  l'obtenir  par  la  résolu- 
tion même  de  celte  équation^  au  lieu  de  la  calculer  par  la  sommation 
des  termes  de  la  série.  ♦ 

Ainsi  une  fonction  y  étant  défmie  par  une  équation  algébrique  en- 
tière f  (x,  y)  ±=  0,  qui  donne  m  valeurs  de  celte  fonction  pour  chaque 
valeur  delà  variable,  il  s'agira  :  i"*  de  déterminer,  pour  chaque  système 
de  valeurs,  x^,  y^,  de  x  et  de  y,  Jes  limites  dans  lesquelles  la  série 


yo-h( 


t)y-"^+m:^^+- 


restera  convergente  ;  2®  d'assigner  à  la  valeur  de  y,  représentée  par  la 

suite 

supposée  convergente^  des  caractères  qui  puissent  permettre  de  la  dis- 
tinguer au  milieu  des  racines  de  l'équation  f{x^^  y)  =  0. 

La  solution  de  la  première  question  permettra  l'emploi  rationnel  de 
la  série  au  calcul  arithmétique  de  la  valeur  finale  de  la  fonction  ;  celle 
de  la  seconde  servira  à  fixer  la  portion  d'un  lieu  à  laquelle  pourraient 
s'étendre  les  conclusions  d'une  démonstration  théorique  dans  laquelle 
on  aurait  substitué  la  série,  à  la  fonction  définie  implicitement  par  une 
équation  qui  lui  attribuerait  plusieurs  valeurs. 

Mais  la  méthode  de  solution  appliquée  à  la  première  question  four- 
nira d'avance  la  réponse  à  la  seconde,  dont,  par  conséquent,  nous 
n'aurons  pas  à  nous  occuper  spécialement. 

288.  L'équation 


CHAPITRE   \JiU. 

lieu  qui  se  conTond  dans  une  élendiie  plus  ou  itiûiQ' 

lieu  dont  les  coordonnées  sont  x  ely. 
■ons  le  nom  de  région  de  convergence  à  la  porlion  du  plsù 
ourir  le  point  [a:,  y]  assujetti  à  satisfaire  à  celte  équa- 

econd  meinbre  resterait  lini. 

Éorie  élémentaire  de  la  série  de  Taylor  peut  se  réduire  j 
nonces,  assez  évidents  pour  n'exiger  aucune  démoDflr.j- 

lermes  imaginaires  est  la  somme  de  la  série  des  parlie- 
:ermes  et  du  prodiïit  par  v'— î  de  la  série  de  leurs  parliï- 
gne  imaginaire. 

i  série  proposée  soit  convergente,  il  faut  que  !e*deiiv 
>mposent  soient  elles-mGmes  convergentes. 

général  de  la  série  proposée  est  a„  -)-  en  v — 1 .  ''  f*"' 
;érie  soit  convergente,  qte  a,  et  è„  tendent  séparémenl 
qui  s'exprime  par  cette  condition,  en  apparence  sim|ilf 
n  réalité,  que  y  (■'n)'  +  (M' tende  vers  zéro. 

7-^    ont  séparément    des  limites  moindres  que  1  m 

!,  la  série  est  convergente;  si' l'une  seulement  des  limil*^ 
Técédents  dépasse  1  en  valeur  absolue,  la  série  estdii«- 
des  rapports  précédents  a  pour  limite  1,'la  comcrgetice 


est  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  dune 
module  du  terme  général  dépi:nd  du  module  de  i.f^ 
ou  vers  l'inDni,  suivant  que  le  module  de  xeslinKri™ 
lu  module  de  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 


H  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  module  du  rapp 
s  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série,  suivant  yu*  " 

si  inférieur  ou  supérieur  à  — . 


■^■r 
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Le  cas  OÙ  la  convergence  est  douteuse  étant  écarté^  on  obtiendra, 
par  rapport  à  x,  Tintervalle  dans  lequel  la  série  est  convergente  en 
résolvant  l'équation 

Les  valeurs  de  x,  dont  le  module  serait  moindre*  que  celui  qu'on 
aura  trouvé  comme  solution^  seront  celles  pour  lesquelles  la  série  sera 
convergente.  Il  en  résulte  que  les  points  d'un  lieu  /  (x,  y)  =  0,  compris 
dans  la  région  de  convergence  relative  à  un  système  [ar^,  y^]  de  valeurs 
initiales  de  la  variable  et  de  la  fonction,  auront  leurs  abscisses  telles 
que,  retranchées  dearQ,  elles  donnent  des  différences  dont  les  modules  ne 
dépassent  pas  une  certaine  limite. 

En  d'autres  termes  :  le  périmètre  de  la  région  de  convergence  sera 
composé  de  points  du  lieu  ayant  leurs  abscisses  telles  que,  retranchées 
de  x^,  elles  donnent  des  différences  dont  le  module  constant  soit  égal  à 
celle  limite. 

La  question,  en  ce  qui  concerne  le  développement  d'une  fonction 
implicite,  est  de  trouver  dans  la  discussion  de  l'équation  f{Xf  y)  =  0, 
qui  définit  cette  fonction,  les  éléments  de  la  détermination,  par  rap- 
port à  Xy  de  la  limite  en  question. 

Si  Xq  et  y^  sont  les  valeurs  initiales  de  x  et   de   y,  et  que   y^', 
/)  '  (t^)  '"•'  ^^^^^^  finies,  y  se  confond,  dans  une  étendue  plus  ou 
moins  grande,  avec 

fdx\  x  —  x^       (d}y\  {x  —x^? 

en  ce  sens  que  les  deux  lieux 

f{x,if-0 
el 

ont  en  {x^^  y^  un  contact  d'ordre  infini,  à  l'intimité  duquel  aucune  autre 
condition  nouvelle  ne  saurait  être  ajoutée. 

Si  la  valeur  de  y,  que  représentait  la  série  lorsqu'elle  était  conver- 
gente, doit  devenir  infinie  pour  une  certaine  valeur  x^  de  x^  la  série, 
pour  continuer  de  représenter  cette  valeur  dey,  doit  prendre  des  va- 
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)  en  plus  grandes  lorsque  x  se  rapproche  de  x„  defeiu! 
X  =  X,,  et  être  divergente  pour  toute  valeur  de  x,  tell? 
le  de  a;  —  x^  surpasse  celui  de  i,  —  x„. 

est  pas  nécessaire  que  la  fonction  y,  représentée  par  li 
devenir  infinie,  pour  une  valeur  j?,  de  j^,  pour  que  lasénc 
ergente  dès  que  le  module  Aex  —  x^  surpasserait  celui  Je 

ine  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  it 
:onvergente  ou  divergente  en  même  temps  que  toute  *C' 
intégrales,  puisque  le  rapport  du  module  d'un  terme  ac 
erme  précédent  ne  change,  dans  la  série  dérivée  ou  dam  '■-, 
le,  que  dans  le  rapport  des  rangs  de  deux  termes  consécu- 
end  vers  1 . 

doit  donc  être  divergente  pour  toute  valeur  de  x  \âV. 
nie  de  j; —  i,  surpasse  celui  de  la  différence  entre 
X,,  telle  que  l'une  des  dérivées  de  la  fonction  devi 


irde  la  variable,  qui  rend  infinie  une  des  valeurs  deU 
i  en  dépend,  rend  en  mftme  temps  infinies  toutes  les  dén- 
Ite  forme  de  la  fonction  ;  mais  les  dérivées  d'une  fooc- 
t  ne  devenir  inGuies  qu'à  partir  d'un  ordre  plus  on  nioin^ 


,  comme  la  dérivée  d'une  fonction  ne  peut  devenir  infini* 
[ue  cette  fonction  prenne  au  moins  deux  valeurs  égales, un 


Il  pMie  da  ja  gfrie  à  sa  dérivée,  las  termes  en  i"""'  et  x"'  »Oiil  £«'>?*' 
en  a"-'  et  jf~',  et  la  rapport  des  module»  des  termes  MinpH*>* 
_  I  dont  la  liroito  est  )  ;  de  sorte  que  si,  dms  la  aérie  primiii"-  <■' 
adules  de  deux  termes  consécutirs  lend  vers  une  limite  plus  frn"<''°'' 
B  I,  il  en  eit  de  même  dans  la  série  dÉrinée,  et  que  les  deut  sériel  s*" 
13  convergentes  ou  divergentes. 

■apport  des  modulas  de  deux  termes  consécutif»  tend  vers  I  dan* '•F* 
l'il  ait  la  mémo  limite  dans  la  dérivée,  ce  n'eat  paa  une  raison  pourq"* 
i,  qui  sont  alors  dans  le  cas  douteux,  soient  an  nièma  tampa  conTerp»'" 
a.  L»  série  dérivée  est,  en  effet,  toujours  plus  près  de  diverger  Q"*  [" 
ces  deux  niotirs  que  le  rapport  des  modules  de  termes  cons^""'' 
y  est  plus  grand,  et  que  ces  modulea  eux-mêmes  sont  plus  grandi' 
dune  Irè^'bian  que  la  série  dérivée,  qui  exprime  Ib  coatBcieiit  snpil'"', 
&  une  coui'be.  puisse  devenir  divergente,  tandis  que  la  série  primiiiic-l" 
(  l'ordonnée  de  cette  courba,  aérait  restée  convergente  pour  Ibi»'"''  "' 
isse,  tout  en  étant  sur  le  point  de  deveuir  divergente. 


DE   LA   SÉRIE  DE   TAYLOR.  41 

obtiendra  tous  les  points  qui  pourraient  arrêter  la  convergence  de  la 
série  en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

f{x,  y)  =  0, 

dy 


Pour  reconnaître  si  une  valeur  de  Xy  à  laquelle  correspondent  p 
valeurs  égales  de  y,  doit  être  ou  non  considérée  comme  pouvant  éven- 
luellement  former  la  limite  de  la  région  de  convergence  de  la  série,  il 
faudra  prendre  les  dérivées  des;>  valeurs  de  y.  Si  les  dérivées  de  ces 
p  valeurs  sont  finies  et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique.  Si 

p  —  y  valeurs  de  -^  se  trouvent  confondues,  il  faudra  prendre  les  />  —  q 

valeurs  correspondantes  de  -y4  î  si  ces  />  —  q  valeurs  de  —^  sont  toutes 

finies  et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique.  Sip  —  q  —  r  va- 

leurs  de  ^  restent  confondues,  il  faudra  prendre  \es  p  —  q  —  r  va- 

cPv  cPy 

leurs   correspondantes  de  -j^;  si  ces/?  —  q  —  r  valeurs  de  —  sont 

uX  (*x 

toutes  finies  et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique,  et  ainsi  de 
suite.  Si  p  —  flr  —  r ...  —  <  valeurs  de  -7^  deviennent  infinies,  les  formes 

correspondantes  de  y  ne  seront  pas  dévcloppables  au  delà  de  la  valeur 
considérée  de  x;  mais  celles  dont  les  dérivées  se  seront  déjà  séparées 
le  resteront.  Quant  à  celles  dont  les  dérivées  de  l'ordre  n  ne  seraient  pas 
devenues  infinies,  mais  ne  se  seraient  pas  encore  séparées,  il  faudra  les 
dériver  de  nouveau,  jusqu'à  ce  que  l'on  tombe  finalement  sur  des  déri- 
vées distinctes  ou  infinies. 


487.  Tel  est  le  degré'  de  simplicité  auquel  peut  être  ramenée  la 
théorie  delà  série  de  Taylor,  en  tant  du  moins  qu'on  écarte  provisoire- 
ment la  question  de  la  détermination  du  point  d'arrêt. 

Ou  retomberait  ainsi,  si  l'on  pouvait  faire  abstraction  des  valeurs 
imaginaires  de  la  variable,  sur  l'énoncé  qui  avait  cours  il  y  a  cinquante 
ans  et  dont  les  travaux  de  Cauchy  avaient  eu  surtout  pour  effet  d'ob- 
scurcir l'évidence  : 

«La  série  de  Taylor  reste  convergente  tant  que  x —  x^ne  dépasse  pas 
Id  différence  entre  x^  et  l'abscisse  d'un  point  où  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion développée  deviennent  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre.» 
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I  de  Caiichy  n'a  eu  effectivement  d'autre  résultai  qw 
ition  sur  les  valeurs  imaginaires  de  la  variable,  ce  qn; 
illement  h  modifier  l'énoncé  en  ces  termes  : 

'aj'Ior  reste  convergente  tant  que  le  module  de  j:  — i,  Ht 
ui  de  la  différence  entre  Xg  et  l'abscisse  d'un  point  où  [n 
fonclion  développée  deviennent  inOnies  à  partir  d'un 
1). 

orie  précédente  paraîtrait  en  déraut  si  l'on  pouvait  dou- 
ivées  des  mCmes  ordres  de  l'ordonnée  d'une  courbe,  psr 
îisse,  se  retrouvassent  toujours  inllnies  aux  mêmes poinl^ 
Is  que  fussent  les  .ixes  auxquels  on  rapportAt  la  courbe; 
B  convergence  ne  pouvant  varier  brusquement  lorsqu'on 
niment  peu  la  direction  de  l'axe  des  y,  les  mêmes  poinu 
ont  toujours  présenter  le  même  obstacle  au  développe- 
ction,  11  importait  donc  de  vériOer  que  la  cause  assignét 
se  représenterait  toujours, 
nous  avons  fait  dans  la  note  de  la  page  203  du  premier 


jndée  sur  ce  que  e  i>  et  toutes  sea  déHiées  se  trouvint  null^ 
Feloppement  d'une  fonctian  quelconque  f  (x),  p*r  la  fonnulB  de  Hk- 
Irnit  identiquement  avec  celui  de  la  même  rani^tion  f(x),  tu)piieni» 

e  que  le  développement  ie  f{x)  +e~  z*  serait  inexact. 
n'infirme  en  rlan   le  fait  de  l'identité  normale  d'une  fonctloa,  m"' 
a  de  continuité,  et  de  son  développement  par  la  séria  de  Tiylor,  ff- 

lement  qu'outre  la  précautiun,  qu'on  doit  toujours  prendre,  de  ne  pi^ 
iciion  une  valeur  initiale  dont  les  dérivées  soient  infinies  à  pinird'iin 
lUt  encore  éviter  celles  dont  une  partie,  quoique  différant  de  léro  ^f 
■  de  la  variable,  aurait  tuutea  ses  dérivées  nulles,  pour  celle  q«"' 
Ire  pour  valeur  initiale. 

'ivées  d'une  fonction  ne  peuvent  pu  rester  nulles  pour  toutes  les  "' 
ble,  puisqu'il  surfiratl  d'avoir  constaté  la  nullité  consiante  delspi^- 
jr  pouvoir  affirnier  la  constance  de  la  prétendue  fonction, 
e  ruiiclion  qui  tomberait  sous  le  coup  de  l'objection,  pour  quelqi'' 
res  de  la  vtriable,  y  écliapperait  pour  toutes  les  autres, 
de  Taylor  no  consiste  que  dans  l'identité   normale,  et  dios  de  H'* 
tre  la  fonction  développée,  assujettie  à  la  condition  de  continnili  'l 
U  supposé  convergent, 
reste,  do  remarquer  que  toutes  les  Tonctions  imaginables  tendrtieDi^ 

B  exception  que  e  '  si,  pour  les  développer  par  la  Tormuleife  ^'^' 
:lioisir  une  valeur  initiale  indéfiniment  grande  de  la  variable,  ar  i'' 
de  toutes  les  A)urbes  tendent  à  devenir  droites,  do  sorte  que  V)ii^ 
I  par  rapport  ï  z,  b  partir  de  la  secojide,  tendent  k  devenir  nul!"  ' 
oigne  davantage  sur  ces  branches. 

I  présente  la  Tonotion  f     i   est  analogue.' 
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vQlume  de  cet  ouvrage,  en  prenant  pour  exemple  la  dérivée  seconde. 
Des  démonstrations  analogues  s'appliqueraient  aux.  au  très  cas  qu'où 
voudrait  examiner. 

289.  En  résumé,  contrairement  à  Topinion  professée  jusqu'ici,  un 
point  multiple  d'un  lieu  f  (x,  y)  =  0  ne  peut  arrêter  le  développe- 
ment de  la  fonction  y  qu'autant  que  les  dérivées  de  cette  fonction,  sous 
quelques-unes  de  ses  formes,  y  deviennent  infinies  à  partir  d'un  certain 
ordre. 

Hormis  ce  cas,  la  série  traversera  sans  embarras  le  point  multiple,  et 
toutes  les  dérivées  de  la  fonction,  après  le  passage,  recevront  de  la  série 
des  valeurs  infiniment  peu  différentes  de  celles  qu'elles  avaient  aupara- 
vant. Elles  n'auront  subi  aucune  variation  brusque. 

Les  valeurs  critiques  de -la  variable  sont  donc  exclusivement  celles 
auxquelles  correspondent  des  valeurs  de  la  fonction  dont  les  dérivées 
soient  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre  (l'ordre  zéro  correspondant  i\ 
la  fonction  elle-même). 

Les  points  qui  ont  pour  abscisses  ces  valeurs  critiques  de  x  et  pour  or- 
données celles  des  valeurs  correspondantes  de  y  dont  les  dérivées  sont 
infinies  à  partir  d'un  certain  ordre  sont  les  points  critiques  du  lieu.  Les 
uns  dépendent  du  choix  des  axes,  ce  sont  les  points  de  contact  des 
tangentes  à  la  courbe  parallèles  h  l'axe  actuel  des  y  ;  et  les  autres  en 
sont  indépendants,  ce  sont  quelques  uns  des  points  multiples  de  la  courbe. 

Quant  à  la  question  de  la  convergence  de  la  série,  elle  se  réduit  à  la 
détermination  de  celui  des  points  critiques  où  sera  limitée  la  région  de 
convergence,  c'est-à-dire  qui  se  trouvera  sur  le  périmètre  môme  de  cette 
région. 

290.  Comme  on  a  longtemps  admis  que  la  série  deviendrait  diver- 
gente dès  que  le  module  de  {x  —  x^  surpasserait  le  plus  petit  des  mo- 
dules des  différences  entre  x^  et  les  diverses  valeurs  critiques  de  x,  il  ne 
sera  pas  inutile  d'établir  directement  la  fausseté  .de  cette  hypothèse. 

L'énoncé  de  la  proposition  ne  faisant  pas  acception  de  la  valeur  ini- 
tiale de  y,  choisie  parmi  celles  qui  correspondent  à  x^y  l'hypothèse  au- 
rait pour  conséquence  immédiate  que  si  y^,  yi,.*-)  ym,  désigiient  les  va- 
leurs différentes  que  prend  la  fonction  pour  une  môme  valeur  ^Tq  de  x, 
n'offrant  aucun  caractère  exceptionnel,  les  séries 

(dy\  x  —  x,       (d'y\   {x  —  x,? 

•/^  +  U/.  ~r^  "^  Wi  'Tir + -  * 

/dy\  x  —  Xq       fd'y\   (x  —  x,)' 


/dy\  Xj:^,    fdj\   {x^x.y 


m 
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mt  en  mfiine  temps  toutes  convergentes  ou  divergentes,  biBoqni 

coefficient^diiTèreat  totalement. 

te  conclusion  déjà  répugne  évidemment. 

is  pour  rendre  le  f<iit  complètement  évident,  supposons  que  i. 
:ne  des  valeurs  de  u:  auxquelles  correspondent  quelques  valeur 

lieras  de  y. que,  par  exemple,  y,  soit  infini,  que  \rr^  )  soil  infini. 
mais  que  y,.  (  j  }  ,  | —J  ,  \-p\  ■«tc-,  soient  tous  finis  :1a  sé- 

^'  +  \£)~^~^\ù\  1.2"  +  ■■ 

'a  évidemment  convergente  dans  de  certaines  limites  par  rappail 
andis  que  quelques-unes  des  autres  seront  divergentes  pourtoufo 
leurs  de  ar. 

si  l'on  déplace  un  peu  le  point  de  départ,  c'est-à-dire  si  Tod  taii 
u  varier  x^,  la  série  dont  la  région  de  convergence  était  finie,  res- 
;onvergente  dans  des  limites  finies  encore,  et  qui  même  aurontiii- 
ent  peu  varié,  tandis  que  celles  qui  n'étaient  convergentes  pour 
le  valeur  de  x  n'auront  qu'une  région  de  convergence  infinimenl 
tendue.  Ces  séries  ne  seront  donc  pas  toutes  convergentes  dans  le^ 
!s  limites. 

i.  Ainsi  se  trouve  posée  la  première  des  deux  questions  dont  wa' 
ù  nous  occuper.  , 

iitesles  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  série  reste  convergente  sodI 
qui  satisront  à  la  condition  que  le  module  de  la  différence  j:  —  -!, 
inrérienr  au  module  de  la  difi'érence  entre  x^  et  l'abscisse  deluD 
oints  où  les  dérivées  de  la  fonction  deviennent  infinies  à  partir  d'an 
n  ordre  ;  mais  il  reste  à  déterminer  celui  de  ces  points  qui,  pour 
le  système  de  valeurs  de  x„  et  de  y„  limite  effectivement  le  déve 


réponse  à  faire  à  celte  question,  pour  suffire  aux  besoins  de  la  p"- 
,  devrait,  s'il  était  possible,  être  formulée  analy tiquemenl ;  niaii'' 
,  peu  probable  qu'on  parvienne  à  la  réduire  à  de  tels  termes, 
effet  :  soient  ■£„,  >/„  les  valeurs  initiales  de  la  variable  et  de  la  fo"'" 
t  X,  Y  leurs  valeurs  particulières  au  point  critique  cherché  :  Xdf' 
■a  à  la  fois  de  x^  et  de  y„,  mais  il  dépendra  surtout  de  la  naloK 
relation  qui  lie  £  et  y.  car  si  deux  courbes  se  coupent  eu  un 
[Xg,  ^g],  et  que  leurs  points  critiques  aient  d'ailleurs  mêmes  abs- 
,  il  n'y  aura  cependant  pas  de  raisons  pour  que  les  développeu)^"'' 
■données  de  ces  deux  lieux  à  partir  de  x  =^  j;^  et  y  =^0  «***"' 
convergents  pour  les  mêmes  valeurs  de  x. 
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Les  conditions  à  remplir  parX  et  Y  ne  pouvant  donc  être  que  des 
conditions  d'inégalités,  la  méthode  pour  en  obtenir  les  valeurs  ne 
pourra  évidemment  consister  qu'en  des  précautions  à  prendre  pour  ne 
pas  les  dépasser. 

292.  Pour  qu'un  point  critique  [xn,  t/n]  soit  le  point  d'arrêt  du  déve- 
loppement de  la  fonction  y,  à  partir  de  sa  valeur  y^,  correspondant  à  la 
valeur  initiale  Xç^  de  x,  il  faut  que  y,  partant  de  y^  et  restant  assujetti  h 
la  continuité,  puisse  atteindre  la  valeur  y»  sans  que  le  module  de 
(j  —  Zq)  ait  dépassé  celui  de  {xn  —  x^)  et  de  plus  que  y  n'ait  pas  pu  at- 
teindre auparavant  l'ordonnée  d'un  autre  point  critique  [Xp  ,  i/p],  tel 
que  le  module  de  {xp  —  x^^)  soit  inférieur  à  celui  de  (xn  -^  ^o)* 

La  méthode  consistera  donc  à  chercher,  relativement  à  chaque 
exemple,  celui  des  points  critiques  avec  lequel  pourra  venir  coïncider  le 
point  [x;y],  parti  de  x^,  y^,  sans  que  le  module  de  {x  — x^)  ait  dépassé 
le  module  de  la  différence  entre  x^  et  l'abscisse  de  ce  point  critique,  et  à 
s'assurer  d'autre  part  que  le  point  [x,  y]  n'aurait  pas  pu  se  rendre  aupa- 
ravant à  un  autre  point  critique  plus  voisin,  c'est-à-dire  tel  que  le  mo- 
dule de  la  différence  entre  x^  et  son  abscisse  fût  moindre  que  celui  de 
la  différence  entre  x^  et  l'abscisse  du  point  éprouvé. 

La  solution  que  nous  avons  donnée  dans  les  deux  chapitres  précédents 
de  la  question  de  la  marche  continue  d'une  fonction  connaissant  la  loi  de 
progression  de  sa  variable,  nous  permettra  naturellement  de  traiter  les 
questions  exactement  semblables  dont  dépend  la  détermination  de  la 
limite  de  la  région  de  convergence  de  la  série  de  Taylor. 

Nous  commencerons  par  traiter  quelques  exemples  qui  achèveront  de 
dissiper  ce  qu'il  peut  rester  d'obscur  dans  les  explications  qui  précè- 
dent. L'étude  de  ces  exemples  conduira  d'elle-même  à  la  solution  géné- 
rale delà  question,  de  sorte  qu'il  ne  restera  presque  qu'à  formuler  cette 
solution. 
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>'AT1UN  DE  LA   LIMITE  DK  LA  REGION  OK  CONVERGEtCE 
ns  LA  SËRIE  DE  TAÏLOn. 


'équation 

désignant  l'abscisse  du  point  de  dépari,  cl 
;elle  d'un  point  de  la  région  de  convergence,  t, 
i  ù  la  condition 

lile  puisse  passer  sur  la  conjuguée  C  =  ce ,  il  fau- 
sse trouver  des  valeurs  négatives  de  a,  telles  qi^e 
■,  c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  «„  soit  lui-mfnit 

»o  positif:  le  point  mobile  n'ayant  pu  passer  sur  Ij 
3  caractéristique  du  point  final  aura  le  signe  «If 

;  et  comme  les  caractéristiques  de  deux  poml- 
ont  loujoursde  signes  contraires,  iln'yauraaurao 

!/,  qui  se  sera  développée  suivant  la  série. 
int  ag  négatif:  le  point  mobile  ne  pourra  pasdanï 
lurbe  réelle,  car  il  n'existera  pas  de  valeurs  pcoi- 
i  l'inégalité  «*  —  Saa"  <  0  ;  p'  ne  pourra  donc  pa^ 
si  p  en  a  changé,  dans  le  passage  de  x^h  j",.Is 
inement  traversé  la  conjuguée  C^x ,  tandis  que 
il  ne  l'aura  pas  traversée,  ou  t'aura  trayersceu" 
:e  qui  revient  au  mfime. 
lu  point  final  aura  donc,  ou  non,  le  signe  de  h 
int  initial,  suivant  que  p^  et  p,  seront  de  miw 
itraires. 

iment,  si  on  le  voulait,  le  périmètre  de  la  régi"" 
i  courbe  passerait,  dans  tous  les  cas,  par  le  j»'"' 
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critique,  et  y  loucherait  la  courbe  réelle  et  la  conjuguée  G  =  oo  ;  elle 
n'aurait  d'ailleurs  que  ce  point  commun,  soit  avec  la  courbe  réelle,  soil 
avec  la  conjuguée  C=  oo,  suivant  que  a^,  serait  négatif  ou  positif.  Dans 
le  premier  cas,  les  deux  points  d'une  même  conjuguée,  situés  sur  la 
limite  de  la  région  de  convergence,  appartiendraient  toujours  à  des 
branches  inférieures  ou  supérieures,  suivant  que  le  point  de  départ 
[Xo,  yj  serait  lui-même  sur  une  branche  inférieure  ou  sur  une  branche 
supérieure  ;.dans  le  second,  les  points  de  la  limite,  pour  lesquels  ^  serait 
de  même  signe  que  ^q,  appartiendraient  à  des  branches  de  même  nature 
que  celle  où  se  trouvait  le  point  de  départ  ;  et  les  autres  à  des  branches 
de  nature  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  la  région  de  convergence 
serait  repliée  sur  elle-même.  y 

894.  Soit  maintenant  l'équation 

ce  sera  le  sommet  de  droite  A,  ou  le  sommet  de  gauche  A',  qui  limitera 
la  région  de  convergence,  suivant  que 

P?  +  («.  -  a)*  ^  ?.' +  («0  +  «)*, 

c*est-à-dire  suivant  que  oto  ^^^^  positif  ou  négatif. 

Il  est  facile  d'interpréter  ce  résultat  : 

La  partie  réelle  de  l'abscisse  d'un  point  du  lieu  ne  passe  par  zéro  que 
lorsque  le  point  lui-même  passe  sur  la  conjuguée  G  =0,  c'est-à-dire, 
sur  l'hyperbole  qui  touche  l'ellipse  en  ses  sommets  B  et  B'  placés  sur 
Vaxe  des  y.  Du  reste,  il  est  évident  que  la  partie  imaginaire  de  x  est 
positive  ou  négative  suivant  que  le  point  appartient  à  une  branche  d'hy- 
perbole tangente  à  l'ellipse  en  un  point  de  l'arc  BAB'  ou  en  un  point  de 
l'arc  BA'B'. 

On  voit  donc  que  celui  des  deux  points  critiques  qui  limite  la  région 
de  convergence  est  toujours  le  sommet  de  Tellipse  le  plus  proche  du 
point  où  la  branche  de  conjuguée  qui  contient  le  point  de  départ, 
louche  cette  ellipse. 

Supposons  a^  positif:  le  point  [Xy  y]  pourra  ou  non  passer  sur  la  con  - 
juguée  C  =  00 ,  sans  sortir  de  la  région  de  convergence,  suivant  qu'on 
pourra  ou  non  satisfaire  à  la  condition 

(oc  -  «0^/  +  ?î  <  K  -  ciY  +  K 

par  des  valeurs  positives  de  a  plus  grandes  que  a. 

Celte  condition  se  réduit  à  a,,  >  a  ;  si  donc  a©  est  moindre  que  a,  le 
point  [x,  y]  ne  pouvant,  sans  sortir  de  la  région  de  convergence,  passer 
sur  la  conjuguée  C  =  « ,  la  caractéristique  du  point  final  aura  le  signe 
de  la  caractéristique  du  point  initial  ou  un  signe  contraire,  suivant  que, 
dans  l'intervalle,  le  point  mobile  n'aura  pas  ou  aura  traversé  la  conju- 
guée 0=0,  c'est-à-dire  suivant  que  aj  et  a^  seront  de  même  signe  ou 
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>s  contraires.  Comme  du  reste  les  caractéristiques  de  deux  poinU 
nême  abscisse  sont  toujours  de  si^es  contraires,  il  ne  reslcn 
loute  sur  celle  des  valeurs  de  y  qoi  se  sera  développée  par  U 
1  Taylor. 

valeur  finale  de  x  était  réelle  et  moindre  que  a,  les  vaienis 
le  y  seraient  aussi  réelles,  mais  le  point  d'arrivée  serait  évidera- 
ir  la  branche  d'ellipse  qui  contiendrait  le  point  de  contact  de  li 
!  d'hyperbole  où  se  trouvait  le  point  de  départ. 
isons  maiflenant  Hg  >-  a:  pour  que  le  point  mobile  (x,  yj  pâl 
ur  la  courbe  réelle,  il  Taudrait  qu'on  pût  satisfaire  à'Ia  condilion 

sn  de  valeurs  de  <x  comprises  entre  —  u  et  -|-  a  ;  or  cette  condi- 
réduit  à 

(«_„)(„  +  «■  __2^)<0; 

leut  donc  être  satisfaite  :  ainsi  la  limite  de  la  région  de  conver- 
)uchera  seulement  la  courbe  réelle  au  sommet  A. 
ce  cas  de  ng  <  a,  la  caractéristique  pourra  changer  de  signe  en 
par  ce  ou  par  0,  car  le  point  [x,  y\  pourra  traverser  la  coiiju- 
=  0  s'il  existe  pour  ^  des  valeurs  saUsfaisanl  à  la  condition 

"^  +  (?-W*<K-«)'  +  f„', 
p'  —  a>Ji(,  <  n'  —  âflc,. 

iL  cette  condition  aucun  empêchement  général  ;  par  consé- 
uivant  que  a,p,  et  a„^„  seront  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
les  caractéristiques  des  deux  points  extrêmes  seront  aussi  de 
gne  ou  de  signes  contraires. 

J'ai  voulu,  dans  ce  qui  précède,  pour  plus  de  précision,  déter- 
sigiie  de  la  caractéristique  du  point  d'arrivée;  mais  il  est  éri- 

B  la  question  ne  l'exigeait  pas,  car  deux  points  qui  ont  même 
étant  toujours  séparés  par  la  conjuguée  C  =  œ,  il  suffisait, 

jisir  la  valeur  finale  de  y,  de  savoir  si  le  point  mobile,  pendant 

vement,  avait  ou  non  traversé  cette  conjuguée. 

gérai  dans  les  exemples  suivants. 

ition 

iV  +  iV  =  —  «'/#* 

era  comme  la  précédente  ;  cependant  elle  offrira  quelques  par- 
és nouvelles,  parce  que  l'enveloppe  des  conjuguées  ne  sera  plu^ 

;ion  de  convergence  sera  limitée  au  sommet  de  droite  A,  ou  an 
de  gauche  A'  de  l'enveloppe,  selon  que 


*i"f 
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OU  que  Pç  sera  positif  ou  négatif. 

Or  la  partie  imaginaire  de  l'abscisse  d'un  poiqt  du  lieu  ae  passe  par 
zéro  qiie  lorsque  le  point  lui-mèoiQ  passe  sur  la  conjuguée  G  =  ao  qui 
touche  l'enveloppe  en  ses  sommets  placés  sur  l'axe  des  y)  oa  eonclu^de 
là,  comme  dans  le  cas  précédent,  que*  celui  des  points  critiques  qui 
limite  la  région  de  convergence  est  toujours  le  sommet  de  l'enveloppe 
le  plus  proche  du  point  où  la  branche  qui  contient  le  point  de  départ, 
touche  cette  enveloppe. 

Supposons  %  positif:  le  point  [x,  y]  pourra  ou  non  passer  sur  la  con- 
juguée G  =  0,  suivant  qu'on  pourra  ou  non  trouver  pour  p  des  valeurs 
positives  et  plus  grandes  que  a,  qui  satisfassent  à  la  condition 

Cette  condition  se  réduit  à 

(P-û)(P  +  a  — 2po)<0; 

le  point  mobile  pourra  donc  ou  non  passer  sur  la  conjuguée  G  =  0, 
suivant  que  ^^  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  a. 

Au  reste,  où  verrait,  comme  précédemment,  que  lorsque  le  point 
[x,  y]  peut  passer  sur  la  conjuguée  G  =  0,  il  ne  peut  parvenir  à  l'enve- 
loppe et  réciproquement,  puisque  la  condition  est  la  môme  dans  les 
deux  cas, 

(^-û)(?  +  û-2W<0, 

mais  avec  les  hypothèses  contraires  ^  <  a  et  p  >•  a.  D'un  autre  côté,  le 
point  [x,  y]  pourra  ou  non  passer  sur  la  conjuguée  G  =  œ ,  suivant 
qu'on  pourra  ou  non  trouver  pour  a  des  valeurs  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

(«-ao)*+Pî<«î+(^-aA     . 
ou 

Cela  posé  :  si  p^  est  plus  grand  que  a,  le  point  [x,  y]  pourra  passer  sur 
la  conjuguée  G  =  0,  et  il  y  aura  ou  non  passé,  suivant  que  a^  et  a^  se- 
ront de  signes  contraires  ou  de  même- signe;  de  même,  il  aura  ou  non 
traversé  la  conjuguée  G  =  oo ,  suivant  que  p^  et  p^  seront  de  signes 
contraires  ou  de  même  signe;  la  caractéristique  du  point  final  sera  donc 
de  même  signe  que  celle  du  point  initial,  ou  aura  un  signe  contraire, 
suivant  que  a^  oc^  p^  p^  sera  positif  ou  négatif. 

Si,  au  contraire,  po  ^^  moindre  que  a,  suivant  que  p^  et  %  seront  de 
signes  contraires  ou  de  môme  signe,  le  point  [x,  y]  aura  ou  non  traversé 
la  conjuguée  G  =  œ ,  de  sorte  que  les  caractéristiques  du  point  initial 
et  du  point  final  seront  alors  de  signes  contraires  ou  de  môme  signe; 
tandis  que,  suivant  que  a^  et  «o  seront  de  signes  contraires  ou  de  môme 
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:  mobile  ayant  ou  Don  passé  sut'  l'enveloppe, le  point  Gq 
tîal  seront,  sur  leurs  conjuguées  respectives,  decùlisotr 
lèrae  cûté  par  rapport  aux  points  où  ces  conjuguées  tôt 
ppe,  sans  qu'il  en  puisse  d'ailleurs  résulter  de  chaugemc:. 

I  la  caractéristique  :  ce  serait  la  partie  imagioaire  de  - 
it  de  signe  avec  a,  de  sorte  qu'on  eût  pu  proposer  lir 
larmi  les  deux  valeurs  finales  de  y,  celle  qui  se  serait  d^ 
la  série  de  Taylor,  au  ^igne  de  la  partie  imaginaire  de  \i 

devait  faire  prendre  ^  -f-- 

tas  encore  l'équation 

■  û'y' — ■l/'x*^  —  a'i'. 

onvergence  sera  bornée  au  sommet  de  droite  ou  au  som- 
9,  suivaût  que 

(•.-«)■  +  ?!§(«.+  ")'  +  ?:, 

ivant  que  3,  sera  positif  ou  négatif. 
m  suit  une  même  conjuguée  en  allant  de  droite  à  gauclif, 
positif  aux  environs  du  point  de  contact  de  la  conjuguée 
he  droite  de  l'hjperbole  ;  il  est  négatif  aux  envin 
act  de  gauche,  et  il  s'annule  aux  extrémités  du  diamèLn 
»lui  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact. 
B  conjuguée  que  se  trouve  le  point  initial,  le  somœetc 
I  la  région  de  convergence  est  donc  toiyours  celui  qui 
branche  de  l'hyperbole  réelle  qui  passe  par  l'eilréDiiii 
oblique)  de  conjuguée  sur  lequel  se  trouve  le  point 


agissait  de  l'équation 

aV  —  bW  =  fl'i', 
Liques  seraient  les  sommets  de  l'enveloppu  imagiuairetJ 

le  convergence  serait  limitée  au  sommet  de  droite  ou  1° 
Luche  suivant  que 

(■:+*-«)■§■.: +  (?.  +  «)', 

it  positif  ou  négatif. 

ition  s'interpréterait  comme  dans  te  cas  précédent 
ait  dans  ces  deux  derniers  exemples  la  déterDiiuation  " 
e  de  y  comme  dans  les  deux  précédents. 
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298.  L'équation 

y«  =  (a  +  a?)"», 

qu'on  ramène  par  une  transformation  de  variables  à 

OÙ  Ton  peut  supposer  que  x  parte  de  0,  est,  je  crois,  la  seule  qu'on  ait 
avant  moi  discutée  au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 

Le  point  critique  est  a?  =  —  1,  y  =  0,  il  appartient  à  la  conjuguée 
G  =  00  :  les  branches  de  cette  conjuguée  sont  représentées,  du  côté  des 
X  plus  grands  que  —  1  par  les  équations 


m 


y=p    (^cos—  +V-lsm— j 


et  du  côté  des  x  moindres  que  —  4  par 


m 


7  /       m  -f-  l>t  .     I .    (2*  +  1)«\ 

y  =  p    (cos' i_i.  4- y^  _  1  sin  ^ n")' 

m 

OÙ  p  désigne  1  +  ar  ou  —  (1  -|-  x)  et  où  p«  «n'a  qu'une  valeur  posi- 
tive. 

La  théorie  indique  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  de  dé- 
part [Xq,  y^]y  la  région  de  convergence  ne  pourra  jamais  couper  qu'une 
seule  des  branches  de  la  conjuguée  G  =  oo  ;  d'un  autre  côté,  tous  les 
points  qui  correspondront  à  une  même  abscisse  seront  toujours  séparés 
les  uns  des  autres  par. une  au  moins  de  ces  branches;  par  conséquent, 
si  Ton  savait  quelle  eât  la  branche  que  peut  couper  la  limite  de  la  ré- 
gion de  convergence,  on  saurait  par  là  môme  dans  quelle  case  se  trou- 
vera le  point  d'arrivée  :  il  appartiendrait  à  la  case  qui  contenait  le  point 
de  départ,  ou  à  la  case  voisine,  entamée  par  la  région  de  convergence, 
suivant  que  ^^  et  ^^  seraient  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Or,  en  supposant  à  x^  une  valeur  réelle  0,  et  se  donnant  en  outre  la 
valeur  initiale  de  y,  on  se  donne  par  là  même  la  branche  de  la  con- 
juguée G  =  X  qui  traverse  la  région  de  convergence  :  la  question  est 
donc  résolue  d'avance,  il  ne  reste  qu'à  en  donner  la  réponse  en  for- 
mule. 

Pour  cela  posons 

1  +  X  =  p  (cos  cp-j-  \/ —  1  sin  (p), 
?  devant  partir  de  0  en  même  temps  que  x;  il  en  résultera 

y  =  P    (cos —-I  +  v^—jsm ^— ^)- 
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S'il  ne  s'agissait  pas  de  retrouver  daos  i 
e  développe  par  la  série  de  Maclaurin, 

f  toutes  les  valeurs  imaginables. 

Mais  en  premier  lieu,  pour  que  la  se 
[ue  p  reste  compris  entre  Oet  3,  et  d'un 
ente  prouve  qu'en  raison  de  cette  CDn< 
roduîra  bien  de  temps  à  autre  la  valeur  i 


SK   , 


V^l 


ms  laquelle  k  correspondrait  i  y,,  mais  i 
rec  tes  valeurs  voisines  algébriquement 


(2A  ±  ly 


+  V^ 


;la  signifie  évidemment  que,  pour  que  li 

p    (ces     ^   ^     ^  +  V  — < 

produise  perpétuellement  la  valeur  de  '. », .. .»»«..  ,,u»...y — 

ujûurs  compris  entre  +  ic  et  —  it,  c'est-&-dire  que  si  x  =■«  +  ^  y  -  f 
t  la  valeur  finale  qu'on  veut  attribuer  à  a;  et  qui  devra  être  telle  ipt 
+  ^*-<  1,  pour  mettre  d'accord  les  deux  formules,  il  faudra  lon- 
jrs,  après  avoir  tiré  ip  des  équations 

^  l  +« 

sm  f  ^=  —■      ■  -I     cos  «  ^    , 

v'(i  +  -)'  +  P'  ■  s/(i  H-  «)'  -4-  ?* 

duire  m^ ,  par  l'addition  ou  la  soustraction  d'un  nombre  convenable 
circonférences,  à  rentrer  dans  les  limites 


999.  L'équation 

nne  lieu  à  une  discussion  analogue  :  le  point  critique  a  encore  pour 
scisse  X  =  — l,de  sorte  que  la  conjuguée  qui  y  passe  est  toujours  1^ 
njuguée  C  ^  00  dont  les  branches  sont  représentées,  du  cAlé  des  î 
is  grands  que  —  1  par  les  équations 


y  =  L{l+x)+2fct>/-1, 
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et  du  côté  desx  moindres  que  —  1  par 


y  =  L  (- 1 -X)  +  (2*  +  l)ir  v/-ï. 

Quel  que  soit  le  point  de  départ  [Xp,  y^],  la. région:  de  convergence  ne 
pourra  jamais  couper  qu'une  seule  branche  de  la  conjuguée  C  =  œ  ; 

d'un  autre  côté,  si  ar^  =  0  et  y^  =  2  *,,  w  V  —  1,  c'est  la  branche 


4 

qui  traversera  la  région  de  convergence  :  on  sait  donc  d'avance  que  le 
point  [X|,  yj  dont  l'ordonnée  serait  fournie  par  la  série  de  Maclaurin, 
supposée  convergente,  sera  compris  entre  les  branches 


y=L(l+j;)  +  2VV--ï 
d'une  part,  et 

y  =  L  (1  +  x)  +  (2*0  ±1  2)ic  yf^i 


de  l'autre.  Ce  qui  fournit  la  solution  géométrique  de  la  question.  , 
Pour  en  avoir  la  solution  algébrique,  posons 


1  -|-  a:  =  p  (cos  <P  +  V  —  *  sin  (p), 
d'où  '        

y=L.p  +  (pv/— 1: 

il  est  clair  que,  pour  que  cette  formule  reste  constamment  d'accord  avec 
la  série,  il  faudra  que  f  lui-môme  reste  compris  entre 

(2A,  +  l)7c    et    (2A-o-l)7r, 

puisque  sans  cela,  <p,  variant  d'une  manière  continue  de  sa  valeur  ini* 
tiale  ^k^-K  à  sa  valeur  finale ,  aurait  pris  momentanément  l'une  des 
valeur 

(2*0  ±  IK 
qui  eût  amené  le  point  [x,  y]  sur  l'une  des  branches 


'  y  =  L(-l-x)  +  (2Ao±i>V-ï, 

que  la  région  de  convergence  ne  peut  pas  atteindre. 

Le  même  procédé  de  démonstration  s'étendrait  sans   peine   aux 
fonctions  

y=  fdx  i/^  ~^   , 
J        V   1  —  e V 

y==  Çdx 
et  eu  général  à  toutes  les  intégrales  périodiques. 
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es  exemples  précédents,  la  région  de  convergence  de 
jours  limitée  à  celui  des  pointe  critiques  dont  l'abscia 
celle  du  point  de  départ,  fournissait  la  différence  de  plC' 

il  n'en  sera  plus  de  même  dans  les  ezemple&  qui  (od' 
ar  suite  présenteront  un  intérêt  nouveau. 

l'équation 

^  —  a*y-\-  a*x  =  0, 

B  déjà  étudiée  dans  le  chapitre  XXI. 
itiquessoDt  (fig.  12  èù)  : 


Z'Jâ 


.  modules  des  différences  des  abscisses  des  deui  poù"' 


* 

^ 

Sj/^- 

:'", 

h-Ji^ 

\/'\  '■■-->, 

r~--. 

y? 

0                     c 

' 

> 

■f 

"J — A 

::5|l^,/ 

\. 

/ 

' 

^""^^ 

ancbëes  successivement  de  celle  d'un  point  quelconque*^!' 

-  ^  v'—  1,  y  =  «'  +  P'  'f^'^,  sont 

V        3\/3/  V        3V3/ 

l'exige  que  l'annulation  de  a. 

t  donc  que  la  région  de  convergence  de  la  série  dût  p^^^ 

leux  points  critiques  dès  que  l'abscisse  du  point  de  dfp 


^fT"^ 
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serait  dépourvue  de  partie  réelle  ;  et  que,  par  les  mêmes  motifs,  la  ré* 
gion  de  convergence  fût  limitée  au  point  L  si  «^  était  positif  et  au  point  L' 
dans  le  cas  contraire. 

Mais  ces  conclusions  sont  le  plus  souvent  démenties  par  les  faits,  car, 
pour  aller  du  point  de  départ  à  celui  des  deux  points  critiques  le  plus 
proche^  c'est-à-dire  dont  l'abscisse  retranchée  de  celle  du  point  de  dé- 
part donne  la  différence  de  moindre  module,  il  faut  quelquefois  ou 
passer  d'abord  par  l'autre  point  critique,  ou  aller  prendre  passage, 
plus  loin  encore,  sur  la  branche  de  conjuguée  qui  contient  cet  auti^ 
point  critique. 

C'est  qu'en  effet  la  formule  que  Ton  possède  de  la  condition  de  con- 
vergence, ne  contenant  que  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  la  va- 
riable indépendante,  à  ses  deux  limites,  tandis  qu'elle  devrait  au 
moins  contenir  les  parties  qui  composent  la  valeur  initiale  de  la  fonc*- 
lion,  il  serait  imprudent  de  s'abandonner  complètement  aux  indications 
qu'elle  peut  fournir;  il  faut  l'appliquer  seulement  de  proche  en  proche, 
avec  précaution,  et  encore  doit-on  rejeter  les  conclusions  où  elle  mè- 
nerait lorsque  ces  conclusions  sont  en  contradiction  évidente  avec  les 
faits. 

Dans  l'exemple  qui,  nous  occupe,  a  peut  s'annuler  dans  des  circon- 
stances toutes  différentes  et  où  les  conclusions  à  tirer  ne  sont  en  rien 
semblables. 

ft  s'annule  d'abord  lorsque  le  point  [or,  y]  passe  sur  l'enveloppe  ima- 
ginaire :  dans  ce  cas  on  conçoit  aisément  que  la  région  de  convergence 
s'étende  également  jusqu'aux  deux  points  critiques;  car,  en  vertu  de. 
l'inégalité 

27 


?J<^  +  M, 


elle  comprendra  nécessairement  l'origine  :  or  si  le  point  [x,  y]  peut  se 

rendre  du  point  de  départ  [^o,  ^ol  ^  l'origine,  il  aura  ensuite  le  même 

chemin  à  faire  pour  aller  soit  à  l'un,  soit  à  l'autre  des  deux  points  cri* 

tiques. 

1 
Mais  chacune  des  conjuguées  dont  la  caractéristique  surpasse  —  - 

contient  aussi  deux  points  dont  les  abscisses  manquent  de  partie  réelle. 
Ces  conjuguées  touchent  la  courbe  réelle  sur  les  arcs  AM  et  A'N  ;  or  il 
sera  facile  d'établir,  ce  qui  d'ailleurs  est  pour  ainsi  dire  évident,  que  si 
ie  point  de  départ  appartient,  par  exemple,  à  une  branche  tangente  à  la 
f'ourbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  ÂM,  soit  que  la  partie  réelle  de  l'abs- 
cisse de  ce  point  de  départ  soit  d'ailleurs  positive,  nulle,  ou  négative,  ce 
sera  toujours  le  point  L  qui  limitera  la  région  de  convergence,  tandis 
que  le  point  L' en  sera  séparé  par  un  intervalle  plus  ou  moins  considé- 
table. 

Nous  remarquerons  encore^  avanl  d'entrer  dans  les  détails,  que  si  le 
point  de  départ  appartient  à  une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe  ima- 
ginaire, la  partie  imaginaire  de  son  abscisse  sera  positive  ou  négative 


56  CHAPITRE  IXIII. 

selon  que  le  point  de  contact,  avec  l'enveloppe,  de  la  demi^conjuguée 
où  se  trouvera  ce  point  de  départ,  appartiendra  à  la  branche  ON'  oaàk 
branche  OM'  ;  et  que  si  ce  contact  a  lieu,  par  exemple,  sur  0N\  la  pai& 
réelle  de  l'abscisse  du  point  de  départ  sera  positive  ou  négative,  seioii 
que  la  branche  qui  contiendra  le  point  de  départ  s'éloignera  da  point  de 
contact  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche. 

Cela  posé,  prenons  d'abord  pour  point  de  départ  un  point  d'une  demi- 
conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  LM:  pour 
parvenir  au  point  L',  il  faudrait  que  le  point  [ar,  y]  passât  d'abord  sur  la 
demi-conjuguée  qui  touche  la  courbe  réelle  en  L:  mais  si  l'on  compare 
les  carrés  des  modules  des  différences  des  abscisses  du  point  L  et  d'un 
point  de  la  conjuguée  qui  y  passe,  retranchées  successivement  de  l'abs- 
cisse du  point  de  départ,  on  voit  que  de  ces  deux  carrés 


0> 


+M 


09 


2a 
le  premier  est  inférieur  au  second,  dès  que  «^  n'atteint  pas  — p:,  puis- 

3V3 

que  h  est  supposé  positif. 

Ainsi,  il  ne  serait  pas  même  nécessaire  que  «q  fût  négatif;  il  suffirait 

qu  il  fût  moindre  que  — •=.  pour  que  le  point  [x,  yj,  bien  loin  de  pouTOir 

3\/3 
atteindre  au  point  L',  ne  pût  même  pas  passer  sur  la  conjuguée  qui 
touche  la  courbe  réelle  au  point  critique  L. 

Tant  donc  que  la  demi-conjuguée  passant  par  le  point  de  départ  tou- 
chera la  courbe  réelle  en  un  point  de  Tare  LM,  la  région  de  convergence 

2vi 
sera  limitée  au  point  L:  si  a^  est  moindre  que  — =,  le  point  [x^y]^^ 

3V3 

pourra  pas  passer  sur  la  conjuguée  qui  touche  la  courbe  réelle  enL, 

2a 
tandis  que  si  «^  surpasse  — =,  le  point  [x^  y]  au  contraire  ne  pourra  pas 

3V3 
passer  sur  la  courbe  réelle. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  d'arrivée  appartiendra  encore  à  une 
demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  LM; 
et  les  deux  points  de  départ  et  d'arrivée  seront,  sur  leurs  conjuguées 
respectives,  placés,  par  rapport  aux  points  de  contact  de  ces  conjuguée 
avec  la  courbé  réelle,  du  même  côté,  ou  de  côtés  opposés,  suivant  qos 
PiPo  ^^A  positif  ou  négatif,  parce  que  si  ^  passé  par  zéro  dans  Tin- 
tervalle,  à  ce  moment  le  point  [x^  y]  aura  changé  de  brancbesur» 
conjuguée  qui  le  contenait. 

Dans  le  second  cas,  où  «,  surpasserait  — =,  le  point  [x,  y]  ne  ponm 

3V^ 
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pas  atteindre  la  courbe  réelle,  mais  il  pourra  traverser  la  demi-conju- 
guée  qui  passe  au  point  L,  sur  sa  branche  supérieure  ou  sa  branche  in- 
férieure, suivant  que  ^^  sera  positif  ou  négatif;  et  il  l'aura  traversée  en 
effet  si  pfi^  est  négatif,  tandis  que  si  au  contraire  ^^^o  ^^  positif,  le  point 
de  contact,  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  de  conjuguée  à  laquelle 
appartiendra  le  point  d'arrivée,  sera  resté  sur  l'arc  ML. 

Lorsque  le  point  [â?,  y]  aura  traversé  )a  conjuguée  C  =  oo ,  le  point 
de  contact  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  de  conjuguée  à  laquelle 
appartiendra  le  point  d'arrivée,  sera  sur  l'arc  LO,  ou  bien  cette  branche 
de  conjuguée  ne  touchera  plus  la  courbe  réelle. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  le  point  [a:,  y]  aurait  traversé  la  conju- 
guée G  =  4,  en  un  point  de  la  branche  TOV,  sur  l'arc  OT,  si  ^o  ^^^^ 
positif,  et  sur  OY  dans  le  cas  contraire. 

La  conjuguée  G  =  i  est  fournie  par  les  équations 

a'»  —  3a  p»  —  aV  +  a*a  =:  0     et     3a'»  =  p«, 
d'où  Ton  trre 


a  = 


le  signe  +  convenant  à  l'arc  ROT  et  le  signe  —  à  SOV,  car  sur  OT,  a 
et  ^  sont  positifs,  sur  OY ,  a  est  positif  et  ^  négatif,  sur  OS,  a  est  négatif 
et  p  positif,  enfin  sur  OR,  a  et  ^  sont  négatifs. 

Gomme  aucune  des  conjuguées  circonscrites  à  l'enveloppe  imaginaire, 
excepté  la  conjuguée  C  =  1,  ne  coupe  Taxe  des  or,  car  les  équations 

a*»  _  3a'p*C»  —  aV  +  û»a  =  0, 
Sa"  ^G  —  p»G'  —  a*  ^G  +  a*p  =  0, 

a'  +  ^G  =  0, 


donnent 


P  = 


V    2G»  ' 


il  en  résulte  que  les  deu;x  arcs  OS  et  OT  sont  les  limites  respectives 
des  branches  de  gauche  et  de  droite  d'une  conjuguée  tangente  à  l'enve- 
loppe imaginaire  en  un  point  situé  sur  ON',  à  une  distance  infiniment 
petite  du  point  0  ;  et  que  de  même  OY  et  OR  sont  les  limites  des  bran- 
ches de  droite  et  de  gauche  d'une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe 
imaginaire  en  un  point  situé  sur  OM'  à  une  distance  infiniment  petite  du 
point  0. 
On  conclut  de  là  et  de  ce  que,  dans  l'hypothèse  où  nous  raisonnons, 

«D  >  r-Tï»  le  point  [x^  y]  ne  pouvant  passer  sur  la  courbe  réelle,  ne 

^V3 
peut  non  plus  changer  de  branche  sur  la  conjuguée  où  il  se  trouve  :  que 
si  le  point  de  départ  appartient  à  une  branche  supérieure,  le  point 


S8 
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mobile  ne  pourra  traverser  la  conjuguée  G  =  1  qu'en  un  point  de  OT. 
ce  qui  sera  arrivé  lorsqu'on  aura 

/^_^._^\/.,_iK  _M<o, 

V         3a«v3       >JV   \         3aV3       ^3/ 

auquel  cas  le  point  d'arrivée  appartiendra  à  une  conjuguée  tangenle  à 
l'enveloppe. imaginaire  en  un  point  de  ON';  et  qu'au  contraire,  sik 
point  de  départ  appartient  à  une  branche  inférieure,  le  point  [x,  y]  ne 
pourra  traverser  la  conjuguée  G  =  i  qu'en  un  point  de  OV,  ce  qui  sera 
arrivé  lorsqu'on  aura 


(«.+ 


8p 


3a' V3 


v+ 


\/3/  \         3aW3       V3/ 


auquel  cas  le  point  d'arrivée  appartiendra  à  une  branche  de  conjuguée 
tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  en  tin  point  de  OM'. 
Au  reste  la  condition  de  convergence 


(«  -  «.)•  +  (fi  -  ^,)'  < 


se  réduisant  à 


pour  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  cette  inégalité  ne  pourra  pas 
être  satisfaite  dans  le  cas  où  nous  sommes,  puisque,  a^  étant  plus  grand 

2a  /  2a  \ 

que  — ;-•,  aj  sera  déjà  plus  grand  que  (  «^ fi   ®^  V^^  ^*^°  ^^^^ 

3V3  V         3V3/ 

côté  le  point  [x,  y]  ayant  traversé  la  conjuguée  G  =  » ,  ^  et  p^  seraient 
de  signes  contraires,  ce  qui  rendrait  (^  —  p,)*  plus  grand  aussi  que  ^2 

Ainsi  tant  que  le  point  de  départ  appartiendra  à  une  branche  de 
conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  ML,  le  point  [x,  j( 
ne  pourra  pas  atteindre  Penveloppe  imaginaire  des  conjuguées. 

Supposons  maintenant  que  le  poUnt  de  départ  appartienne  à  une 
branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  Tare  LO. 

La  condition  de  convergence 


(«-«,)«-f(p-p,)»<(«, 


se  réduisant  à 


3\/3J 
V       3v3/  \        3y/3~   "v 


+  ?5 


lorsqu'on  y  fait  ^  =  0,  on  voit  que  le  point  [x,  y]  pourra  passer  surb 
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conjuguée  G  =  oo ,  qui  a  son  contact  en  L,  sans  pouvoir  atteindre  la 

courbe  réelle,  ou  inversement,  suivant  que  a^  sera  plus  grand  ou  plus 

2a 
petit  que  — p. 

3V3 

2a 
Dans  le  cas  où  Œq  serait  plus  grand  que  — ^,  le  point  [x»  y]  aurait  re- 

3v/3 
traversé  la  conjuguée  G  =  oo  si  p,po  avait  le  signe — ;  mais  ce  cas 
n'offre  plus  aucun  intérêt. 

Que  «0  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  — p,  le  point  \x,  y\  pourra 

3V3 
occasionnellement  traverser  la  conjuguée  G  ^  1,  et  il  l'aura  traversée 
en  effet  si 

L  "       \3a,V3      V3/   J  L  '       \3û*v^       v/3/    -J 

est  négatif. 

Il  pourra  môme  atteindre  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  si  la 
distance 


V( 


« — ~)^% 


2a 

3^3; 


est  assez  considérable. 
Car  ^  et  %  devant  être  maintenant  de  même  signe^  l'inégalité 


^î  +  (P-W*<(«o-^^y  +  ^; 


ou 

3  \/3       2^ 
ne  présenterait  d'impossibilité  qu'autant  que 

.   -iaa^       4a* 
3v/3        27 
serait  négatif;  c'est-à-dire  que 

de  sorte  que 
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>ur  lesquels  la  téiiau 


I  lieu  qui  séparerait  les  points  pour  lesquels  la  té^o 
atteindrait  pas  l'enveloppe  imaginaire,  de  ceui  an 
Srie  pourrait  rayonner  au  delà  de  cette  enveloppe, 
ppe  imaginaire  des  conjuguées  étant  caractérisée  pu 
,  le  signe  de  Oga,  indiquera  toujours  si  le  point  [x,s\ 
cette  enveloppe. 

aj  ■<  — =,  pour  que  le  point  [x,  y]  puisse  passer  sut 

sera  en  deux  autres  suivant  que  «,  sera  plus  grand  ou 
:.  Dans  la  première  bfpotbëae,  en  effet,  le  chemin 

lourra  rencontrer  la  courbe  réelle  qu'en  un  point  <1« 
e  dans  le  cas  contraire  il  pourrait  la  rencontrer  sut 

dition  de  convergence,  pour  un  point  de  la  courbe 
k 

3v3  / 

satisfaite  par  une  valeur  négative  de  a  qu'autant  que 


-^3)^ 


3v3 

rd  ttg  >>  — -.,  Dans  ce  cas,  si  le  point  [x,  y]  passe  sur 

3\/3 
!  qu'on  reconnaîtra  au  caractère  p,  p,  ■<  0,  il  rerien- 
nées  tangentes  à  la  branche  OL,  si 

re,  il  aura  traversé  la  conjuguée  C  =  1  et  se  sera 
copjuguée  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire. 

I,  est  moindre  que  — -,  le  point  [x,  y],  avant  d'ar- 

3\/3 
I  OL',  aura  dû  passer  sur  l'enveloppe  imaginaire  6es 
que  «  ait  pu  changer  de  signe.  De  sorte  que  si 
-\-,  le  point  [x,  y]  n'aurait  pas  passé  sur  la  bno- 
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On  pourrait  maintenant  placer  le  point  de  départ  sur  une  conjuguée 
tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  en  un  point  de  Tare  ON'. 

Mais  il  serait  inutile  de  reprendre  en  détail  l'analyse  des  faits  dans 
cette  hypothèse  :  nous  venons  de  passer  des  conjuguées  d'une  catégorie 
à  celles  de  Tautre,  on  effectuerait  aussi  aisément  le  passage  inverse. 

501.  Nous  étudierons  en  dernier  lieu  l'équation 

.      ■        y»  —  2axy  -j-  a?'  =  0, 

dont  l'exemple,  par  les  difficultés  qu'il  semblerait  devoir  présenter» 
fournira  un  contrôle  suffisant  de  la  méthode. 

L'origine  est  un  point  double  où  les  deux  tangentes  sont  distinctes  ; 
mais  comme  l'une  d'elles  se  confond  avec  l'axe  des  y,  ce  point  pourra 
dans  certains  cas  borner  la  région  de  convergence. 

La  dérivée  de  y,  par  rapport  à  x,  redevient  infinie  aux  points 

«7  —  1  —  \/3  V—  1 

x  =  ay/A  -— , 

J 

».-  —  1  —  v^3  \f^i 

y  =  a\l-l \^ , 


tig.  13. 


ces  trois  points  A,  D,  J)'  {fig.  13)  sont  encore  des  points  critiques. 

Toutes  les  conjuguées  touchent  la  courbe  réelle;  leur  enveloppe  ima- 
ginaire ne  jouera  dans  la"  discussion  qu'un  rôle  très-secondaire. 

La  courbe  a  pour  asymptotes  les  droites 


y  =  —  x  —  a, 


y 


_i_^3V-,l^ 


+ 


2a 


ff 


2a 


La  caractéristique  commune  des  points  critiques   imaginaires  est 

1 
■  j7^,  la  droite  qui  les  joint  est  représentée  par  l'équation 

V2 
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guée  très-Toisine  de  celle  qui  passe  par  l'origine  avec  une  caractéristi- 
que infinie. 

Ainsi  le  point  de  départ  marchant  toujours  dans  le  même  sens,  la 
région  de  convergence  restera  d'abord^  et  pendant  un  certain  temps, 
limitée  à  l'origine. 

On  pourrait  évidemment  préciser  davantage  si  on  le  voulait. 

Le  point  de  départ  étant  choisi  de  manière  que  la  région  de  conver- 
gence reste  limitée  à  l'origine  :  si  «^  ^^t  négatif,  le  point  [x,  y]  pourra 
passer  sur  la  branche  de  la  conjuguée  G  =  oo  qui  touche  la  courbe 
réelle  à  l'origine^  mais  il  ne  pourra  atteindre  la  courbe  réelle  ;  dans  le 
cas  contraire  il  pourra  passer  sur  la  courbe  réelle,  mais  non  sur  la  con- 
juguée G  =  00 . 

D'un  autre  côté  la  l:onjuguée  G  =  0,.  qui  touche  la  courbe  réelle  au 
point  B,  étant  définie  par  les  équations 

y*  —  3aay-f  a»  —  3a^*  =0,     —  3ay  +  3a"  —  p«  =  0, 

d'où  l'on  tire  par  l'élimination  de  y 

(-3^)-2-(a'+?')=0, 

suivant  que 

[(^)'-.«+«)][(^)'-.M+«'] 

sera  positif  ou  négatif,  le  point  [x,  y]  n'aura  pas,  ou  aura  passé  sur  cette 
conjuguée  G  =  0. 

Gela  posé,  on  peut  distinguer  les  deux  cas  où  le  point  de  départ  se 
trouverait  entre  les  deux  portions  des  conjuguées  G  =  oo ,  G  =:  0,  qui 
nous  occupent,  ou  au  delà  de  la  conjuguée  G  =  0. 

Dans  le  premier  cas,  et  si  d'ailleurs  d^  est  négatif,  suivant  que^i^Q 
aura  le  signe  —  ou  le  signe  4~*  ^^  point  d'arrivée  appartiendra  à  une 
portion  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle,  en  un  point  de 
l'arc  âSBOT,  situé  au-dessous  ou  au-dessus  de  l'origine.  Si  donc  ^,Po  ^ 
le  signe  — ,  le  point  [x,  y]  n'aura  pas  passé  sur  la  conjuguée  G  =  0,  ou 
y  aura  passé  un  nombre  pair  de  fois,  ce  qui  revient  au  même,  et  la 
caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  négative;  mais  si  ^J^^  a  le 
signe  +,  le  point  [x,  y]  n'aura  pas  traversé  la  conjuguée  G  =  oo ,  ou 
l'aura  traversée  un  nombre  pair  de  fois,  ce  qui  revient  au  même,  et 
la  caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  positive  ou  négative  suivant 
que 

sera  positif  ou  négatif. 
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Si  au  contraire  a,  était  posilir,  la  point  [x,  y]  ne  pouvant  plus  piaer 
ur  la  conjuguée  G  ^  oo ,  la  caractéristique  du  point  d'arri?ëe  senii 
lositive  ou  négative  EuivaDt  que 


erait  positif  ou  négatif;  et  .comme  d'ailleurs  le  point  (:e,  y)  aun  od 
lon  passé  sur  la  courbe  réelle,  suivant  que  ^,^,  aura  le  sigoe  —  ou  le 
igné  -|-  :  si  p,^,  est  négatif,  le  point  d'arrivée  sera  sur  une  branche  de 
onjuguée  dirigée  à  droite  ou  à  gauche,  si  le  point  de  départ  appartenaii 

une  branche  dirigée  à  gauche  ou  à  droite,  et  inversement,  si  ^,f,  i  le 
igne-f. 

Dans  le  second  cas,  où  le  point  de  départ  se  trouverait  au  delà  de  la 
onjuguée  C  :=  0,  si  «e  est  négatif,  la  caractéristique  du  point  d'arrii^ 
3ra  négative  ou  positive  suivant  que 

^.4("^')"-'-«+«'][(-'^')"---«+"] 

3ra  positif  ou  négatif,  car  il  n'aura  traversé  ni  la  conjuguée  C=0,ml 
lus  forte  raison  la  conjuguée  G  ^  oo ,  si 

le  signe  -f-  :  >'  ^^^  seulement  traversé  la  conjuguée  G  ^  0,  si 

le  signe  — ,  ^,^n  ayant  au  contraire  le  signe  -|-  ;  enfin  il  aura  travci^ 
isdeus  conjuguées  si  les  deux  produits  ont  chacun  le  signe  — . 
Si  «0  est  au  contraire  positif,  le  point  [x,y]  ne  pouvant  passersarl) 
onjuguée  G  =  30 ,  Ja  caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  négalire 
u  positive  suivant  que 

[(^T— «  +  »][(^)"-^-<"'+H 

ira  positif  ou  négatif  :  d'ailleurs  si  p,p„  est  négatif,  le  point  d'arrivff 
ppartiendra  à  une  branche  dirigée  vers  la  droite  ou  vers  la  gaacbe,  ^ 
)  poiot  de  départ  se  trouvait  sur  une  branche  dirigée  à  gauche  ou ^ 
roite,  et  inversement  si  p,^^  a  le  signe  +. 

Supposons  maintenant  le  point  de  départ  placé  toujours  suruu 
ranche  de  conjuguée   tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de 

arc  OBSA,  mais  avec  la  circonstance  a,  >>  t=- 
V2 


•T/j 
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Le  point  [x,  y]  ne  pourra  passer  sur  la  portion  de  la  conjuguée  G  =  oo  -j 

qui  touche  la  courbe  réelle  en  A  que  si  Ton  peut  satisfaire  à  Tinégalité 

y 

par  des  valeurs  de  a  dépassant  -{-  a  ^^  :  or  cette  inégalité  se  réduit  à 

a*  — âa^a  +  2a(x^  \/l  —  2a*  v^2  <  0, 
et  exige  que  a  reste  compris  entre 

2a^  —  a^A      et      a^A  : 

comme  nous  supposons  a^  >  r-:.»  2  «o  —  a  V^  sera  positif.  Mais  il 

•  V2 
reste  cependant  à  distinguer  deux  cas  : 

2a,,  —  a  v^4  <  a  \/ï      et      2a^  —  a  y/ A  •>  a  v^ï, 
c'est-à-dire 


oi^<^a\A      et      «o^^V^î 


*0 

dans  le  premier  en  effet,  pour  satisfaire  à  Tinégalité 

il  faudrait  que  oc  restât  moindre  que  a  y  4,  ce  qui  veut  dire  que  le  point 
[x^  y]  ne  pourrait  pas  atteindre  la  portion  de  la  conjuguée  G  =t:  oo  qui 
touche  la  courbe  réelle  en  A  ;  tandis  que,  dans  le  second  caâ,  pour  sa- 
tisfaire à  la  même  inégalité,  il  faudrait  que  a  restât  plus  grand  que  a  ^4, 
ce  qui  signifie  que  le  point  [x,  y]  ne  pourrait  plus  revenir  sur  la  courbe 
réelle. 

Supposons  «0  *<  A  V'^}  le  point  [x,  y]  ne  pouvant  dans  ce  cas  passer 
sur  la  portion  de  la  conjuguée  G  ==  oo  qui  touche  la  courbe  réelle  en  A, 

{ 

ne  pourra,  à  plus  forte  raison,  atteindre  la  conjuguée  G  =  —  r=;  par 

•  V2 
conséquent,  la  région  de  convergence  sera  bien  limitée  au  point  A. 

Quelque  part  qu'on  plaçât  le  point  de  départ,  on  saurait,  dans  cette 
hypothèse,  comme  précédemment,  quel  serait  le  signe  de  la  caractéris- 
tique du  point  d'arrivée,  et  sur  quelle  branche  ce  point  se  trouverait. 

Je  passe  donc  au  cas  oîi  a^  dépasserait  a  v^4.  Le  point  [x,  y]  pouvant 
alors  traverser  la  portion  de  la  conjuguée  G  ==  oo  qui  touche  la  courbe 
réelle  au  point  A,  on  ne  voit  pas  tout  d'abord  pourquoi  il  ne  pour- 

rait  pas  atteindre  la   portion  de  la  conjuguée  C=  —  -=:qui  con- 

V2 
II*  p.  o 
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points  critiques  imaginaires  ;  c'est-à-dire  qu'on  ne  voit  pas  toil 
auquel  des  trois  points  A,  D,  D'  la  région  de  connr- 
I  la  série  sera  limitée.  A  la  vérité,  ce  serait  inconleslâbleaieDi 
A,  si 

{<.„-av'4)'  +  p; 

lit  à  la  fois  moindre  que 


s  qui  se  réduisent  à 

"<,V3  +  ^>0      et      ",V3-^>0;' 

s  ne  seraient  salisraitcs  ni  l'une  ni  l'autre,  que  la  région  it   ! 
nce  n'en  serait  pas  moins  encore  bornée  au  point  A,  laissaol 
les  points  D  et  D' à  des  distances  plus  ou  moins  coosidêrablcj. 
!t,  imaginons  que  nous  revenions  k  l'un  des  points  qui,  ayaii 
sse  définie  par  les  équations 

a,  =  a  V*.     OV**  v'3  ±  Po  =  0, 

idrait  d'ailleurs  à  une  portion  de  conjuguée  tangente  à  li 
éelle  en  un  point  de  l'arc  OBSA. 

icquis  que  si  nous  diminuions  infiniment  peu  a,,  sans  f^re 
,  la  région  de  convergence  n'atteindrait  mËme  plus  aloR  k 
ie  la  conjuguée  C  ^  oo  qui  passe  en  A  ;  comment  pourrail-on 
iceïoir  que  si,  au  contraire,  on  augmentait  infiniment  peu^ 
1  de  convergence  prit  instantanément  un  développement  qui 
t  la  limite  au  delà  de  l'un  des  poiols  D  ou  D'  ? 
ite,  les  deux  conditions 

«.v'3±p„>0 

inement  remplies  lorsque  le  point  de  départ  appartient  i  11 
le  la  conjuguée  C  =:  os  qui  touche  la  courbe  réelle  en  A;  coni- 
iirrait-OD  donc  concevoir  que  la  région  de  convergence  limi'" 

nment  en  A,  lorsque  a„  était  compris  entre  -p  et  a\i,  le  poi»' 

t  appartenant  alors  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  ' 
Ëelle  en  un  point  de  l'arc  OBSA,  et  restant  encore  limil^  '" 
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même  point  lorsque  le  point  de  départ  vient  se  placer  sur  la  portion  de 
la  conjuguée  G  =  oo  qui  touche  la  courbe  réelle  en  A,  eût  pu  dans 
rintervallô  s'étendre  jusqu'à  Tun  des  deux  points  D  ou  D' qu'elle  aurait 
au  contraire  dû  toujours  tendre  à  absorber  en  enveloppant  une  portion 
de  plus  en  plus  grande  de  Tespace  répandu  autour  d'eux? 

Les  choses  ne  se  passent  jamais  d'une  façon  à  ce  point  extraordinaire  ; 
et  quant  au  fait  même  qui  nous  occupe,  il  trouvera  une  explication 
'  bien  simple  dans  l'observation  suivante  :  à  chacune  des  valeurs  particu- 
lières de  X, 


«V4 1 ,     aV4 , 

il  correspond,  pour  y,  les  valeurs  doubles 

^•Z—i+>J^>f^  8/"-— 1— n/sV'^ 

a\2 -^-f^ ,    aÇ2  ^ »    . 

qui  sont  les  ordonnées  des  points  critiques  D  et  D',  et  des  valeurs 

simples 

ay^i  (l -V^V'^,    av'ili +v^3\/^, 

qui  sont  les  ordonnées  de  points  ne  présentant  aucune  particularité  re- 
marquable. Or  ce  n'est  évidemment  qu'à  l'un  de  ces  points,  et  non  à 
l'un  des  points  D  ou  D',  que  peut  se  rendre  le  point  [x,  y],  lorsque  «o  <ié- 

passant  ayJA^  et  a^j  y/ 3  ±  Po  étant  négatifs,  le  point  de  départ  appartient 
d'ailleurs  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'arc  OBS A . 
L'égalité  momentanée  des  distances  du  point  de  départ  aux  points  A 

et  D  ou  D', quand  a^>f3±:% =0, ne  signifie  donc  en  aucune  façon  que 
la  limite  de  la  région  de  convergence  passe  à  la  fois  au  point  A  et  à  l'un 
des  points  D  ou  D',  mais  bien  qu'elle  passe  au  point  A  et  à  l'un  des 
points  qui,  ayant  leurs  abscisses  égales  à  celles  des  points  D  et  D',  ne 
présentent  toutefois  aucune  particularité  remarquable. 

La  fausse  indication  fournie  par  la  condition  de  convergence  tient 
encore,  dans  ce  cas,  à  ce  que  l'ordgnnée  du  point  de  départ  n'y  entre 
pas:  lorsque  le  point  de  départ  appartiendra  à  une  branche  de  conju- 
|§uée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  AOT,  la  môme 
indication,  dans  les  mêmes  circonstances, 

deviendra  exacte. 

La  même  difficulté  apparente,  si  Ton  eût  voulu  l'apercevoir,  se  serait 
déjà  présentée  lorsque  le  point  de  départ  appartenait  à  une  branche  de 
conjuguée  tangente  à  l'arc  TO  :  si,  par  exemple,  on  avait  pris  pour  point 
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de  départ  le  point  de  cet  arc,  qui,  ayant  pour  abscisse-^  ou  ,-i,se 

trouverait  sur  une  verticale  menée  à  égale  distance  de  Taxe  des  y  et  de 
la  tangente  au  point  A,  les  distances  du  point  de  départ  à  rorigine  et 
au  point  A,  représentées  par  les  modules  des  différences  des  absdsse) 
des  points  comparés,  se  seraient  trouvées  égales  ;  mais  il  n'eût  évidem- 
ment pas  fallu  en  conclure  que  la  limite  de  la  région  de  convergenct 
dût  alors  passer  à  la  fois  à  l'origine  et  au  point  A  :  elle  aurait  passé  par 
l'origine  et  par  le  point 

y=  —  2a\/i. 

C'est  par  les  mêmes  motifs  que  chacun  des  points  du  lieu  «  =  Opa- 
raissait  également  éloigné  des  deux  points  critiques  du  lieu 

y'  -^  a*y  -|-  ^*^  =  ^  > 

«0  devenant  nul  sans  que  «  o  ^^  ^^^  ^^  limite  de  la  région  de  convergence 
passait  à  Tun  des- points  critiques  et  au  point  simple  qui  avait  même 
abscisse  que  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  le  point  de  départ  marchant  toujoorï 
dans  le  môme  sens  se  rende  sur  les  conjuguées  qui  touchent  Tare  ÂûT 
de  la  courbe  réelle. 

La  région  de  convergence  restera  d'abord  limitée  au  point  Â,  parc^ 
que  sur  les  conjuguées  dont  le  contact  aurait  lieu  très-près  de  A,  oa 
ne  pourra  pas  trouver  de  points  remplissant  Tune  ou  l'autre  des  condi- 
tions 

Tant  que  le  point  A  restera  sur  la  limite  de  la  région  de  convergence,  il 
ne  pourra  arriver  au  point  [x,  y]  que  de  passer  sur  la  courbe  réelle,  sur 
la  portion  de  la  conjuguée  G  =oo  qui  passe  au  point  A  ou  sur  la  por- 
tion de  la  conjuguée  G  =  0  qui  passe  à  l'origine.  On  constatera  ces  di- 
verses circonstances  comme  dans  le  cas  précédent,  et  l'on  pourra  par 
conséquent  assigner  par  les  mômes  moyens  la  valeur  finale  dey;  noas 
n'insisterons  donc  pas  sur  ce  cas. 

Supposons  enfin  que  le  point  de  départ  appartienne  h  une  conja- 
guée  assez  éloignée  du  point  A  pour  qu'on  y  puisse  trouver  des  poioU 
tels,  que 

«0  =^  ^0  ^^^  négatif, 

de  façon  que  la  région  de  convergence  soit  alors  limitée  à  Tan  d& 
points  D  ou  D'. 

Les  distances  du  point  de  départ  à  ces  deux  points,  estimées  par  les 
modules  des  différences  des  abscisses,  étant 
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V(-.+t)"+(».-"-¥^)" 

on  voit  que  la  région  de  convergence  sera  limitée  au  point  D  ou  au 
point  D'  suivant  que  ^^  sera  négatif  ou  positif,  c'est-à-dire  suivant  que 
le  point  de  départ  appartiendra  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  branches  de 
la- conjuguée  où  il  se  trouve,  qui  partent  de  la  courbe  réelle.  Si  le 
point  de  départ  appartenait  à  la  courbe  réelle  (il  faudrait  alors  qu'il  fût 
à  la  gauche  de  l'origine  pour  que  a^  zh  ^o  ^ût  négatif),  la  limite  de  la 
région  de  convergence  passerait  à  la  fois  aux  deux  points  D  et  D'. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux  des  valeurs  de  y  correspondant 
à  la  valeur  finale  de  x  pourraient  ne  se  distinguer  l'une  de  l'autre  que 
par  le  signe  des  parties  imaginaires  des  valeurs  qu'elles  fourniraient 
pour 

mais  on  saura  toujours  quel  signe  aura  dû  prendre  la  partie  imaginaire 
dy 
d^  ^^  point  d'arrivée,  si  l'on  a  relevé  les  passages  du  point  [x,  y]  sur 

Tenveloppe  imaginaire. 
Cette  enveloppe  est  définie  par  la  condition 

"4=^=  réel, 
y'  —  ax 

ou 

gg'  — g»  4-y  _gy  —  2ocft 

d'où  l'on  pourrait  éliminer  a  et  p',  ce  qui  fournirait  entre  a  et  p  une 
équation  <p  («,  P)  =  0.  Le  point  [x,  y]  aurait  ou  n'aurait  pas  passé  sur 
l'enveloppe,  suivant  que 

auraient  le  signe  —  ou  le  signe  -4-.  Le  calcul  de  l'équation  ç  (a,  p)  =  0 
lie  présentant  aucune  difficulté  théorique,  nous  ne  nous  y  arrêtons  pas. 


-' 


CHAPITRE  XXIV 


lus  avons  établi,  dans  le  chapitre  XXII,  que  les  points  oïl  ptnt 
Se  Id  région  de  convergence  de  la  série  suivant  laquelle  se 
,  d'après  la  formule  de  Taylor,  une  fonction  y,  euplidle  ou 
sont  exclusivement  ceux  où  la  fonction  ou  ses  dérivée»,  i 
i  certain  ordre,  deviennent  inQnies,  à  l'exclusion,  par  con^' 
points  multiples  qui  ne  remplissent  pas  cette  condition.  Noo^ 
bli  en  même  temps  l'inexaclilude  de  la  règle  donnée  jur 
adoptée  depuis,  explicitement  ou  implicitement,  par  tous  le> 

qui  ont  écrit  sur  la  matière,  d'après  laquelle  la  région  d« 
ce  serait  nécessairement  limitée  au  point  critique  dont  l'ab?- 
mchée  de  celle  du  point  origine  donnerait  la  ditféreDce  <!' 
nodule.  L'erreur,  sous  ce  dernier  rapport,  tenait  à  uneconfu- 

à  apercevoir  :  il  ne  sufSt  pas,  pour  que  la  convergence  de  la 
aylor  soit  limitée  à  une  certaine  valeur  de  x,  que  celte  valeur 
ue,  on  plutôt  qu'il  y  corresponde  une  valeur  critique  de  y:  i 
ut  que  y,  variant  d'une  manière  continue  avec  x  i  partir  de 
nitiale,  arrive  à  sa  valeur  critique  en  mSme  temps  quex,  sais 
dépassé  la  limite  en  question. 

'ons  ensuite,  dans  le  chapitre  XXIII,  assigné  la  vraie  limite  de 
de  convergence,  pour  quelques  fonctions  particulières.  Noi' 
losons  dans  celui-ci  de  traiter  la  question  d'une  maniÈre  gé- 

plicité  de  la  solution  qui  interviendra  s'explique  par  deai 
'on  a  déjà  pu  apprécier  :  le  premier,  que  la  considératioE  de* 
)s  fournit  une  méthode  simple  de  classification -des  solutions 
es  d'une  équation  h  deux  variables;  le  second,  que  nous  aroDS 
uent  résolu  le  problème  de  déterminer  la  marche  continaeili' 
y],  tandis  que  x=:it-\-p\/  —  1  suivrait  un  chemin  queleon- 
i)  =  0. 

itructton  préalable  des  conjuguées  avait,  dans  la  questioa  qm 
tccuper,  une  importance  comparable  à  celle  qu'aurait  la  àa- 
opographique  d'un  pays  où  l'on  voudrait  établir  une  roale; 
ulre  c6té,  pour  savoir  si  y  est  parvenu  à  sa  vaieur  cHtique, 


TT- 
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quand  x  est  arrivé  à  celle  qui  la  donne,  il  fallait  pouvoir  suivre  la  mar- 
che du  point  [Xy  y]  à  partir  de  son  point  de  déparU 

Nous  ramènerons  la  question  de  la  détermination  du  point  critique 
où  est  véritablement  limitée  la  région  de  convergence  à  celle  de  la  dé- 
termination du  point  d'arrivée  d'un  point  [x^  y]  mobile  d'une  ma- 
nière continue,  pendant  que  son  abscisse  a?  =  a  -}-  P  y  — 1  varierait  sui- 
vant une  certaine  loi,  toujours  très-simple  du  reste;  mais  nous  ne  traite- 
rons pas  ici  la  seconde  question,  qui  a  été  résolue  *dans  les  chapitres  XX 
et  XXI. 

505.  Je  rappellerai  d'abord  les  définitions  de  quelques  termes  que 
j*ai  au  reste  déjà  employés  :  j'appelle  point  critique  d'un  lien  /  (x,  y)  =  0 
un  point  ayant  pour  coordonnées  une  valeur  de  x  à  laquelle  correspond 
une  valeur  dé  y  infinie  ou  ayant  ses  dérivées  infinies  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  et  cette  valeur  de  y\  c'est-à-dire  que,  parmi  les  points  du 
Heu  f{Xy  y)  ^  0,  qui  correspondent  à  une  valeur  critique  de  x,  j'appelle 
seulement  critique  celui  dont  l'ordonnée  est  infinie  ou  a  ses  dérivées 
infinies  à  partir  d'un  certain  ordre. 

Je  désignerai  souvent  sous  le  nom  de  point  origine  le  point  correspon- 
dant au  système  des  valeurs  de  or  et  de  y  à  partir  desquelles  on  veut  dé- 
velopper y  suivant  la  série  de  Taylor. 

Si  «0  4-  Po  v'  —  *  ®^  *'o  +  ^'o  V  —  1  soTit  les  coordonnées  du  point  ori- 
gine, et  que  a  +  Ay  —  l,a'  +  ^'  sj  —  1  soient  celles  du  point  critique 
où  se  trouve  limitée  la  convergence  de  la  série  de  Taylor,  l'équation 

ne  peut  fournir  que  les  ordonnées  des  points  du  lieu  f  (x,  y)  =  0,  dont 
les  abscisses 

x  =  a  +  ^\/^ 
satisfont  à  la  condition 

(«-«o)'  +  (P-Po)*<(«-«o)'+(*-W*; 


mais  pour  chaque  valeur,  a  +  p  y  —  i,  de  a:,  satisfaisant  à  cette  con- 
dUion,  elle  ne  fournit  qu'une  seule  des  valeurs  de  y  correspondantes. 
Les  points  correspondant  aux  solutions  de  l'équation 


»=»-+(i).^+- 


forment  plaque  sur  le  tableau.  Cette  plaque  est  une  partie  de  la  portion 
au  plan  recouverte  par  les  points  correspondant  aux  solutions  de 
l'équation 

f(x,y)  =  0; 


lésigne  sous  le  nom  de  régùm  de  convergence  relative  au  pôÛ 
.  C'est  le  segment  du  lieu  f  (x,  ^)  =  0  que  représente  le  segment 


^terminé 


du\    X  —  X 


onction  multiple  y, 

égion  de  convergence  est  comprise  dans  l'inténenr  d'une  coarbe 
,  le  périmètre  ou  la  circonférence  de  la  région  de  convtrgmtt;  crilt 
1  passe  par  un  point  critique  [a  +  *  v— ï»  a'  -^  b'  <J  —  {\e\^ 
irisée  par  l'équation 

{«  -  «„)'  +  (p  -  p,y.  =  {a  -  oO'  +  (Ô  -  flj». 

iirra  désigner  le  point  origine  sous  le  nom  de  centre  de  la  r^iimiJf 
jence. 

.  posé,  nous  examinerons  successivement  le  oas  où  l'équatioci 
)  :=  0  aurait  tous  ses  coefficients  réels  et  où  tous  les  poînlseri- 
seraient  réels;  le  cas  où,  les  coefBcients  de  l'équation  resUol 
quelques  pointa  critiques  seraient  imaginaires  ;  enfin  le  cas  ob  h 
ients  de  l'équation  f  {x,  y)  =  0  seraient  imaginaires.  Nom  dislii- 
is  aussi  dans  chaque  cas  les  deux  hypothtees  où  l'abscisse  ii 
)rigine  serait  réelle  ou  iinagin&ire. 

rRlîMIER  CAS. 

ation  a  totts  ses  coefficients  réels  et  tous  les  points  crîiiqm 
sont  réels. 

I.  Dans  ce  cas,  les  pointa  critiques  sont  excliinvement  les  poiol^'l' 
:t  des  tangentes  menées  à  la  courbe  réelle  parallèlement  à  l'a" 
le  non  de  tangente  étant  pris  dans  son  acception  la  plus  générale- 
posons  d'abord  que  le  point  origine  ait  son  abscisse  réelle.  5tf 
>nnées  seront 

«,  =  «,     et     y,  =  o;p;+ s/--*. 

vant  être  nul,  et  le  point  lui-mCme  sera  situé  sur  une  branchent 
rbe  réelle  ou  sur  une  branche  de  la  conjuguée  C  ^  oo . 
î  ce  cas,  le  point,  critique  où  sera  limitée  la  région  de  contet- 
ne  saurait  être  que  l'un  des  deux  qui  pourrait  terminer  «il* 
le  dans  un  sens  et  dans  l'autre,  et  ce  sera  celui  dont  l'absosse  0'- 
I  moins  de  celle  du  point  origine. 

ifTet,  soit  [oh,  a'n]  un  des  points  critiques  non  situés  sur  la  briocw 
elle  appartient  le  point  [x^,  yj  :  admettre  que  la  région  de  conrtf- 
pAt  être  limitée  à  ce  point  serait  admettre  que  la  série  pu' 
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donner  rordonnéé  d'un  point  x^=an±:Ky  =  a'*  dz  *  .de  la  courbe 
réelle,  ou  de  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  passant  en  [a»,  o'ii],  infini- 
ment voisin  de  ce  point  fa«,  afn\  Mais  il  ne  peut  en  être  ainsi  ;  car,  si 
l'on  faisait  reTenir  x  par  valeurs  réelles  de  On  ±  A  à  Xo,  le  point  [x,  y\ 
pénétrerait  de  plus  en  plus  dans  la  région  de  convergence;  son  or- 
donnée serait  donc  à  chaque  instant  représentée  par  la  série;  d'un 
autre  côté,  ce  point,  en  se  déplaçant  d'une  manière  continue,  suivrait 
la  branche  de  la  courbe  réelle,  ou.  la  branche  de  la  conjuguée  à  ab- 
scisses réelles  qui  part  de  [a«,  <in]y  e(  tomberait  finalement  au  point  de 
Tune  ou  l'autre  de  ces  branches  qui  aurait  pour  abscisse  x  ==  x^. 

Si  ce  point  n'était  pas  le  point  origine,  c'est-à-dire  si  le  point  critique 
[a«,  dn]  n'appartenait  pas  à  la  môme  branche  de  la  courbe  à  abscisses 
réelles  que  le  point  origine,  la  série  donnerait  donc  en  môme  temps 

deux  valeurs  de  y  pour  une  môme  valeur  de  Xy  ce  qui  est  impossible. 
D'ailleurs,  il  est  bien  clair  que,  si  le  point  [ar^,  y^  est  compris,  sur  la 

branche  à  laquelle  il  appartient,  entre  deux  points  critiques,  ce  sera 

au  plus  voisin  que  s'arrôtera  la  convergence,  puisque  la  série  prendra 

déjà  une  valeur  infinie  en  ce  point. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  origine  ait  ses  deux  coor- 
données imaginaires. 
Soient 


les  coordonnées  de  ce  point,  et 

X  =  fln,    y  =  Û  M 

les  coordonnées  du  point  critique,  encore  inconnu,  par  lequel  passera 
la  circonférence  de  la  région  de  convergence  ;  le  carré  du  module  de  la 
différence  x^  —  an  sera 

or,  si  un  point  [Xy  y]  part  de  « 

et  se  déplace  d'une  manière  continue,  son  abscisse  a  -{-  ^  >/  —  1  variant 
de  «,  +  ^,  ^/ZTT  à  ao,  c'est-à-dire  p  passant  de  po  à  0  et  a  restant  cons- 
tamment égal  à  «o>  ce  point  ne  sortira  pas  un  seul  instant  de  la  région  de 
convergence  ;  par  conséquent,  la  série  donnera  à  chaque  instant  son 
ordonnée,  notamment  lorsque  son  abscisse  sera  devenue  a^. 

D'un  autre  côté,  si  un  autre  point  [x,  y]  partait  du  point  critique 
lo«,  a»],  et  que  son  abscisse  variât  par  valeurs  réelles  de  a»  à  «o»  ^^  ^®s 
points  dans  lesquels  il  se  décomposerait  (1)  pénétrerait  de  plus  en.  plus 


(1)  Ce»  points  sont  toujoars  en  nombre  égal  au  degré  de  multiplicité  du  point  cri- 


CHAPITEE  SXIV. 

is  la  région  de  convei^ence,  et  son  ordonnée  serait  ausâ  à  chaque 

tant  donnée  par  la  valeur  de  la  série. 

ii  donc  ce  point  ne  rejoignait  pas  l'autre,  qui  est  parU  de  [i,,^,],  au 

iiiient  Où  leurs  abscisses  prendront  la  même  valeur  k,,  la  série  pout- 

t  donner  deux  valeurs  différentes  de  y  pour  unemêmevaleurde  j;,c6 

i  est  impossible. 

Les  deux  points  devront  donc  se  rejoindre. 

Uaîs  le  second  aura  suivi  l'une  des  branches  de  la  courbe  réelle,  ou 

la  conjuguée  C  =  oo ,  qui  se  touchaient  au  point  critiqua  [a,,  o'.]; 
r  conséquent  ce  point  critique  devra  appartenir  à  la  branube  de  Ii 
irbeà  abscisses  réelles  sur  laquelle  viendra  tomber  le  point  qui  par- 
i  de  [x„  y„],  et  dont  l'abscisse  aurait  varié  de  «;,  +  flj,  V  —  i  à  a,- 
!>es  points  critiques  à  considérer,  relativement  à  l'origine  [x„  y,],  se- 
it  donc  seulement  ceux  qui  se  trouveront  sur  cette  branche. 
Dji  reste,  il  est  clair  qu'il  faudra  prendre  celui  dont  l'abscisse  relnn- 
Se  de  jfl  donnera  la  différence  de  moindre  module.  Car  1°  ce  point 
arra  être  atteint  sans  sortir  de  la  région  qu'il  limitera  ;  2"  la  série  y 
mdra  une  valeur  infinie;  3°  pour  aller  joindre  un  autre  point  criUqne, 
audrait  faire  prendre  au  module  de  (x  —  x^)  une  valeur  supérieurtl 
ui  d'une  valeur  de  cette  différence  pour  laquelle  la  série  serait  déji 
inie. 

^insi,  dans  le  cas  qui  vient  d'être  examiné,  la  marche  à  suivre  con- 
tera à  déterminer  le  point  d'arrivée  du  point  qui  partirait  du  point 
gine,  et  dont  l'abscisse  aurait  varié  de  manière  que  sa  partie  iiQa|i- 
Ire  tendit  directement  vers  zéro,  sa  partie  réelle  restant  constante; 
suite  ù  prendre  sur  la  branche  de  la  courbe  à  abscisses  réelles, 

se  trouvera  le  point  d'arrivée ,  celui  des  points  critiques  donl 
jscisse  différerait  le  moins  de  la  partie  réelle  de  l'abscisse  du  poiol 
gine. 

neuxiÈKE  CAS. 

équation  f  {»,  y)  =0  a  tmis  ses  coefficients  réels;  mais  quelqvt^ 
points  critiques  sont  imaginaires. 

tOS.  Supposons  d'abord  que  l'abscisse  du  point  origine  soit  réelle, 
ii  la  région  de  convergence   devait  être  limitée  à  l'un  des  poinls 
tiques  réels,  on  saurait,  par  la  théorie  précédente,  auquel  on  aurait 
lire;  mais  il  pourra  arriver  que  la  limite  soit  un  des  points  criliqu» 
aginaires. 
toi  en  t 

a:,  =B„       et      y„  =  «,' +  p',  v^— * 
coordonnées  du  point  origine,  ^',  pouvant  être  nul,  et 
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ks  coordonnés  du  point  critique  imaginaire  où  serait  limitée  la  région 
de  convergence;  le  carré  du  module  de  {xn — x^  sera  alors 


si  l'on  fait  partir  du  point  [a»  -f-  bn  y— i,  «»  +  *«  V— *]  ^^  point 
[x,  y]  assujetti  à  la  condition  de  continuité,  et  que  Ton  fasse  converger 
son  abscisse  vers  a»,  en  faisant  tendre  vers  zéro  la  partie  imaginaire  de 
cette  abscisse,  un  des  points  dans  lesquels  il  se  décomposera  pénétrera 
de  plus  en  plus  dans  Tintérieur  de  la  région  de  convergence,  puisque  le 
module  de  la  différence  de  son  abscisse  et  de  celle  du  point  origine 
variera  de  ' 

(a,  — a«)'  +  6;    à    (a,  — a,)»; 

par  conséquent  l'ordonnée  de  ce  point  sera  constamment  donnée  par  la 
valeur  de  la  série. 

D'un  autre  côté,  si  Ton  fait  partir  un  autre  point  [x,  y\  du  point  ori- 
gine et  qu'on  fasse  tendre  son  abscisse  vers  an  par  valeurs  réelles,  ce 
point  ne  sortira  pas  un  instant  de  la  région  de  convergence  ;  les  deux 
points  devront  donc  se  confondre  quand  leurs  abscisses  auront  pris  la 
valeur  commune  an. 

Mais  le  point  qui  sera  parti  du  point  origine  aura  suivi  la  branche  de 
la  courbe  \  abscisses  réelles  qui  contenait  ce  point  origine. 

Par  conséquent  le  point  parti  du  point  critique 

[an  +  hn  yh^i,  a'«  +b\  V^^] 

aura  dû  tomber  sur  cette  branche. 

Les  points  critiques  imaginaires  tels  qu'aucun  des  points  qui  en  se- 
raient partis  simultanément,  ne  viendrait  tomber  sur  la  branche  de  la 
oourbe^  =  0,  passant  par  le  point  origine,  ne  seront  donc  pas  à  con- 
sidérer. 

P'ailleurs  cette  branche  se  terminera  dans  les  deux  sens  par  deux 
points  critiques  (dont  l'un  pourra  être  à  Tinfîni  c'est-à-dire  ne  pas 
exister),  et  les  points  critiques  imaginaires  tels  qu'aucun  des  points  qui 
en  seraient  partis  simultanément  ne  viendrait  tomber  entre  ces  deux 
extrémités  ne  seront  pas  davantage  à  considérer.  .    ♦  i 

On  prendra,  parmi  les  points  critiques  restants,  celui  dont  Vabscisse 
relKinchée  de  x^  donnera  la  différence  de  moindre  module,  et,  s'il  n'est 
resté  aucun  point  critique  imaginaire,  on  prendra,  sur  la  branche  par- 
lant du  point  origine,  l'extrémité  la  plus  proche  de  ce  point.  La  démons- 
tration se  ferait  comme  dans  le  cas  précédent. 

Le  nombre  des  points  critiques  imaginaires  peut  être  considérable, 
et  il  y  aurait  avantage  à  en  écarter  d'avance  le  plus  grand  nombre  pos- 
i^ible.  On  en  supprimera  un  grand  nombre  en  remarquant  que,  la  région 
^e  convergence  relative  à  une  origine  située  sur  une  branche  de  la 


« 
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■be  ^  =  0,  ne  pouvant  en  aucun  cas  enCamer  ni  l'une  ni  l'iuin  dt 
iches  de  la  même  courbe  qui  comprennent  la  branche  oti  se  trov! 
)iDt  origine,  les  points  critiques  à  considérer  seront  seulement  ceai 
seront  compris  entre  ces  deux  branches. 
le  point  origine  avait  son  abscisse  imaginaire,  on  la  ramënerail  ii- 
Bnt  &  6tre  réelle,  comme  on  le  verra  dans  le  paragraphe  suivait 
s  passons  donc  immédiatement  au  Iroisième  cas. 


TBOISIÈHB   CAS. 

L'équation  f  (x,  y)  ^  0  a  ses  coefficients  imaginaires. . 

06.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  le  point  origine  ait  son  absci» 
le,  on  démontrera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  les  point 
ques  à  considérer  seront  seulement  ceux  auxquels  on  parviendrai' 
ctement  en  partant  des  points  situés  sur  la  branche  de  la  codji- 
:  C  ^  oD  oà  se  trouve  l'origine,  qui  auraient  pour  abscisses  b 
ies  réelles  des  abscisses  de  ces  points  critiques,  et  faisant  varier  |i  de 
aux  parties  imaginaires  de  ces  mêmes  points  critiques, 
alui  des  points  critiques,  remplissant  cette  condition,  dont l'abscise 
anchéa  de  l'abscisse  de  l'origine  donnera  la  différence  de  moiodrt 
Iule,  sera  la  limite  de  la  région  de  convergence.  On  le  démontnnil 
me  précédemment. 

ipposons  maintenant  que  le  point  origine  ait  son  abscisse  inuf- 
e  et  soient 

x,=  ",  +  Po  V^,     y,  =  «'o  +  K  ^■ 

i  l'on  remplace,  dans  l'équation  proposée  f  {x,  y)  =  0,  J  JW 
-  P»  V— ï.  le  lieu,  considéré  dans  son  ensemble,  ne  changera  pis; 
>oints  critiques  seront  les  mêmes,  leurs  ordonnées  seront  les  mênite 
lurs  abscisses  auront  seulement  diminué  de  pgV  —  1  ;  les  conjuguée 
int  bien  changé,  mais  elles  seront  formées  des  points  de  l'anuen 
,  el  il  sera  facile  de  les  construire.  D'un  autre  cAté,  le  point  origio^ 
devenu  

'  ^o  =  «o.   y.  =  «'.  +  P'«v^; 

B  la  région  de  convergence  sera  restée  la  même  par  ces  deux  m- 
1  que,  aux  points  correspondants,  les  dérivées  de  tous  les  of^^ 
f  par  rapport  à  x  seront  restées  les  mêmes,  et  que  les  valeun  de 
■  Xg,  pour  les  points  correspondants,  seront  aussi  restées  les  mifli^' 
x^  ayant  varié  de  la  même  quantité. 

a  question  sera  donc  restée  au  fond  la  même  ;  mais,  l'abscisse  du 
it  origine  étant  devenue  réelle,  on  pourra  appliquer  la  métbode  l"' 
vient  à  ce  cas. 
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507.  Si  l'on  voulait  éviter  la  substitution  de  a?  -{"  ^^  V. —  1  à  x  dans 
réquation,  substitution  qui  en  effet  pourra  quelquefois  compliquer 
beaucoup  cette  équation,  on  le  pourrait  en  considérant  que  la  conju- 
guée G  =  QO  du  nouveau  lieu  ne  sera  autre  chose  que  la  courbe 

• 

de  l'ancien,  et  que  cette  courbe  jouera  par  conséquent,  dans  la  ques- 
tion, le  môme  rôle  que  la  conjuguée  C  =  x ,  dans  le  cas  où  l'abscisse 
du  point  origine  était  réelle. 
On  construira  donc  la  branche  de  la  courbe 


qui  partirait  du  point  origine,  et  pour  savoir  si  l'uYi  des  points  critiques 
du  lieu, 

Xn  =  an-\-  bn  ^—  i,      y„  =  a'„  +  b'ti  y/-^  i , 

serait  à  considérer,  on  en  fera  partir  un  point  [x^  y]  dont  on  fera  varier 
l'abscisse  de 


flTn+^nV— 1        à       Û„  +  poV— ^• 


Si  l'un  des  points  dans  lesquels  se  décomposera  ce  point  [x,  y]  vient 

tomber  sur  la  branche  en  question  de  la  courbe  x  =a  -f-  p^y— i, 
il  faudra  conserver  le  point  critique  correspondant. 

On  prendra  toujours  ensuite  pour  limite  de  la  région  de  convergence 
celui  dès  points  critiques  conservés,  dont  l'abscisse  retranchée  de  x^^  don- 
nera la  différence  de  moindre  module. 

508.  On  peut  évidemment  résumer  dans  un  môme  énoncé  général 
les  règles  relatives  aux  trois  cas,  que  nous  n'avons  du  reste  distingués 
que  parce  qu'il  y  correspondra  des  difficultés  pratiques  bien  différentes. 

Soient  f[Xj  y]  =  0  l'équation  qui  définit  la  fonction  y,  que  l'on  veut 
développer,  et 


le  système  de  valeurs  de  x  et  de  y  à  partir  duquel  on  veut  développer  y  ; 
on  déterminera  le  point  d'arrêt  par  la  règle  suivante  : 

On  construira  les  courbes  formées  des  points  [x,  y]  correspondant 
aux  solutions  de  l'équation  f  [x,  y]  =  0  où  ar  serait  de  la  forme 

la  partie  réelle  de  x  variant  ainsi  seule. 
Ces  courbes  partageront  le  plan  en  bandes,  et  les  points  critiques  qui 
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k  considérer  seront  seulement  ceux. qui  se  trouveront  conteuih 
deux  bandes  comprises  entre  la  courbe  sur  laquelle  se  Irouten 
origine  [x„,  y,]  et  les  deux  courbes  voisines,  dans  un  sens  el  diï 


X,  =  a«  -|- bn  \~-ï     el      y,  =  fl'n  +  é',  ^—  l 
'données  d'un  des  points  critiques  remplissant  cette  coodilioD 
,  degré  de  multiplicité  :  on  fera  varier  x  de  a,  +  ft«V-l 
I,  \J  —  i,  et  l'on  suivra  dans  leur  marche  les/)  points  qui  pitli- 
point  critique . 

:un  de  ces  p  points  ne,vient  tomber  sur  la  branche  de  la  cou^ 
isée  par  l'équation 

le  appartient  le  point  origine,  le  point  criUqueen  questioau 
à  considérer. 

rendra,  parmi  les  points  critiques  qui  resteront,  celui  dtnl 
e,  retranchée  de  a,  +  ?g  v'  —  *<  donnera  la  différence  de  rooin- 
lule;  la  série  sera  convergente  pour  toute  valeur  de  xlelle<liir 
lie  de  X  —  x^  se  trouve  moindre  que  le  module  trouvé,  el  di- 
a  pour  toute  autre  valeur. 

Cette  règle  est  assez  compliquée,  et  sa  mise  en  pratiquée^' 
i  opérations  délicates  qui  deviendront  même  très^pénibles,  pou 
:  l'équation  /  (x,  y)  =  0  se  complique  ;  mais  il  ne  peut  sulKi>tf' 
spoir  de  réduire  ces  opérations,  par  la  raison  que  la  règle  coin- 
mtea  les  conditions  du  problème  et  ne  comprend  qu'elles;  il  i' 
donc  être  question  que  de  faciliter  celte  mise  en  pratiqae  p)' 
ition  d'une  méthode  convenable. 

lis  que  celle  que  j'ai  donnée  dans  les  chapitres  XX  etXXl.po^^ 
I  marche  d'un  point  [x,  y]  assujetti  à  la  continuité,  sera  ailopl^f 
rence  ;  mais  avant  d'indiquer  les  simplifications  qu'elle  compor- 
.  raison  des  conditions  particulières  que  présente  la  quesUco 
,  je  ferai  remarquer  que  l'on  pourrait  toujours,  si  l'on  J  teMiL 
de  celle  qu'a  indiquée  M.  Puiseux  en  1831,  dans  un  autre  lii'- 
et  tout  se  réduit,  en  définitive,  à  savoir  si  un  poini  [j,  y]  1*''' 

-c«  =  ««  +  k  ^^,    *« = -; + f.  v'^ 

à  un  point  critique  désigné 

a"  =  o„  +  /«  v'^ ,      yn  =  a'«  +  A'»  v'^, 
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lorsque  x  aura  varié  d'abord  deoo  +  Po  y—ï  à  dn  +  ^  v^  —  1  et  ensuite 

de  On+^o  V— ï  à  a„  +  6„  V  —  1. 

Or  on  trancherait  effectivement  la  question  d'une  façon  sûre  en 
divisant  le  chemin  en  parties  telles  que  le  module  de  la  différence  des 
valeurs  de  x  correspondant  à  deux  points  de  division  consécutifs  restât 
toujours  inférieur  au  module  de  l'excès  de  la  valeur  de  x  correspondant 
aa  premier  de  ces  deux  points  sur  l'abscisse  du  point  critique  le  plus 
voisin,  et  se  servant  de  la  série  pour  calculer  de  proche  en  proche  la  va- 
leur finale  de  y. 

L'application  de  cette  méthode  serait  au  reste  singulièrement  facilitée 
par  cette  circonstance^  que  l'accroissement  donné  à  x  pour  passer  d'un 
point  de  division  du  chemin  dont  il  s^agit  au  suivant  serait  toujours 
composé  d'une  seule  partie,  réelle  ou  imaginaire,  ce  qui  éviterait  la 
formation  des  puissances  successives  d'un  même  binôme,  formation  à 
laquelle  il  eût  fallu  se  résoudre  dans  le  cas  général  pour  lequel  M.  Pui- 
seux  avait  imaginé  sa  méthode. 

Ainsi,  en  s'en  tenant  même  à  cette  méthode,  quelque  imparfaite 
qu'elle  soit,  on  n'en  devrait  pas  moins  regarder  la  question  comme 
résolue,  au  moins  théoriquement. 

Mais  il  est  bien  facile  de  montrer  d'autre  façon  que  les  recherches 
pratiques  qu'exigera  l'emploi  de  la  règle  énoncée  ne  comporteront  ja« 
mais  que  des  difficultés  que  l'on  sait  d'avance  résoudre. 

Nous  insisterons  d'abord  sur  le  procédé  à  employer  pour  rejeter  à 
TavaDce  tous  ceux  des  points  critiques  qui  ne  se  trouveraient  pas  com- 
pris entre  les  deux  branches  de  la  courbe 


X 


=  «+PoV-^ 


qui  comprennent  elles-mêmes  celle  oh  se  trouve  le  point  origine. 

Les  points  critiques  appartenant  tous  à  l'enveloppe  totale  des  conju- 
guées, il  suffira^  pour  trancher  la  guestion,  de  savoir  d'une  part  en  quels 
points  cette  enveloppe  est  coupée  par  les  m  branches  de  la  courbe 

el  de  distinguer  ensuite  parmi  ces  points  de  rencontre  celui  qui  appar- 
tiendra à  celle  des  branches  de  cette  courbe  qui  passerait  par  le  point 
origine  ;  car  les  points  critiques  qui  n'appartiendraient  pas  aux  deux  seg- 
ments de  l'enveloppe  limités  à  ce  dernier  point  devraient  être  écartés. 
Or,  pour  déterminer  tous  les  points  de  rencontre  en  question,  on 
n'aura  qu'à  résoudre  les  équations 
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itre  cAté,  la  construction  d'uDe  branche  définie  de  la  court* 

par  exemple,  qui  passerait  par  le  point  origine,  se  fera  poui 
à  main  levée,  lorsqu'on  aura  tracé  à  l'avance,  comme  on  ié 
BP,  et  comme  il  est  toujours  si  facile  de  le  faire,  le  tableaii 
es  conjuguées  du  lieu  ;  en  effet,  la  valeur  variable  &t'^<& 
de  la  projection  sur  l'axe  des  x  de  la  corde  réelle  menée  du 
\f\  dans  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  ce  point;  desort^ 
irbe 

e  chose  quç  le  tieu  des  extrémités  des  cordes  réelles  dts  di- 
ijuguées  dont  les  projections  sur  l'axe  des  x  sont  égales  1  i^ 
sera  toujours  relativement  facile  d'écarter  à  l'avance  leploî 
nbre  des  points  critiques. 

éterminer  ensuite  le  point  d'arrfit,  parmi  les  points  critiqua 
vift  à  considérer,  on  n'aura  plus  à  faire  varier  que  la  partir 
e  de  x,Bl  par  conséquent  la  question  se  présentera  dam  <ie 
s  bien  plus  simples  que  celles  où  je  l'ai  traitée  dans  les  cbap 
t  XXI,  sur  des  exemples  assez  compliqués  déj<t  pour  moabcr 
ithode  était  praticable. 


CHAPITRE   XXV 


CONSTRUCTION  DU  PÉRIMÈTRE  DE  L4  RÉGION  DE  CONVERGENCE  DE  LÀ  SÉRIE  DR 
TATLOR  ET  DES  PORTIONS  DES  DIFFÉRENTES  CONJUGUÉES  COMPRISES  DANS 
CETTE  RÉGION,  OU  CONSTRUCTION  DU  TARLEAU  GÉNÉRAL  DES  VALEURS  d'UNE 
FONCTION  QUE  PEUT  FOURNIR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  CETTE  FONCTION  SUIVANT 
U  SÉRIE  DE  TATLOR. 


310.  La  fonction 

essentiellement  unique,  déterminée  et  finie,  tant  que  la  série  qui  la 
constitue  reste  convergente,  n'est,  si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi,  qu'une 
portion  de  la  fonction  y,  généralement  multiple,  définie  par  l'équa- 
tion 

f{x,  y)  =  0, 

• 
qui  a  servi  à  calculer  la  valeur  initiale  y^  et  les  coefficients  différentiels 

des  divers  ordres 


le  lieu  représenté  par  l'équation 


n'esta  de  même,  qu'un  segment  du  lieu  total  représenté  par  l'équation 

/•(x,y)  =  0. 

La  détermination  précise  de  ce  segment  constitue  évidemment  une 
partie  essentielle  de  la  théorie  de  la  série  de  Taylor. 

Cette  question  ne  présente  pas  de  grandes  difficultés  :  je  ferai  toutefois 
remarquer  qu'elle  n'était  abordable  qu'autant,  d'abord,  qu'on  disposât 
d'an  moyen  convenable  de  classification  des  solutions  imaginaires  d'une 
u*  p.  6 
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quation  à  deux  variables,  ensuite  qu'on  eût  une  méthode  directe  pou* 
élerminer  la  valeur  finale  que  prendrait  la  fonction  y,  assujeUie  àli 
QDtinutté,  lorsque  la  variable  X  serait  parvenue  de  sa  valeur  iniUaleàU 
ileur  finale  qu'on  voulait  lui  faire  prendre,  en  suivant  une  loi  de  prc- 
ressioD  donnée  ;  car,  quant  à  se  servir  de  la  sérié  elle-mËme  pour  cal- 
jler  de  proche  en  proche  les  v;ileurs  de  y,  comme  t'avail  propose 
.  Puiseux,  ce  serait  peu  réalisable. 

Nous  avons  désigné  sous  le  nom  de  région  de  confergence  la  porUon  du 
an  recouverte  par  l'ensemble  des  points  fournis  par  l'équation 

y=«'+{î\^-+ 

s'agit  de  délerminer  le  périmètre  de  celte  région  et  la  porUon  i< 
laque  conjuguée  qui  s'y  trouve  comprise. 

Ce  périmètre  passe  par  le  point  critique  du  lieu  coqsidéré  où  s*arrîlr 

convergence  de  la  série,  et  tous  ses  autres  points  ont  pour  abscisse: 
s  quantités  qui,  retranchées  de  la  valeur  initiale  z,  de  x,  fournisseiil 
»  différences  de  même  module  que  la  diQ'érence  entre  x^  et  l'abicis» 
I  point  d'arrêt. 

Ainsi,  si 

l  celui  des  points  critiques  oii  s'urréle  la  convergence,  et  que 

^»  =  «0  +  ^  \/^,  ff. = "'<, + f ;  v'^ 

ient  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  y,  le  périmètre  de  la  région  de  cou- 
rgence  sera  caractérisé  par  l'équation 

(„._(,.)  4-  (fi.  _  i.)  _2  („_a)a,-2(^-i)fl,  =  0, 

!t  p  désignant  les  parties  réelle  et  imaginaire  variables  de  x. 

La  question  est  donc  de  suivre  de  proche  en  proche  la  marche  de.« 

•sque  a:  ^  Œ  -(-  p  \/  —  )  varie  à  partir  de  j:,  =  a  +  6  y  — * .  en  suiwni 

chemin 

Les  points  du  périmètre  qui  auront  même  caractéristique  apparlien- 
ont  à  une  même  conjuguée  et  formeront  les  extrémités  de  l'arc  àt 
lie  conjuguée  compris  dans  l'intérieur  de  la  ré^oa  de  convergeace; 
sorte  que,  si  l'on  a  tracé  d'avance  ces  conjuguées  et  qu'on  relèw 
ur  chacune  d'elles  la  portion  comprise  dans  l'intérieur  de  la  région 
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de  convergence,  on  aura  le  tableau  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction^ 
que  pourra  fournir  la,  série. 

31 1.  Si  l'équation  /"(x,  y)  ==  0  est  du  degré  m,  elle  fournira  entre  a,  ^, 
a   et  ^'  deux  équations  de  degré  m.  En  y  joignant  les  trois  équations 

a*  —  a'+^'—  **  —  2  (a  —  a)  ao  —  2(fl  -^  6)  Po  =  0, 

0?  =  a  +  P, 

et  éliminant  a,  ^,  a  et  ^',  on  aurait  l'équation  du  périmètre  de  la  région 
de  convergence,  qui  serait  du  degré  2m'. 

Mais  la  courbe  ainsi  obtenue  comprendrait  une  foule  de  branches  pa- 
rasites, puisqu'elle  contiendrait  les  m  points  du  Heu  f  (x,  y)  =  0  qui 
correspondraient  à  une  même  valeur  de  x  satisfaisant  à  la  condition 

a*  —  a»+  p«  —  é«  —  2(a  — a)  «o—  2(p  —  «)Po  =  0, 

tandis  que  la  courbe  cherchée  n'en  devrait  comprendre  qu'un. 

D'ailleurs  la  méthode  qu'on  aurait  suivie  ne  pourrait  fournir  aucune 
indication  propre  à  permettre  d'éliminer  les  branches  parasites  du  lieu. 

On  ne  recourra  donc  pas  habituellement  à  cette  méthode,  qui  ne 
donnerait  qu'un  résultat  brut  dont  on  ne  saurait  que  faire. 

Le  principal  moyen  qu'on  emploiera  pour  traiter  la  question  se 
tirera  de  cette  remarque,  que  la  courbe  cherchée  ne  saurait  entamer 
ni  Tune  ni  l'autre  des  deux  branches  de  la  courbe  caractérisée  par 
l'équation  générale 

qui  comprendraient  immédiatement  celle  où  se  trouve  le  point  origine. 
Cette  remarque  fournira  le  moyen  d'éliminer  les  solutions  étrangères 
que  le  calcul  aura  fournies. 

312.  Nous  commencerons  par  la  construction  de  la  tangente  à  la 
courbe  en  un  quelconque  de  ses  points,  parce  que  cette  question  est  la 
plus  simple. 

Soient  

les  coordonnées  d'un  point  du  périmètre  cherché,  et 

m  +  n  V  —  ^ 

la  valeur  du  coefficient  différentiel  -^  =  —  ^  en  ce  point  ;  les  coor- 
I    données  du  point  infiniment  voisin  du  périmeirc  seront 

x  -f  rfa  +  i^yf^K 


y  + 


btiendi 


ifHcieDt 

(>"  +  ' 

1  un  qu 
au  poin 

"■H 


CONSTRUCTION   DU    PÉRIHiÈTIlE  DE   LA   RÉGION   DE   CONVERGENCE.        8S 

le  coefficient  angulaire  de   la  tangente  au  périmètre  en  ce  point 
[x  -{-  d^t  y  +  <'y]  sera  donc 

[m  +  n  +  (?'+ î)  d«  -  (p  -  î)^V«]  (f^  +  rfp  -  p.) 

(P  +  rfp  -  W  +  («  +  rf«  -  «o) 
^m  —  n-{-{p  —  q)da  +  (p-\-  j)^%a  J(a  +  rfa  —  a,) 

l'angle  de  contingence  sera,  en  conséquence, 

(^-^-Hx-oto){(p+^)[(p-Po)»---(«-ao)*]-2(p-7)(?-Ma-ao)}-2'«[lp-Po)"+ 

quant  à  Télément  du  périmètre,  c'est 


ou 

le  rayon  de  courbure  sera  donc 

[(P~Pa)-(tt-c'^))]{  (P-Po4-a-«o)*4-[(m4-n)(p-po)-(m-->n)(a--<Xo)]«  { î 

514.  Voyons  maintenant  comment  on  obtiendra  des  points  de  la 
courbe  en  nombre  suffisant  pour  la  construire. 

La  question  se  réduit  à  trouver  les  points  oîi  elle  coupe  chaque 
conjuguée.  Or  soit  G  la  caractéristique  d'une  conjuguée,  de  sorte  que 

11  P'    * 

le  long  de  cette  conjuguée  ^  =  C;  les  points  cherchés  seront  fournis 

par  les  deux  équations  comprises  dans 

f{^  +  p  n/^,  a'  +  ^C  \^)  =0. 
et  par  la  condition 

ces  trois  équations  donneront  a^  p  et  a',  dont  on  formera  les  coor- 
données des  points  cherchés  ;  mais  elles  fourniront  beaucoup  de  solu* 
tiens  étrangères,  dont  on  se  débarrassera  comme  il  a  été  dit  plus 
haut. 


Sft  CHAPITRE 

Pour  ne  pas  multiplier  inulitemei 
mencer  par  déterminer  les  conjugu 
région  de  convergence;  pour  cela,  o 
les  équ;ilions 

et  à  exprimer  que  l'équation  résultat 
vérité,  l'équation  propre  à  délermini 
nira  aussi  beaucoup  de  splulions  étri 
par  les  moyens  qu'on  a  déjà  indiqués 

313.  Le  point  important  de  la  qu 
mètre  de  la  région  de  convergence  a 

Nous  rappellerons  d'abord   que 
toujours  à  l'enveloppe  totale  des  conjuguera,  uvauut  iq^  t>uiu»  u»». 
tact  des  tangentes  à  cette  enveloppe  parallèles  à  l'axe  des  u.  le  mol  tan- 
gente étant  pris  ici  dans  son  acception  la  plus  g 
ce  sont  les  points  situés  à  l'inQni  sur  les  bran 
ont  leurs  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y,  1( 
branches  dans  le  sens  des  x,  ses  points  de  n 
pointa  multiples  où  les  dérivées  de  y  par  rappc 
.devenir  inQnies,  étant  seuls  exceptés. 

L'examen  complet  do  la  question  comporte 
infinité  de  cas,  puisqu'il  faudrait  distinguer  cet 
tiplicité  des  points  d'arrêt  seraient  difTérents,  et 
degré  de  multiplicité,  passer  en  revue  toutes  les 

Nous  nous  bornerons  à  l'examen  des  trois  ci 
plus  usuels  :  celui  où  le  point  d'arrGt  serait  l'e 
de  l'enveloppe  asymptote  à  une  parallèle  à  l'ax 
rait  le  point  de  contact  avec  l'enveloppe  d'une  t; 
à  l'axe  des  y  ;  enfin  celui  où  ce  serait  un  poin 

l'enveloppe  où  ■—■,  serait  infini. 
ax' 

Dans  le  premier  cas,  le  périmètre  de  la  régii 
vant  contenir  le  point  d'arrêt  sera  naturelleme 
parallèle  à  l'axe  des  y  que  la  branche  de  l'enveb 
ce  point. 

Dans  le  second  cas,  le  périmètre  de  la  régi 
tangent  àl'enveloppe  au  point  d'arrêt,  puisque 
à  toutes  les  courbes  continues  qui  ont  un  point  t 
au  reste,  on  le  vérifierait  aisément  sur  la  formt 
coerflcient  angulaire  de  la  tangente  au  périmètr 

fm  +  n)(fi-p,)-(m-n)(a 
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en  effet,  -^  étant  infini  au  point  d'arrêt,  m  on  n  seront  infinis,  et  par 

conséquent  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  périmètre  sera 
aussi  infini. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  la  formule  trouvée  plus  haut  pour  repré- 
senter le  rayon  de  courbure  du  périmètre,  donnera  évidemment  une 
valeur  nulle  pour  ce  rayon  de  courbure  au  point  d'arrêt,  puisque  l'une 
au  moins  des  quantités p  et  q  sera  infinie;  par  conséquent,  lorsque  le 
point  d'arrêt  sera  un  point  de  rebroussenôent  de  l'enveloppe  du  lieu,  ce 
sera  aussi  un  point  de  rebroussement  du  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence. 

516.  Nous  placerons  ici  une  autre  remarque  qui  aidera  puissamment 
à  la  construction  du  périmètre  de  la  région  de  convergence,  à  partir  du 
point  d'arrêt;  c'est  qu'une  courbe  quelconque,  caractérisée  par  une 
équation 

qui  passerait  au  point  d'arrêt,  où  elle  serait  naturellement  tangente  à 
l'enveloppe,  ne  saurait,  en  aucun  cas,  pénétrer  dans  la  région  de  con- 
vergence que  par  l'un  seulement  des  deux  arcs  qui  partiraient  en  sens 
contraire  de  ce  point  d'arrêt.  En  effet,  l'équation  9  (a,  P)  =  0  étant  sup- 
posée admettre  la  solution  a  =  a,  ^  =s  A,  si  l'on  fait  varier  a  et  ^  à 
partir  de  a  et  de  6,  en  désignant  par  d<t  et  d^  les  accroissements  de  a  et 
lie  ^,  on  aura 

du  pouvant  être  positif  ou  négatif,  mais  da  et  d^  devant  changer  en 
même  temps  de  signes.  / 

D'un  autre  côté,  l'inégalité 

qui,  pour  rester  satisfaite  à  partir  de  a  =  a,  ^  =  6,  exigerait  que 

restât  négatif,  sera  bien  remplie  par  l'un  des  systèmes  de  valeurs  de  du 
et  de  dp,  données  par  l'équation 

dp  _       y  g  (at  b) 
da  ~       <p'ô  {a,  bÇ 

lirais  ne  le  sera  pas  par  l'autre  ;  par  conséquent,  la  courbe  caractérisée 
par  l'équation  y  (a,  P)  =  0  ne  pénétrera  dans  la  région  de  conver- 
gence que  par  l'un  de  ses  deux  arcs  partant  en  sens  contraire  du  point 

d'arrêt. 


:'>■  ^mW-  ^ 
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Cette  remarque,  appliquée  h  l'envelop 
touche  au  point  d'arrél,  conduit  à  des  rés 

11  en  tésulte  que  la  série  qui,  selon  les 
données  d'arcs  plus  ou  moins  étendus,  à  pi 
veloppe  ou  de  la  conjuguée  qui  passe  en 
cas  fournir  l'ordonnée  d'un  seul  point  du 
arcs  au  delà  du  point  d'arrêt  ;  le  point  d'ai 
trémités  de  t'arc  de  l'enveloppe  ou  de  la  c 
série  puisse  fournir  les  ordonnées,  en  d'à 
servir  k  passer  de  l'une  à  l'autre  des  deux 
sépare  le  point  d'arrêt,  ou  de  la  conjuguéf 
fier  directement  de  la  manière  suivante  : 

Soient  x„  y,  ;  les  coordonnées  du  poi 

dx 

4' 

donc  représentée  par 

c'est-à-dire  qu'à  des  valeurs  de  y  équidii 
des  valeurs  égales  de  x. 

Or  si  (;>  -f-  ^  \  —  i)  représente  la  vatei 

de  l'enveloppe,  la  condition  pour  que  la 

cette  enveloppe  est  que  la  différentielle  àt 

soit  réelle,  c'est-à-dire  que 

pdp'  -{-  qdà'  = 

On  obtiendra  donc  deux  points  de  l'envelo 
dans  l'un  et  dans  l'autre  sens,  en  donnant 


^  =  y, 


.(.-iv: 


équidistantes  de  y,. 

Or  ces  deux  ordonnées,  équidistantes  d 
môme  abscisse.  Si  donc  la  série  pouvait  foi 
d'un  arc  de  l'enveloppe  s'iitendant  de  pari 
elle  pourrait,  pour  une  même  valeur  de  x. 
rentes  de  y,  ce  qui  est  impossible. 
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Le  théorème  est  donc  établie»  ce  qui  concerne  l'enveloppe* 
Soit  maintenant  G  la  caractéristique  du  point  critique  [x^y  y^];  l'abs- 
cisse du  lieu  étant  représentée  par 

les  différentielles  rfa  +  rfp  y'  —  1  et  da  -^-d^*  \  ^  iàexei  de  yk  partir 
du  point  [Xf ,  yj  seront  liées  par  la  relation 

d'où 

idp  =  ipda'dp'  +  q  (d«'*  —  dfi'*)  ; 

pour  que  le  point  mobUe  reste  sur  la  conjuguée  C,  il  faudra  donc  que 

ipda'dp'  +  q  (rf«'»  _  41-»)  —  ^ 
ou  que 

§=v«w-î(rf«'|;-^')- 

cette  condition  exige  que  %  soit  infini  :  «'  devra  donc  varier  seul  ;  par 
conséquent,  en  prenant  pour  y  les  deux  valeurs 

on  obtiendra  deux  points  de  la  conjuguée  passant  au  point  critique, 
infiniment  voisins  de  ce  point  et  placés  de  part  et  d'autre  par  rapport 
à  lui. 

Mais  ces  deux  points  ayant  leurs  ordonnées  équidistantes  de  y^  cor- 
respondraient à  une  môme  abscisse.  Si  donc  la  série  pouvait  fournir  les 
ordonnées  des  points  d'un  arc  de  la  conjuguée  critique  s'étendant  de 
part  et  d'autre  du  point  critique,  elle  pourrait,  pour  une  même  valeur 
de  X,  fournir  deux  valeurs  différentes  de  y,  ce  qui  est  impossible. 

On  peut  encore  ajouter  que,  si  l'on  place  le  point  origine  sur  l'enve- 
loppe à  une  distance  suffisamment  petite  de  Tun  des  points  critiques,  la 
série  ne  pourra  pas  fournir  l'ordonnée  d'un  seul  point  de  la  conjuguée 
passant  en  ce  point  critique. 

En  effet,  la  région  de  convergence  s'étendant  du  point  [â?oi  yol  &" 
poiot  critique  [x^^y^]  et  pouvant  fournir  tous  les  points  de  l'arc  de  l'enve- 
loppe limité  à  ces  deux  points  [x^^  yj  et  [x^,  y,],  si  l'on  conçoit  une  con- 
jngnée  tangente  à  l'enveloppe  en  un  point  [x\  y'\  compris  entre  [ar^,  y^] 
^^  [^v  yili  comme  la  série  ne  sera  pas  encore  divergente  en  [x\  yj. 


e[Tir.à  passer  sur  celte 
.  l'autre  jusqu'aux  poil 
*„  —  X  serait  égal  à  ce 
leux  arcs  de  la  conjugi 
I  qui  viennent  d'être  i 
parcouru  surl'envelop 
e  long  duquel  le  mod 
;r,  sera  d'autant  moind 
,  y^],  de  sorte  que  les  d( 
it  en  rnSme  temps.  L'ai 
la  série  à  partir  du  po 
t  dans  le  sens  que  nt 
i  la  conjuguée  mobile  > 
|ue  et  se  réduira  h  zéro 
,  il  est  facile  de  voir  qu 
érie  pourrait  fournir,  ( 
i  que  le  premier.  En  e 
e  sur  le  premier  arc  de 

confondre  avec  la  coi 
la  représentation  par  1 
X  —x^  entre  son  abscis 
différence  x,  —  x,.  Mj 
itre.arc  ;  la  série  ne  p 
s  points. 

,  si  l'on  place  le  point 
tique,  à  une  distance  e 
ne  pourra  pas  fournir 
passant  par  ce  point. 
i  le  point  origine  [x,,  j 
;onjuguée  issue  du  poi 
[x\  y^,  la  série  pourra: 
ntre  le  point  (a;,,yj  et 
dant  dans  les  deux  sen 
is,  au  point  critique  [ 
le  le  module  de  la  difi 
',  —  I,.  Mais  il  est  fa 
s  voisin  de  [sf,  y"]  qui 

y,],  et  que  les  deux 

arc  [a:,,  y,...  x,  y]  devr 
[x,,  y„],  après  s'être  n 
je,  passait  sur  une  con 
où  il  se  trouvait  d'abc 
l'évanouir.  ^ 
;  que  le  point  origine 
kie  ne  pourra  représen 
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Il  est  clair  du  reste  que  cette  dernière  proposition  ne  fournira  d'indi- 
cations sûres  qu^autant  que  le  modulé  de  x^  —  x  croîtra  constamment 
ie  zéro  à  la  valeur  du  module  de  Xj  —  x^j  lorsque  x  passera  par  les  va- 
eurs  des  abscisses  des  points  de  la  conjuguée  issue  du  point  [x^  y^] 

compris  entre  [jToj  yo]  6 1  [^1»  yj* 

517.  Les  théorèmes  qui  précèdent  permettent  de  se  rendre  compte 
de  la  forme  que  doit.affecter  dans  chaque  cas  la  limite  de  la  région  de 
convergence  et  de  la  manière  dont  cette  limite  change. 

En  premier  lieu,  lorsque  le  point  origine  M^  est  situé  sur  l'enveloppe 
BAC,  la  région  de  convergence  coupe  chaque  conjuguée,  qu'elle  entame 
en  deux  points  placés  de  part  et  d'autre  du  point  où  elle  touche  l'en- 
veloppe, pourvu  que  ce  point  soit  assez  voisin  de  M^.  Ces  deux  points 
de  rencontre  tendent  à  se  confondre  sur  la  conjuguée  infiniment  voi- 
sine de  la  conjuguée  DAE  qui  passe  au  point  critique. 


".    t 


.       R 


V 

01  X  /  v 


I 


/ 


c 

Fig.  14. 

Sur  la  conjuguée  qui  touche  l'enveloppe  au  point  A'  tel  que  les  mo- 
dules des  différences  des  abscisses  des  points  M^  et  A  d'une  part,  M^  et  A' 
de  l'autre,  soient  égaux,  l'un  des  arcs  s'évanouit,  mais  l'autre  subsiste 
encore  un  certain  temps. 

Si  la  conjuguée  s'éloigne  encore  un  peu,  l'arc  restant  a  ses  deux 
extrémités  d'un  même  côté  du  point  de  contact  et  finit  par  s'évanouir 
lorsque  la  conjuguée  devient  tangente  au  périmètre  de  la  région  de 
convergence. 

Cette  courbe  dessinée  en  points  ronds  sur  la  figure,  est  tangente  à 
l'enveloppe  en  A  et  en  A'  :  en  A  elle  présente  un  point  de  rebrousse* 
nient,  la  conjuguée  qui  y  est  tangente  touche  l'enveloppe  en  A'';  les 
points  oti  elle  coupe  toutes  les  conjuguées  sont  marqués  d'une  manière 
distincte. 

La  région  de  convergence  est  formée  de  deux  espaces  clos,  séparé- 
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^oint  Mo  par  rapport  au  point  A,  ou  celle  qui  serait  en  continuité 
ivecMj^. 

518.  Ces  observations  générales  seront  utilement  complétées  par 
lette  remarque,  importante  dans  la  question  dont  il  s'agit,  que,  si  les 
'X)Djuguées  qui  avoisinent  celle  où  se  trouve  le  point  origine  étaient 
ïonstruites  avec  assez  de  soin,  on  pourrait,  jusqu'à  un  certain  point, 
déterminer  par  tâtonnement  les  points  où  chacune  d'elles  serait 
coupée  par  le  périmètre  de  la  région  de  convergence;  car  |la  position 
d'un  point  d'une  conjuguée  dont  la  caractéristique  est  donnée  détermi- 
nant les  deux  parties  de  l'abscisse  de  ce  point,  il  n'y  aurait,  pour  sa- 
Toir  si  un  point  d'une  conjuguée  est  ou  non  compris  dans  la  région  de 
convergence,  qu'à  déterminer  le  signe  de  la  difiGérence 

(«  -  «o)*  +  (?  -  W  -   («i  -  «o)*  -  (ft,  -  W- 


\ 


319.  Lorsque  le  point  origine  ar^  =  «^  +  p^  V —  ^>  î/o  ==«  o  +  ^'  o  V —  * 
<e  déplace  sur  le  lieu  f{y,  x)  =  0,  la  région  de  convergence  se  déforme 
insensiblement  en  conservant  pendant  un  certain  temps  pour  limite  le 
même  point  critique 

mais,  si  le  déplacement  du  point  origine  est  assez  considérable,  la  limite 
de  la  région  de  convergence  doit  finir  par  tomber  en  un  autre  point 
critique 

k + ftp  n/^,  û  p  +  *w-^L 

Au  moment  où  le  point  d'arrêt  va  changer,  il  y  a  un  instant  où^  le 
périmètre  de  la  région  de  convergence  passe  à  la  fois  par  le  point 

[ott  +  6»  V—  ^»  û n  +  b'n\l —  \\  dont  il  va  se  séparer  définitivement,  et 

par  le  point  [op  +  bp  yj —  1 ,  dp .+  èpV^ —  \\ ,  sur  lequel  il  va  rouler  peu-* 
dant  un  certain  temps. 

On  peut  appeler  courbe  (Téquilibre,  relativement  aux  deux  points  cri- 
tiques 

\an  +  bn  V~,  a'n  +  VnsT^ 

et 

[op  +  bp  v/^,  dp  +  b'p  \/^], 

le  lieu  des  points  du  lieu  /■(a?,y)=0,  tels  que,  s'ils  étaient  pris  pour 
points  origines,  la  région  de  convergence  correspondante  serait  limitée 
à  la  fois  à  ces  deux  points  critiques;  l'équation  caractéristique  de  cette 
courbe  d'équilibre  est 
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dy 

de  —  doit  être  considérée  comme  réelle,  la  tangente  d'un  angle  ima- 
ginaire <p  +  ^  V—  1  lie  pouvant  devenir  infinie  que  dans  l'hypothèse 
ç  =  i7c  +  |et4/  =  0. 

Quant  aux  autres  points  critiques,  où  les  dérivées  de  y  par  rapport 
à  X  ne  commencent  à  devenir  infinies  qu'à  partir  du  second  ordre,  ou 
du  troisième,  etc.,  ils  proviennent  toujours  de  la  réunion  accidentelle 
de  divers  points  critiques  simples  en  un  seuî,  et,  par  conséquent,  n'ap^ 
parliennent  pas  moins  que  les  premiers  à  l'enveloppe. 

Or,  lorsque  les  coefficients  de  l'équation  du  lieu  varient  d'une  ma- 
nière continue,  tout  en  restant  réels,  la  courbe  réelle  et  l'enveloppe 
imaginaire  de  ses  conjuguées  se  déforment  d'une  manière  continue.  Il 
.  résulte  de  ces  deux  observations  que,  les  coefficients  de  l'équation 
venant  à  varier  d'une  manière  continue,  les  points  critiques  se  dépla* 
ceront  aussi  d'une  manière  continue  sur  le  plan,  et  que,  par  consé- 
quent, si  l'abscisse  x^  =  a'^  +  K  V*—  *  du  point  origine  reste  fixe ,  son 

ordonnée  y^  =  a^,  -f-  P'o  V —  *  restant,  bien  entendu,  assujettie  à  satis- 
faire, concurremment  avec  x^^  à  l'équation  variable  du  lieu,  ou  encore 
si  x^  et  y,  varient  ensemble  d'une  manière  continue,  en  même  temps 
que  les  coefficients  deTéquation  du  lieu,  la  région  de  convergence  se 
déformera  elle-même  d'une  manière  continue. 

Mais  si,  partant  d'une  équation  à  coefficients  réels,  représentant  une 
courbe  réelle,  dont  les  conjuguées  pourront  avoir  une  seconde  enve- 
loppe imaginaire,  on  donne  à  ces  coefficients,  assujettis  à  la  condition 
de  continuité,  des  accroissements  imaginaires,  d'abord  infiniment 
petits,  l'enveloppe  totale,  alors  complètement  imaginaire,  des  conju- 
guées du  nouveau  lieu,  différera  d'abord  infiniment  peu,  comme  po- 
sition et  comme  forme,  de  l'enveloppe,  en  partie  réelle,  en  partie  ima- 
ginaire^ de  l'ancien  lieu,  et  elle  se  déformera  ensuite  d'une  manière 
continue. 

Cette  proposition  a  été  établie  dans  le  tome  premier. 

Il  en  résulte  que,  dans  le  cas  encore  où  les  coefficients  de  l'équation 
d'une  courbe  passeraient  d'une  manière  continue  de  l'état  réel  à  l'état 
imaginaire,  la  région  de  convergence  se  déformerait  toujours  d'une 
manière  continue. 

Il  y  a  toutefois  à  cette  règle  générale  une  exception  d'un  genre  par- 
ticulier qu'il  importe  de  signaler  :  si  les  coefficieiits  de  l'équation 
varient  de  façon  que  le  lieu  acquière  un  point  multiple  où  les  valeurs 
,  dy 
ÛT  ^^^'^^  différentes^  les  points  critiques  qui  viennent  se  confondre 

en  ce  point  multiple  disparaissent  alors  comme  points,  critiques,  de 
sorte  que  si,  en  raison  de  la  position  du  point  origine,  la  région  de  con- 
vergence était  auparavant  limitée  à  l'un  d'eux,  son  périmètre  doit  alors 
changer  brusquement. 
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['élimination  donne 

+  40»  («,  +. W  [4  (a,-  ^,)y  -  c«]  ^  =  0, 

OU,  en  supprimant  la  solution  x'^=  0,  sur  laquelle  nous  reviendrons 
plus  tard, 

2^(«o+Po)[Ms-Wy-eT 


32y*W  +  K)+86'V(Po-«o)  +  ^' 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  asymptote  à  Taxe  des  y  y 
comme  on  devait  le  prévoir.  Si  Ton  égale  le  dénominateur  de  x  à  zéro, 
on  trouve 


^"^  8(«;  +  ?j) 

par  conséquent,  Tabscisse  de  la  courbe  reste  toujours  finie,  comme  on 
devait  s'y  attendre. 
Supposons  ^0  nul,  Téquation  de  la  courbe  deviendra 


*• 


32a,Y-8<^«oy  +  c 

Le  dénominateur  de  x  étant  toujours  positif,  x  sera  positif  ou  négatif, 

1  c" 
suivant  que  y  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  -  - . 

Si  l'on  fait  x  =  2ao,  on  trouve,  pour  déterminer  y,  l'équation 

32 «îy»- 4c* «0^=0,     d'où    y==g^, 

qui  correspond  au  point  de  contact  de  Thyperbole  avec  le  périmètre 
de  la  région  de  convergence,  et  y  =  0,  qui  signifie  a'  =  «^  ^\  d'oîi 
«= P,  et,  par  suite,  a  =  %. 
Le  point  de  rencontre  du  périmètre  de  la  région  de  convergence  avec 

l'axe  des  x  est  donc  le  point  du  Ueu  xy  =  j  dont  les  coordonnées 

4 
sont 


c* 


y  =  -r: 


i-_y/zrT 


4a„  2 


'0 


c« 


il  appartient  à  la  conjuguée  dont  la  caractéristique  est  —  r— ; 
L'équation  du  périmètre^  résolue  par  rapport  à  y,  donne 


y=^ 

-°.) 

8", 

les  racines  de  l'équation 

sont 

x'- 

-2v- 

X 

=  ".± 

par  conséquent,  x  ne  peut  varier  qu'ei 

—  o„  (\^  —  l)      et 
les  valeurs  correspondantes  de  y  sont 

^(s+v/i)-  et 

Supposons,  pour  prendre  un  exempi 

sera  en  A;  l'ordonnée  du  point  de  re 

\  c*       c 
des  y  sera   -  —  ^^  -;  ce  point  de  renci 

*  «e        2 
sera  aux  points  E  et  B,  qui  correspÔnc 
Les  limites  de  x  seront 

-|WJ-1)      et 
ou 

OA'±q 

c'est-à-dire 

—  OG      et 
les  valeurs  correspondantes  de  y  seront 

^{2+\/i)      et 


OA'iJC 


ce  qui  donnera  les  points  S  et  I. 
La  courbe  aura  la  Torme 
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Cette  courbe  est  tout  entière  comprise  eutre  l'hyperbole  ;r^  =  -  et 

c* 
sa  supplÉDientaire  xy  =:  —  7  ■  ^n  a^Sei,  si  l'ou  cherche  les  solutiODS 

communes  à  son  équation 

32«*ïy"  — 8C«»(^  -«0)  y  +  t^ix  —  lt,)  =  0, 
el  ï  l'équation 

'"  =  -!• 

on  trouve,  en  remplaçant  partout  xy  par  —  - , 

—  8oi*c'îf+2c\  +  8c'«*5r  +  c*a:.  — 2c*3,=0    ou    x  =  0. 

Le  périmètre  de  la  région  de  convergence  étant  obtenu,  il  reste  à 
fixer  le  sens  dans  lequel  cette  courbe  forme  limite,  ou  à  déterminer  la 
région  de  convergence  elle-même. 

Pour  cela,    considérons    une  conjuguée  de  l'hyperbole   donnée, 


Fjg.  re. 

KLMRNPQ,  qui  louche  la  courbe  réelle  en  M  et  Q,  et  l'enveloppe  ima- 
gioaire  des  conjuguées  en  K  et  P,  le  point  M  étant  d'ailleurs  entre 
Bel  S. 
Le  tracé  de  cette  courbe  rencontre  celui  du  périmètre  de  la  région 
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La  rencontre  R  ne  se  présente  sur  la  figure  que  parce  que  la  partie 
SJDEAS  de  la  région  de  convergence  est,  si  Ton  peut  s'exprimer  ainsi, 
redoublée,  ou  que  les  points  qui  y  sont  renfermés  peuvent  être 
doimés  de  deux  manières  difiTérentes  par  Téquation 


y  =  y 


^Wo    1    ■    ■■■' 


comme  si  une  partie  de  la  portion  du  pjaa  qui  forme  la  région  de  con- 
vergence avait  été  repliée  sur  elle-même  et  que  la  conjuguée  dût  être 
tracée  sur  la  portion  du  plan  non  repliée;  de  sorte  que  sa  rencontre 
avec  la  partie  repliée  du  périmètre  de  la  région  de  convergence  ne 
serait»  qu'un  effet  de  perspective. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut,  pour  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  conjuguée  C  avec  le  périmètre  de  la  région  de  conver- 
gence, 

pour  qu'il  y  ait  rencontre  effective,  il  faut  que 

—  leCaJ  ~  c«  >  0, 
ou  que 


Or  le  dernier  point  de  l'hyperbole  réelle  dont  la  série  puisse  donner 
l'ordonnée  (c'est  ici  le  point  E)  a  pour  abscisse  âo^  ;  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  en  ce  point,  ou  la  caractéristique  de  la  conjuguée 
qui  y  passe,  est 


^  OU 


2a„'  16ar 

les  conjuguées  qui  ont  des  points  dans  l'intérieur  de  la  région  de  con- 
vergence sont  donc  exclusivement  celles  qui  touchent  l'hyperbole 
réelle  entre  E  et  S. 

Lorsque  la  caractéristique  d'une  conjuguée  se  rapproche  de  l'infini, 
cette  conjuguée  tend  à  s'aplatir  suivant  l'axe  des  y,  et  la  branche  de 
droite  de  cette  conjuguée  se  trouve  tout  entière  dans  la  région  de  con- 
vergence. 

En  résumé,  la  région  de'convergence  se  compose  de  la  portion  SJDEAS 
du  plan,*doublée,  et  de  la  portion  DEIBTD  simple. 

On  voit  maintenant  pourquoi  on  a  trouvé  la  solution,  en  apparence 
étrangère,  x  =  0. 

325.  Considérons  maintenant  l'équation 


CHAPITRE   XX1 


y  =  0),  et  [x: 
:re  ces  deux  poini 

■«)■+?■=(«+ 

;tte  courbe  est  de 
osée,  ou  l'byperb 
,  en  A.  ou  en  A',  : 
point  origine  toi 
it  de  l'arc  BA'B'. 
Ire  de  la  région  à 
it  d'arrêt  fût  le  ] 
6  les  équations 

p-")  +  6'("'-P' 

+  (P -?.)'  =  (< 
-  P  =:  a;    et    «'  -f 

ëme  degré.  Mais, 
}n  abscisse  seulec 
Hres  des  régions 

i 
Vf    et    y  »=  ±  - 

construire  la  cot 

rigine  situé  sur  U 
que  ^  sera  nul  ei 
ler  les  ordonnées 
osant  oic=:u)a;  w 
i  la  courbe  réelle: 
tranche  supérieur 
.  ^'  restera  toujoi 
sra  positif  si  le  po 
ise  en  un  point  de 
?aire. 

les  conjuguées  q 
on  de  convergeni 
plus  cbercbcr  de 
tre  du  périmètre 
itions 

.i«B>_(a'C'+; 
0*0»'+ Mi  = 
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(«  -  a,)«  +  ^«  =  (a -^  a,)S 
en  éliminant  a  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

en  éliminant  ^*  entre  celle-ci  et  la  troisième  il  vient,  réductions  faites, 

(ô*  +  a*G»)  V  —  2a*G\  (a«G»  +  ô»)  «  —  a«G*  * 

+  2a»C\  +  2aWG\  —  2a*6H]«=  0; 

pour  que  cette  équation  ait  ses  deux  racines  égales,  il  faut  que 

a(ao  — a)G»=:2ô», 
d'où 

bsfi 


C  =  d: 


sja  (a,  -  a) 


Mais  la  solution  doit  se  rapporter  aussi  bien  à  l'un  qu'à  l'autre  des 
deuï  points 

b  I ' 

•3^0  =  «0»      î^o  =  +  :  V  «'  —  aj. 


et 


« 

% 

On  aurait  donc  dû  trouver  pour  G  quatre  valeurs  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires. 

Cependant  la  solution  G  =  0,  qui  a  été  supprimée,  n'était  pas  admis- 
sible, car  en  faisant  G  =  0  dans  les  équations  primitives  du  problème 
elles  deviennent 

et 

p«=a*— 2aoto, 

qui  donnent  « 

«'  =  y/ '"'"'" '"''"'  ^'=0, 

et,  comme  a^  est  plus  grand  que  a,  ^  et  a  seraient  imaginaires. 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  valeurs  de  G  trouvées  plus  haut  sont 
bien  les  caractéristiques  des  conjuguées  limites  de  celles  que  rencontre 
le  périmètre  de  la  région  de  convergence  ;  du  reste  ces  deux  conjuguées 
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donneraient  successivement  pour  chaque  valeur  de  G  les  valeurs  de  a, 
a\  S  et  ^'.  ^'devant  toujours  rester  positif,  ^  devrait  être  de  même 
signe  que  C. 

La  tangente  en  A  au  périmètre  de  la  région  de  convergence  sera  évi- 
demment la  tangente  à  l'ellipse,  car,  les  points  infiniment  voisins  de 
k  appartenant  à  des  conjuguées  tangentes  à  Tellipse  en  des  points  in- 
finiment voisins  de  A,  et  ces  points  devant  être,  sur  ces  conjuguées,  à 
des  dislances  infiniment  petites  de  leurs  points  de  contact  avec  Tel- 
lipse,  les  droites  qui  les  joindront  au  point  A  seront  infiniment  peu  in- 
clinées sur  la  tangente  en  A  à  l'ellipse. 

Il  importe,  pour  construire  la  courbe,  de  savoir  si  elle  présente  un 
point  de  rebroussement  en  A,  auquel  ca^  elle  aurait  tous  ses  points  au- 
dessus  de  Taxe  des  x  ;  cherchons  donc  si  elle  peut]|couper  Tune  des  x 
ailleurs  qu'en  A. 
Si  Ton  fait  a'  =  —  ^'  dans  les  équations  du  problème,  il  vient 

et 

(«- ce,)» +  p»  =  («-«,)«. 

En  ajoutant  la  première  et  la  troisième,  on  trouve 

2«*  —  2«oa  —  2a*  +  2a(^  =  0, 
d'où 

_  ao±\/al  —  4a«o  +  Aâ^__a^±  (op  —  2fl) 


2 


c'est-à-dire 


a  =  «Q  —  a     et     a  =  a. 


a  =  a  donne  ^  =  0  et  correspond  au  point  A.  Considérons  dans  la  so- 
lution 

a  =  «0  —  a, 
elle  donne 


qui  n'est  admissible  que  dès  que  a^  dépasse  2a. 

La  figure  a  été  faite  en  supposant  &  =  a  et  a^  =  |  a.  Dans  ces  hypo- 
thèses, les  valeurs  extrêmes  de  G  sont  zt  2,  auxquelles  correspondent 
les  conjuguées  tangentes  en  D  et  en  D',  et  la  valeur  commune  des  parties 
réelles  des  abscisses  des  points  de  contact  avec  le  périmètre  de  ^a  ré- 
gion de  convergence  est  ±:  J  a,  ce  qui  fournit  les  points  E  et  E'. 

Le  périmètre  de  la  région  de  convergence  est 


AE'CEA. 


CHAPITRE  XXVI 


DE  LA  MARCHE  DES  VALEURS  D'UNE  FONCTION  DE  PLUSIEURS  YARLiBLES. 


5S4.  La  question  que  nous  avons  traitée  dans  les  chapitres  xx  et  xxi 
\  été  posée  par  M.  Gauchy  et  traitée  d'abord  par  M.  Puiseux. 

Après  avoir  résolu  les  questions  qui  se  rapportent  aux  fonctions  d'une 
seule  variable,  M.  Gauchy  a  tenté  d'appliquer  ses  méthodes  à  l'étude 
des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Peut-être  l'illustre  maître  n'a-t-il  consacré  que  trop  peu  d'efforts  à  ces 
Douvelles  recherches;  peut-être  a-t-il  pensé  que  la  manière  dont  il  figu- 
rait la  marche  de  la  variable  indépendante,  en  géométrie  plane,  ne  con- 
viendrait plus  aux  cas  où  la  fonction  dépendrait  de  deux  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  variables. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  n'a  jusqu'ici  rien  proposé,  dans  l'École  de 
M.  Gauchy,  relativement  à  l'étude  de  la  marche  d'une  fonction  implicite 
de  plusieurs  variables. 

Cette  question  cependant  ne  présentera  aucune  difficulté  nouvelle, 
la  méthode  que  nous  avons  développée  dans  le  chapitre  xx  s'y  appli- 
quera, sans  presque  subir  de  modifications,  et  le  passage  même  sera 
assez  facile. 

La  question,  restreinte  au  cas  des  fonctions  de  deux  variables  indé- 
pendantes, peut  être  posée  de  trois  manières  différentes  :  nous  commen- 
cerons par  les  distinguer. 

Soit 

l  équation  qui  définit  z  implicitem'ent.  On  pourra  d'abord  supposer  que 
^^^y  partant  des  valeurs  initiales  x^,  y^,  z  parte  en  même  temps  d'une 
de  ses  valeurs  correspondantes,  z^^  et  demander  ce  que  deviendra  z,  as- 
sujellià  la  loi  de  continuité,  lor^ue  xeiy  passeront  d'une  manière  con- 
liûue,  de  leurs  valeurs  initiales  x^^  y^»  ^  ^^  valeurs  quelconques  ar,,  y^, 
en  suivant  des  chemins  définis  par  trois  équations  entre  leurs  parties 
réelles  et  .imaginaires. 

Le  second  cas  dont  nous  aurons  à  nous  occuper  sera  celui  oîi  Ton  ne 
donnerait  plus  que  deux  équations  entre  les  quatre  parties  qui  compo- 
sent X  et  y. 
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oints  de  Tune  seront  venus  occuper  la  place  des  points  de  l'autre. 
En  scJrte  qu'en  général  les  deux  dernières  questions  pourront  être 
onsidérées  comme  résolues  lorsque  la  première  le  sera;  avec  cette 
estriction  toutefois  que,  comme  la  nappe  considérée  du  lieu  initial, 
lans  le  dernier  cas,  ou  la  branche  considérée,  dans  le  second,  pourraient 
e  scinder  à  un  certain  moment  et  fournir  dans  le  lieu  final  des  nappes 
)u  branches  séparées,  ou  qu'il  convînt  de  distinguer,  il  ne  suffira  pas, 
ïn  général,  d'avoir  étudié  le  mouvement  d'un  seul  point  [x,  y,  2],  du 
Heu  mobile,  pour  pouvoir  conclure  d'une  manière  certaine  à  l'égard  des 
deux  dernières  questions. 


De  la  marche  des  valeurs  duiie  fonction  de  deux  variables   . 
imaginaires  assujetties  à  trois  conditions. 

523.  La  question  qui  va  nous  occuper  n'est  pas  seulement  de  Tordre 
de  celles  que  nous  avons  traitées  dans  le  chapitre  xx  ;  car  si  deux  des 
trois  équations  qui  doivent  régler  la  marche'  des  variables  indépen- 
dantes X  et  y,  dont  dépend  la  fonction  z,  étaient  renfermées  dans  une 
équation  entre  x  et  y,  l'autre  ne  contenant  d'ailleurs  que  les  parties 
réelle  et  imaginaire  de  x,  par  exemple,  l'élimination  préalable  de  y  fe- 
rait même  disparaître  toute  espèce  de  différence. 

Cette  élimination  sera  toujours  permise  et  devra  môme  être  pratiquée 
dans  tous  les  cas  où  elle  sera  possible  ;  mais  nous  n'y  recourrons  pas 
dans  nos  explications  générales. 

Si  la  fonction  z  n'entrait  qu'au  second  degré  dans  l'équation 

/'(^,y,2)  =  0, 
qui  la  définit,  elle  s'exprimerait  par 

z=P±yjQ, 

Pet  0  étant  deux  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y  :  l'évaluation  de  P 
ne  pouvant  donner  lieu  à  aucune  ambiguïté,  ce  serait,  en  conséquence, 
sur  2  —  P  que  devrait  porter  la  discussion. 

Or  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  z  —  P  ne  pouvant  changer  de 
signes  qu'en  passant  par  zéro,  ou  par  l'infini  (on  pourrait  toujours,  par 
une  transformation  de  variables,  écarter  à  l'avance,  si  on  le  voulait,  le 
cas  où  z  aurait  à  passer  par  des  valeurs  infinies),  la  valeur  qu'aura  dû 
prendre  la  fonction  z  —  P,  assujettie  à  la  loi  de  continuité,  lorsque 
j:  et  y  auront  passé  d'une  manière  continue,  par  le  chemin  convenu,  de 
leur  état  initial  à  leur  état  final,  cette  valeur  sera  toujours  facile  à  assi- 
gner, lorsqu'on  aura  suivi  les  variations  de  signe  d'une  des  parties  de  la 
fonction. 

Si  le  chemin  parcouru  par  le  sjrstème  des  variables  x  eiy  est  fermé, 
les  deux  valeurs  de  z  s'échangeront  entre  elles,  lorsque  la  partie  qu'on 
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La  question  analytique  étant  ainsi  traitée,  il  nous  reste  à  étudier  le 
caractère  concret  de  la  condition 


elle  exprime  que  le  point  [x%  ^,  z]  passe  sur  une  conjuguée  dont  les  2 
sont  réels»  ou  imaginaires  sans  parties  réelles;  mais  ce  point  de|iiande 
quelques  éclaircissements. 
Concevons  par  l'axe  des  z  un  plan  mobile 

y  =  mx, 

ayant  pour  coefficient  angulaire  le  rapport  variable  ^,    prenons  à 

chaque  instant  sa  trace  pour  axe  des  x  et,  pour  axe  des  y,  le  diamètre 
conjugué 

^ 

de  la  section  horizontale. 

z,  dans  cette  transformation,  ne  changera  pas;  pour  ne  pas  multiplier 
inutilement  les  notations,  continuons  de  représenter  par  x  et  y  les 
coordonnées  horizontales  de  la  surface  :  y  sera  maintenant  constam- 
ment réel  et  x  restera  représenté  par  a  +  P  V —  ^^  5  ^>  y>  ^  seront  d'ail- 
leurs liés  entre  eux  par  une  nouvelle  équation 

dans  laquelle  ci  et  b'  dépendront  de  m. 
La  condition  de  réalité  de  z  sera  maintenant 

ap=0      avec      1- ^"f»^^* 

* 
et  la  condition  pour  que  z  manque  de  partie  réelle 

aÔ  =  0      avec      1 T*-"  — ^<0, 

au 

ou,  en  décomposant  :  les  conditions  de  réalité  dez  seront 

a  =  0      avec      l  +  Ji  — f^>0, 


ou 


P  =  0      avec      l-^+^>0; 
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ille  de  l'ellipse  réelle  qu'en  ce  que  a  et  6  j 

Ce  résultat  s'accorde  avec  la  théorie  du  u' 
ipporte,  car  le  lieu  est  ici  complètement  im 
^loppe  imaginaire  constituant  un  anneau 
naginaires  conjugués  ne  se  rejoignant  nulle 

L'anneau  Q  étant  ici  réduit  à  l'origine,  la 
anneau  formé  par  l'enveloppe,  supposée  i 
a  effet,  l'enveloppe  étant  l'ellipse 

ïumie  par  les  solutions  de  la  forme  x=^ 
nation  proposée. 

568.  Considérons  encore  le  lieu 

**  +  y*  =  a*- 

A  quadratrice  de  cette  courbe  a  neuf  pérîo 
me  théorie  qui  sera  exposée  plus  tard,  mai 
uelques-unes. 

En  premier  lieu,  l'aire  de  la  courbe  réélit 
nais  il  y  en  a  une  autre  égale,  qui  corres 
nneau  de  la  courbe  réelle,  considéré  comr 
lonjuguées  et  fourni  alors  par  les  solutior 
f  =  fl'  ^  —  i.  Cet  anneau  tombe,  comme 
1'  395,  avec  la  même  circonstance  que  l'ar 

La  quadratrice  du  lieu  admet  encore  p< 
/—  1  de  la  période  réelle  déjà  signalée, 
ourni  par  les  solulions  de  la  forme  x=i.,y 
ions  de  la  forme  x=  ^  v' —  1  ,>/  =a'  est 
uguée  C  ^  00 ,  ou  do  la  conjuguée  C  =;  0 

569.  Considérons  en&n  l'équation  du  cei 

{y  _  é  _  6' ^/ITÏ)' _|_  {a;  __  a  —  a' / 
l'enveloppe  des  conjuguées  de  ce  lieu  est,  < 

Ce  lieu  tombe  dans  le  cas  du  n°  3S6,  si  du 
une  partie  du  lieu  à  coefQcients  réels 
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l'enveloppe  présente,  en  effet,  deux  anneaux  fermés  dont  Tun  contient 
les  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  de  l'autre. 
La  période  que  l'oïisait  d'avance  devoir  être 

Tc  (r  -|-  r'  \—i) 
doit  être  la  valeur  de  Tintégrale  /  ydx  prise  le  long  de  l'enveloppe 


•         ■ 


imagmaire. 
Or,  l'anneau  conjugué  de  celui  que  nous  considérons  est  le  cercle 

et  quant  au  lieu  des  milieux  des  di^oites  qui  joignent  les  points  imagi- 
naires conjugués  sur  l'un  et  l'autre  anneau,  c'est  le  cercle 

la  formule  à  appliquer 


I  =  2S.-^{S  +  S')  +  g(6-S')v/-l 


est  donc  ici 


I  =  2  «r*  -  i  ^  [(r  +  r')'  +  (r -  rj\  +  i  ,r  [(r  +  rj- (r - r')']  v/- ( 
qui  se  réduit  en  eifet  à 


CHAPITRE   XXXll 


DE  LA  lANlfcHB  DORT  S'âCCROIT  L'INTEGHALE,  ET  DU  HODE  LE  PLUS  GËNtUL 
DB  GÉHËRATION  DES  PÉRIODES 


370.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  périodes  de  l'iDlégralu 
I  ydx  fussent  engendrées  par  le  mouvemeat  du  point  \x,  y]  le  long  des 
anneaux  définis  correspondants.  Mais  elles  s'engendreront  habituelle- 
ment dans  le  parcours  de  contours  fermés  quelconques  ;  il  y  a  donc 
lieu  de  chercher  comment  elles  se  produiront  alors. 

Occupons-nous  d'ahord  des  périodes  réelles  représentées  par  les  aires 
des  anneaux  fermés  de  la  courbe  réelle  et,  pour  cela,  supposons  que  le 
point  [x,  y]  reste  constamment  sur  des  conjuguées  tangentes  à  un  roSme 
anneau  réel. 

Le  point  [x,  y)  s'éloignant  de  sa  position  initiale,  outre  la  quantité 

algébrique  ~  —  ^  ,  l'intégrale,  à  chaque  instant,  se  composera  de  la 

portion  de  l'aire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  la  limite  infé- 
riflure,  correspondant  à  l'arc  de  celte  courbe  qui  s'étend  de  cette  limite 
au  point  de  contact  avec  la  courbe  réelle;  delà  portion  de  l'aire  delà 
courbe  réelle  correspondant  à  l'arc  compris  entre  les  points  oîi  elle 
touche  les  conjuguées  qui  passent  par  les  deux  points  limites;  enfin  de 
la  portion  de  l'aire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  la  limite 
supérieure,  correspondant  à  l'arc  de  celte  courbe  qui  va  du  point  ob 
elle  touche  la  courbe  réelle  à  la  limite  supérieure. 

Dans  cette  somme  la  première  partie  est  fixe  et  les  deux  autres  va- 
riables, la  seconde  est  réelle,  et  la  troisième  se  compose  d'une  partie 
réelle  qui  représente  l'aire  du  diamètre  de  la  conjuguée  et  d'une  partie 
imaginaire  qui  représente  l'aire  comprise  entre  la  conjuguée  et  son 
diamètre. 

Lorsque  le  point  [x,  y]  se  déplace,  la  secor 
s'accroit  de  l'aire  de  la  courbe  réelle  qui  corrt 
de  parcourir  sur  cette  courbe  le  point  où  la  I 
passe  au  point  mobile  [x,  y),  et  la  troisième  s'ai 
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ties  à  mesure  que  le  point  [x,  y]  s'éloigne  de  la  courbe  réelle,  sur  la 
conjuguée  où  il  se  trouve. 
Quant  aux  parties  réelle  et  imaginaire  de 

.    2C       2Co' 
elles  varient  avec  la  position  du  point  [x^  y],  mais  lorsque  ce  point  re- 

vient  à  sa  position  initiale,  quelque  chemin  qu'il  ait  suivi,  ~    revient 

2G 

à  sa  valeur  initiale  ^  et  la  partie  complémentaire  s'évanouit. 

20 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  comment  s'engendrera  généralement  la 
période  relative  à  l'anneau  réel  considéré  et  quel  multiple  de  cette 
période  il  faudra  comprendre  dans  la  valeur  de  l'intégrale. 

D'après  ce  qui  précède,  cette  période  s'engendrera  par  le  déplace- 
ment sur  l'anneau  réel  du  point  où  le  touchera  la  conjuguée  sur  laquelle 
viendra  se  placer  successivement  le  point  [x,  y\  ;  lorsque  ce  point  de 
contact  aura  fait  le  tour  entier  de  l'anneau,  l'aire  intérieure  aura  été 
décrite,  de  telle  sorte  que  si  le  point  [ir,  y\  reprenait  sa  position  ini- 
tiale, la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  se  réduirait  à  l'aire  de  l'an- 
neau, et  que  si  le  point  [x^  y]  revenait  en  un  point  différent  du  point 
de  départ,  mais  situé  sur  la  même  conjuguée,  la  somme  des  éléments 
de  l'intégrale  représenterait  l'aire  intérieure  de  l'anneau^  augmentée  de. 
Taire  correspondant  à  l'arc  parcouru  sur  la  conjuguée. 

En  d'autres  termes,  si  le  point  [x,  y]  s'éloignant  de  la  courbe  réelle 
sur  une  conjuguée  quelconque,  la  partie  réelle  de  l'intégrale  pouvait 
s'accroître  sans  limite  de  nouveaux  éléments,  cette  intégrale  ne  com- 
prendrait pas  cependant  un  seiil  des  éléments  différentiels  de  l'aire  qui 
forme  la  période  ;  cette  aire  ne  s'introduit  dans  la  valeur  de  l'intégrale 
que  par  le  déplacement  sur  l'anneau  réel  du  point  où  le  touche  la 
conjuguée  mobile  sur  laquelle  se  trouve  successivement  le  point  [x,y]\ 
mais  autant  de  tours  ce  point  de  contact  fait  sur  l'anneau  réel,  autant 
de  fois  il  faut  ajouter  la  période  à  l'aire  la  plus  simple  que  représente 
l'intégrale  en  raison  de  ses  limites. 

Ce  nombre  s'obtiendra  en  comptant  le  nombre  de  fois  que  la  carac- 
téristique G  repassera  par  sa  valeur  initiale,  l'angle  dont  il  est  la  tan- 
gente ayant  varié  de  Stc  dans  le  même  sens  ;  et  ces  périodes  devront  être 
prises  en  plus  ou  en  moins,  suivant  que  la  variafion  totale  de  l'angle 
dont  il  vient  d'être  parlé  se  sera  faite  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Les  explications  qui  précèdent  conviendraient  évidemment  au  cas 
d'une  intégrale  ayant  plusieurs  périodes  réelles,  correspondant  à  au- 
tant d'anneaux  fermés  de  la  courbe  réelle. 

Dans  les  cas  où  la  période  réelle  serait  l'aire  d'une  branche  infinie, 
pour  compter  le  nombre  de  périodes  qu'on  devrait  comprendre  dans 
la  valeur  de  l'intégrale,  quoiqu'on  pût  le  faire  directement,  ce  qu'il 
y  aurait  habituellement  de  plus  simple  à  faire,  serait  de  transformer 
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cette  intégrale,   de  manière  que  la   fonction  sous  le  signe  /  devint 
l'ordonnée  d'une  courbe  fermée  et  finie. 

571.  La  même  théorie  s'applique  évidemment  dans  les  rnSmes  termes 
aux  périodes  réelles,  imaginaires  sans  parties  réelles,  ou  mixtes,  qui 
correspondraient  aux  anneaux  fermés  que  pourrait  présenter  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées. 

973.  Passons  maintenant  aux  périodes  imaginaires  répondant  aux 

.    anneaux  fermés  de  conjuguées.  La  question   parait  plus  difficile  au 

premier  abord  :  rien,  en  effet,  d'analogue  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  ne 

pourra  plus  rendre  compte  de  leur  génération  ;  cependant  on  va  voir 

que  la  réponse  sera  tout  aussi  aisée  à  former. 

Chacune  des  périodes  imaginaires  qui  nous  occupent,  abstraction 
faite  du  signe  v—l,  est  l'aire  de  l'une  quelconque  des  conjuguées 
fermées  appartenant  à  une  même  catégorie,  de  sorte  que  si  le  point 
[x,  t/]  se  déplaçait  sur  une  conjuguée  non  fermée,  la  partie  imaginaire 
de  l'intégrale  pourrait  augmenter  indéfiniment,  sans  pour  cela  com- 
prendre une  seule  partie  d'une  des  périodes  imaginaires. 

D'un  autre  cAté,  lorsque  le  point  [x,i/]  se  déplace  sur  une  conjuguée 
fermée,  tant  qu'il  n'est  pas  revenu  ft  son  point  de  départ,  la  période 
n'est  pas  complète,  et  s'il  se  déplace  en  restant  sur  des  conjuguées  fer- 
mées d'une  m6me  catégorie,  la  période  n'est  complète  que  lorsqu'il 
revient,  après  un  tour  entier,  en  un  point  situé  sur  une  nouvelle  conju- 
guée, à  une  distance  de  la  courbe  lielle  qui  fournisse  la  même  aire 
imaginaire  que  la  dislance  du  point  de  départ  à  la  même  branche  de 
la  courbe  réelle.  Par  conséquent,  tant  que  te  point  [x,  y],  s'éloignant 
du  point  de  départ,  supposé  imaginaire,  n'a  pas  passé  sur  la  courbe 
réelle,  l'intégrale  ne  contient  pas  encore  une  moitié  de  la  période  ;  mais 
si,  après  avoir  passé  sur  l'une  des  branches  de  la  courbe  réelle  qui 
comprennent  entre  elles  les  conjuguées  fermées  dont  il  s'agit,  le  point 
[ic,  y]  arrive  à  l'autre  branche, l'intégrale  pendant  ce  parcours  se  sera 
augmentée  d'une  demi-période  positive  ou  négative,  suivant  le  sens 
dans  lequel  aura  marché  le  point  mobile,  et  suivant  aussi  qu'il  aura 
parcouru  les  branches  supérieures  ou  inférieures  des  conjuguées  sur 
lesquelles  il  aura  passé  :  chaque  fois  ensuite  que  le  chemin  qu'il  dé- 
crira viendra  alternativement  raser  la  courbe  réelle  sur  ses  deux  brao- 
•ches,  l'intégrale  s'accroîtra  d'une  nouvelle  demi-période. 

Dans  le  compte  à  faire  des  périodes  que  doit  comprendre  l'intégrale, 
les  passages  des  coordonnées  x  et  y  du  point  mobile  par  des  valeurs 
réelles,  joueront  donc  le  principal  rb\e  ;  à  chaque  passage  relevé,  on 
devra  reconnaître  si  le  point  [x,  y]  -a  changé  ou  non  de  côté  par  rapport 
au  point  de  contact,  avec  ia  courbe  réelle,  de  la  conjuguée  sur  laquelle 
il  est  venu  se  placer;  cela  fait,  ou  comptera  autant  r 
périodes  qu'on  aura  relevé  de  passages  alternatifs 
branche,  sans   rebroussement,   en  négligeant  tous 
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cuiifs  à  la  môme  branche  qui  n'auraient  pas  été  séparés  par  des  passages 
sur  l'autre.  Si  le  point  [x^  y],  après  avoir  touché  une  des  branches, 
revenait  sur  ses  pas  en  restant  du  môme  côté  du  point  de  contact 
avec  la  courbe  réelle,  de  la  conjuguée  sur  laquelle  il  se  serait  trans- 
porté, on  défalquerait  une  demi-période  lorsqu'il  arriverait  à  l'autre 
branche. 

En  résumé,  pour  ce  qui  concerne  les  périodes  qui  nous  occupent, 
le  chemin  suivi  par  le  point  [x,  y]  étant  défini  par  une  condition 
?  (a,  ^,  a ,  p')  =  0,  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  ses  coor- 
données, il  faudra  chercher  les  points  où  ce  chemin  touche  le  lieu  réel, 
c'est-à-dire  chercher  les  points  de  rencontre  des  deu]j;  courbes  f(x,y)=0, 
<p  (x,  0,  y,  o)  =.  0,  voir  comment  se  succèdent  les  contacts  correspon- 
dants^ enfin  reconnaître  si  après  quelques-uns  d'entre  eux  le  point  [x,y] 
ne  rebrousse  pas  chemin,  et  il  sera  ensuite  toujours  aisé  de  conclure. 

375.  Il  résulte  de  l'ensemble  des  théories  qui  précèdent  que,  quelque 
soil  le  système  d'axes,  auquel  on  rapporte  une  môme  courbe,  les  pé- 
riodes de  sa  quadratrice  sont  toujours  les  mômes,  puisque  ce  sont  tou- 
jours les  aires  des  mômes  anneaux  fermés,  réels  ou  imaginaires.  Ainsi 
notamment  les  deux  intégrales 


/  ydx      et        /  xdy 


relatives  à  la  môme  courbe  ont  toujours  les  mômes  périodes.  * 

Il  en  résulte  aussi  que,  si  l'on  projette  orlhogonalement  une  courbe 
d'un  plan  sur  un  autre,  les  périodes  de  l'intégrale  quadratrice  sont  mul- 
tipliées par  le  cosinus  de  l'angle  des.  deux  plans,  et  que  si  la  projection 
est  faite  obliquement,  les  périodes  sont  multipliées  par  le  rapport  des 
sinus  des  angles  des  rayons  projetants  avec  le  plan  primitif  de  la  courbe 
et  avec  le  plan  de  projection. 

574.  Mais  voici  une  autre  remarque  plus  importante,  parce  qu'elle  se 
rapporte  à  un  genre  de  transformations  beaucoup  plus  complexes,  quoi- 
que tout  aussi  générales  :  si  l'on  passe  de  l'équation  d'une  courbe  à  celle 
de  l'une  de  ses  conjuguées,  d'ailleurs  quelconque,  les  périodes  de  la  qua- 
dratrice seront  multipliées  par  ^  —  1  ;  si  Ton  passe  ensuite  de  l'équa- 
Lion  de  la  conjuguée  considérée,  de  la  courbe  primitive,  à  celle  de  l'une 
quelconque  de  ses  conjuguées,  les  périodes  seront  de  nouveau   mulll- 

pliées  par  \/  —  1  et  par  conséquent  reviendront  à  leur  premier  état.  Les 
quadratrices  de  deux  courbes  qui  ont  une  conjuguée  commune  ont  donc 
mômes  périodes. 
Du  reste,  si  l'on  répète  indéfiniment  la  môme  transformation,  les 

périodes  restent  toujours  les  mômes,  au  facteur  v/—  1  près. 


y^ 
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Des  périodes  de  tintégrale  recti/\ 

37tî.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer,  ( 
ouvrago,  que  l'intégrale 


ji.sji 


'+ 


fournit  aussi  bien  la  rectification  de  l'envf 
guées  que  celle  de  la  courbe  réelle. 

D'un  autre  côté  les  deux  intégrales  qui  se 
et  sa  supplémentaire  ont  présenté  cette  c 
leurs  périodes  étaient  les  mêmes,  mais  51 
en  imaginaires  et  réciproquement.  Il  est 
cidence  n'a  rien  de  fortuit  et  se  représente 

En  effet,  il  est  clair  d'abord  que  l'intégri 


/■^\/'  +  (; 


a  pour  périodes  réelles  les  longueurs  des 
réelle. 

D'un  autre  c6lé,  si  l'enveloppe  imaginai 
composé  de  points  imaginaires  conjugué: 
à  cet  anneau ,  en  deux  points  imaginaires 
car  les  coefficients  différentiels  serbnt'en  < 

rfa'  +  d^'  v—  i         ,       rfa 


rfct  -\-d^\l—\  .d<i—dp\/—l 

et  à  cause  de  l'hypothèse -r-  =^  ,  qu'entraîne  celle  de  leur  réalité,  iU 

ne  différeront  pas  l'un  de  l'autre.  Ainsi  les  valeurs  de  -p,  en  deux  points 
conjugués  de  l'anneau  seront  égales.  Quant  k  celles  de  dx  elles  seront 
tilles  que  (Ax -(- (ip  \/  —  t  elda  —  d^\J  —l.  Mais  il  y  a  lieu  ici  de  dis- 
tinguer les  deux  cas,  examinés  déjà  au  numéro  333,  où  les  deux  suites 
de  points  imaginaires  conjugués  composant  l'anneau  de 
se  rejoindraient  ou  non  par  des  points  réels.  Dans  le  prei 
points  imaginaires  conjugués  de  l'anneau  seront  s^nnr^n  t 
réel  où  les  deux  enveloppes  se  toucheront  en  s' 
point  [x,  y]  parcourt  l'anneau  considéré  d'une 
deux  éléments  conjugués  séparés  par  le  point  d'i 
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considérés  comme  décrits  dans  le  même  sens  positif  ou  négatif,  puisque 
le  point  mobile  les  décrira  tous  deux  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 

droite^  mais  d'un  autre  côté,  si  l'abscisse  varie  de  a  4-  ^  ^  —  1  à  a  -{-  e/a 

+  (P  +  c?W  V  —  1  de  la  première  extrémité  à  la  seconde  de  l'un  d'eux, 

elle  variera  de  a  +  dix  -f-  (P  +  rf?)  V  —  *»  ^i  «  —  ^  V— ï>  de  la  première 
extrémité  à  la  seconde  de  l'autre,  de  sorte  que  les  deux  valeurs  de  dxh 
considérer  devront  être 


doL+d^yf^    et  —  da  +  rfp\/—i, 

et  que  par  conséquent  la  somme  des  deux  éléments  de  l'intégrale  devra 
être 


^^-W'+{t)' 


Dans  le  second  cas,  au  contraire,  les  deux  valeurs  de  dx  à  considérer  se- 
ront conjuguées,  mais  alors  le  point  [x,  y],  mobile  le  long  de  l'anneau, 
décrira  l'un  des  deux  éléments  de  droite  à  gauche  et  son  conjugué  de 
gauche  à  droite,  de  sorte  que  l'un  d'eux  devra  être  considéré  comme 
parcouru  en  sens  contraire  du  sens  positif  et  que,  par  conséquent,  il  y 
aura  alors  lieu  de  retrancher  les  deux  éléments 


de  l'intégrale. 

La  somme  des  éléments  de  l'intégrale,  correspondant  à  deux  éléments 
conjugués  de  l'anneau,  sera  donc  dans  tous  les  cas 


^v^V' +(!)■• 


Elle  sera  imaginaire  sans  partie  réelle  et  représentera  le  produit  par 

y  — 1  de  la  somme  des  deux  éléments  réalisés  de  l'anneau.  Ainsi  les 

produits  par  y— 1  des  longueurs  des  anneaux  fermés  de  l'enveloppe 
seront  les  périodes  imaginaires  de  l'intégrale 


H^Ht) 


Cela  posé,  les  deux  enveloppes  étant  toujours  réciproques,  il  est  clair 
que  si  l'on  forme  les  deux  intégrales  qui  les  rectifieraient  réelles,  ces 
deux  intégrales  auront  toujours  les  mêmes  périodes  mais  changées  de 
réelles  en  imaginaires. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  se  rapporte  aux  périodes  qui  représentent 
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D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  voir  qu'une  courbe  de  degré  quel- 
conque, dans  les  environs  de  son  asymptote,  se  confond  avec  une  hy- 
perbole du  second  degré,  et  par  suite  que  celles  de  ses  conjuguées  dont 
les  cordes  réelles  font  un  très-petit  angle  avec  cette  asymptote  se  con- 
fondent avec  les  ellipses  conjuguées  de  cette  hyperbole,  de  sorte  que 
Tasymptote  elle-même  est  une  conjuguée  elliptique  de  la  courbe,  dans 
un  état  limite  et  est  représentée  par  les  solutions  imaginaires  infinies 
de  l'équation  de  la  courbe,  absolument  comme  l'asymptote  d'une  hy- 
perbole. 

En  effet,  si  Ton  prend  l'asymptote  considérée  pour  axe  des  y,  l'équation 
de  la  courbe  pourra  se  mettre,  dans  le  cas  général,  qui  est  celui  où  nous 
raisonnons,  sous  la  forme 

<p  {œ)  n'ayant  que  des  valeurs  finies  pour  x  =  0.  Or,  1®,  cette  équation 
donnera 

<p'(x)  restant  aussi  fini  pour  â:  =0,  par  conséquent  l'élément  de  la 
courbe  sera 


d'un  autre  côté  l'élément  de  l'asymptote  correspondant  à  l'élément  dy 
de  l'ordonnée  sera  s 

4.  A  -  A 

-r  tendra  donc  vers  i . 
2^,  dans  les  environs  de  ar  =  0,  l'ordonnée  de  la  courbe 

se  réduira  à  —,  c'est-à-dire  à  l'ordonnée  de  Thyperbole  du  second  degré 

xy=ky 

soit  que  x  soit  réel  ou  imaginaire,  pourvu  que  son  .module  tende  vers 
zéro.  La  courbe  se  confondra  donc  avec  l'hyperbole  du  second  degré  et 
ses  conjuguées  avec  celles  de  cette  hyperbole,  de  sorte  queles  démonstra- 
tions qui  se  rapportaient  à  l'hyperbole  s'étendront  d'elles-mêmes  à  la 
courbe  de  degré  quelconque.  Car  on  sait  d'ailleurs  que  l'enveloppe  ima- 
!!•  p.  H2 
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ginaire  des  conjuguées  a  toujours  les  mêmes  asymptotes  que  la  courbe 
réelle. 

Quant  au  fait  de  rechange  des  mêmes  périodes  réelles  et  imaginaires, 
lorsque  l'on  échange  une  courbe  et  Tenveloppe  imaginaire  de  ses  conju- 
guées réalisée,  si  on  n'avait  eu  en  vue  que  d'en  obtenir  la  démonstra- 
tion, on  y  serait  parvenu  plus  simplement  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  désigne  par  z  la  fonction  de  x 


\/'+(i)' 


relative  à  un  lieu  f{x,  y)  =  0,  la  quadratrice  delà  courbe  dont  l'ordon- 
née serait  z  sera  la  rectificatrice  de  celle  dont  l'ordonnée  était  y.  Or,  sui- 
vant que  le  point  "[x,  y]  appartiendra  à  l'enveloppe  réelle  ou  à  l'enve- 
loppe imaginaire  du  lieu  /"(x,  y)  =  0,  z  et  a:  seront  tous  deux  réels,  ou 
bien  z  sera  réel  et  x  imaginaire  :  par  conséquent  le  lieu  des  points  [s,  t] 
correspondant  à  l'enveloppe  imaginaire  du  lieu  f{x,  y)=  0  ne  sera  autre 
chose  que  la  conjuguée  à  z  réels  du  lieu  des  points  [z,  x]  correspon- 
dant à  l'enveloppe  réelle.  Par  conséquent,  d'après  la  remarque  du 
n**  373,  les  périodes  de  la  quadratrice  de  l'une  de  ces  courbes  seront  les 

produits  par  \/  —  1  des  périodes  de  la  quadratrice  de  l'autre. 


Aperçu  sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  qui  contiennent 

à  la  fois  la  fonction  et  la  variable. 

576.  Sauf  rintégration  même,  les  théories  qui  précèdent  compren- 
nent l'étude  complète  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  où 
n'entre  que  la  variable,  c'est-à-dire  qui  peuvent  recevoir  la  forme 


'  (- 1) = "■ 


Lorsque  l'équation  différentielle  qu'on  se  propose  d'intégrer  contient 
à  la  fois  la  fonction  y  et  la  variable  indépendantes,  les  périodes  de  l'in- 
tégrale peuvent  dépendre  de  la  constante  qu'introduit  l'intégration. 
Dans  ce  cas  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  une  même  valeur  des 
sont  bien  toujours  les  termes  de  diverses  progressions  par  différence; 
mais  les  raisons  de  ces  progressions  ne  sont  plus  des  constantes  abso- 
lues :  elles  dépendent,  dans  chacune  des  fonctions  de  x  que  repré- 
sente y,  de  la  valeur  de  cette  fonction  qui  correspond  à  une  même  va- 
leur initiale  de  x.  Ainsi,  si  l'on  prend  pour  expression  de  y  en  x  la 
fonction  qui  représente  l'aire  indéfinie  d'une  courbe  fermée,  qu'on  dif- 
férentie  l'équation  posée  entre  y  eix^  et  qu'entre  l'équation  intégrale  et 
sa  différentielle  on  élimine  un  des  paramètres  de  la  courbe  en  question, 
il  est  clair  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  diifférentielle  obtenue 
sera  toujours  la  fonction  de  x  qui  représentait  l'aire  indéfinie  considérée. 
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Mais  le  paramètre  éliminé  y  serai  représenté  par  la  constante  arbi- 
traire introduite  dans  l'intégration,  de  sorte  que  la  période  de  l'inté- 
grale ne  sera  plus  une  constante  absolue  ;  elle  ne  restera  la  même  que 
dans  une  même  suite  de  valeurs  de  y. 

Prenons  par  exemple  Téquation 

X 

y  =  GL- 
qui  donne 

dx      x\ 
l'élimination  de  G  fournira 

dx         ,    X 
dy       dx  x  a 

V  X    '    '      X  X   ' 

^      xh-       L-        ht 
a  a  a 

et  l'intégration  donnera 


d'où 


Ly  =  L.L-  +  K=L.CL-, 
a  a 


•X 

y=:CL-. 
^  a 


Ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

dy  ^   y 

dx         ^  X 

xL" 

a 

est  simplement  périodique.  Mais  la  période  de  cette  intégrale,  irC  y  —  1, 
dépend  de  la  constante  arbitraire. 

Cette  constante  G  est  l'une  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  la 
valeur  initiale  de  Xy  x^  =  ae,  toutes  les  autres  sont  représentées  par  la 
formule 

Sur  les  équatioîis  différentielles  du  second  ordre  de  la  forme 

577.  Une  première  intégration  d'une  équation,  de   cette  forme 

dy 
fournirait  une  équation  entre  j?  et  ^ , 


T(a:,|)=0. 
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et,  généralement,  la  valeur  de  ~  tirée  de  cette  équation  pourrait  être 

augmentée  de  multiples  entiers  quelconques  de  certaines  périodes,  u, 
co',  w",  etc.,  que  les  théories  précédentes  feront  connaître. 

rfy 

j-  pourrait  donc  être  conçu  sous  la  forme 

par  suite  y  serait  représenté  par 

y  =  ÇY:çdx + Ylîùx + KWa:  +  KVar  +  . . . 

s 

Nous  donnerons  plus  loin  les  conditions  que  devrait  remplir  Téqua- 
tion 

pour  que  la  première  intégrale 

fût  algébrique.  Si  ces  conditions  étaient  remplies,  la  fonction  y  rentre- 
rait dans  le  cas  de  celles  que  nous  avons  examinées  jusqu'ici. 
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THÉORIES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIBES  ET  EXPONENTIELLES 


Théorie  des  fonctions  circulaires. 

578.  L'incohérence  des  diverses  parties  de  la  théorie  des  fonctions 
circulaires,  telle  qu'elle  est  aujourd'hui  constituée,  est  trop  universel- 
lement reconnue  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'y  insister.  Nous  nous  abstien- 
drons donc  d'une  critique  superQue. 

Les  théories  qui  précèdent  fournissent  le  moyen  d'établir  rationnel- 
lement celle  des  fonctions  circulaires.  Nous  croyons  devoir  donner  au 
moins  le  sommaire  de  cette  nouvelle  théorie. 

379.  Si  l'on  désigne  par  S  la  valeur  de  l'intégrale 

y     dy 


l'équation 

s=:r-A= 


établit  entre  y  et  S  une  relation  'par  suite  de  laquelle  chacune  de  ces 
variables  devient  fonction  de  l'autre  :  y  est  le  sinus  de  S  et  S  est  l'arc 
dont  le  sinus  est  y. 
Si  l'on  pose 

a:  =  y/i  —  y\ 

X  est  le  cosinus  de  S,  et  S  est  l'arc  dont  le  cosinus  est  x, 
X  ç^iy  satisfaisant  à  Téquation 

sont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle  y*  -}'  ^*  =  ^i  ^^  ^^  Ywhq  de 
ses  conjuguées. 
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Si  Ton  pose 
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y  X 

z=—      et      M=  — , 

X 


y 


z  el  u  sont  la  tangente  et  la  cotangente  de  S^  et  S  est  l'arc  dont  la  tan- 
gente est  z,  ou  dont  la  cotangente  est  u. 
Enfin  si  Ton  pose  « 


et     w  =  — 


vBiw  sont  la  sécante  et  la  cosécante  de  S,  et  S  est  l'arc  dont  la  sécante 
est  v,  ou  dont  la  cosécante  est  w, 

380.  Les  formules  précédentes  donnent  immédiatement 

sin'S  +  cos*S  =  l, 

tang  S  =  — -^ , 
cosS 

.        _  1  cosS 

cotang  S  =  ; =  -r-^  , 

^  °  tang  S      sm  S 

séc  S  = -, 

cosS 

1 

coséc  S  =  -: — -  ; 
sm  S 

.    ^  tang  S  .  ^  4 

sinS== —  et      cosS  = 


V^l  +  tang»  S 


yji  +  tang*  S 


L'intégrale 


peut  être  transformée  en 


ou 


n  (.i  —  y* + y')  df/ 


d'un  autre  cAté 


»  — iydx 


.  VÏ-y'~     J»  2^1 -y»  ^ 
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et,  en  intégrant  par  parties, 

J„  * 

par  conséquent 

S  =  -yv'i-y'  +  2  r4 Vi^'- 

L'intégrale  /  dy  \]i  — y*  est  celle  qui  donne  Taire  du  cercle 

et  de  ses  conjuguées. 
Par  suite,  il  est  facile  de  savoir  ce  qu'est  S. 
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Pi 
"P 


/ 


M 


if — 


•  / 


'M, 


n 


:^ 


Ffg,  26. 


Si  y  est  réel  et  moindre  que  i,  y  eix  sont  les  coordonnées  OP  et  PM 
d'un  point  M  du  cercle  OA,  2  1    dy  yji^y^  est  le  double  de  l'aire  du 

segment  AMPO  et  y  ^i  — y*  est  le  doublede  Taire  du  triangle  OPM; 
par  conséquent  S,  ou  —  y  \/i  —  y*  +  2  /     dyyji  —  y* ,  est  le  double 

••0 

de  Taire  du  secteur  OAM  compris  entre  le  rayon  origine  OA  et  te  rayon 
mené  au  point  [x,  y]. 

Si  y  est  imaginaire  sans  partie  réelle^  x  est  réel  mais  phis  grand  que  i , 
et  S  est  imaginaire  sans  parHe  réelle,  puisque  tous  les  éléments  de 


/ 


^y 


yjï-? 


sont  imaginaires  sans  parties  réelles, 
x  et  y  sont  alors  les  coordonnées  d'un  point  M|  de  Tbyperbole  OA 
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considérée  comme  conjuguée  du  cercle.  2  /    dy  >Ji  —  y*  est  le  produit 

par  \/ —  1  du  double  de  l'aire  du  segment  AM^P^O  et  y  V'i  — y*  est  le 
produit  par  sj —  1  du  double  de  l'aire  du  triangle  OP^M^;  de  sorte  queS, 

ou  —  y  yji  — y*  +  2  /    dy  \/l  —  y',  est  le  produit  par  sj —  1  du  dou- 

ble  de  l'aire  du  secteur  OAM^  compris  entre  le  rayon  origine ,0Â  et  le 
rayon  mené  au  point  [x,  y]. 

Si  y  est  l'ordonnée,  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire,  d'un 
point  M,  de  la  conjuguée  ayant  OB  pour  axe  transverse, 

rdyyj\-f 

se  composera  de  l'intégrale  i  dy  yji  —  y'  prise  de  zéro  à  Tordonnée  du 

point  By  ou  de  l'aire  du  segment  ABGO  du  cercle  et  de  l'intégrale 

/  rfy  V*  —  y'  prise  de  l'ordonnée  du  point  B  à  l'ordonnée  du  point  M,. 

Les  ordonnées  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  le  point  M,  de- 


Fig.  27 


viendraient  réelles  si  l'on  donnait  à  l'axe  des  x  la  direction  Ox'  perpen- 
diculaire à  OB  ;  par  conséquent  l'intégrale  /  dy  \Ji  —  y",  prise  de  l'or- 
donnée du  point  B  à  celle  du  point  M„  se  composera  de  l'aire  réelle  BQED, 

moins  Taire  BQM,,  affectée  du  signe  y-^i,  plus  l'aire  réelle  du  trian- 
gle DCB,  moins  l'expression  analytique  de  l'aire  du  triangle  ËM,F. 
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Réductions  faites,  on  trouvera 


S  =  2  secteur  AOB  +  2  secteur  BOM,  >/—  1, 

c'est-à-dire  que  Tare  dont  le  sinus  est  y  est  le  double  du  secteur  du 
cercle  y*  +  x*=  1,  compris  entre  le  rayon  origine,  couché  sur  l'axe 
des  X,  et  l'axe  transverse  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  le 

point  [x,  y],  plus  le  produit  par  yj —  4  du  double  du  secteur  de  la  môme 
conjuguée,  compris  entre  ce  même  axe  transverse  et  le  rayon  mené  au 
point  [Xj  y]. 

381 .  Si  le  point  [x,  y],  partant  d'un  point  [x^,  y^],  passe  d'une  conju- 
guée à  la  suivante,'  de  manière  que  l'axe  transverse  de  celle-ci  effectue 
un  tour  entier^  la  partie  réelle  de  S  augmente  de  2ir,  et  si  d'ailleurs  le 
point  [x,  y]  revient  au  point  de  départ  [x^,  y^],  la  partie  imaginaire  de  S 
redevient  ce  qu'elle  était  d'abord. 

Gela  veut  dire  que  si  S  augmente  de  27r,  sin  S  et  cos  S  restent  les 
mêmes. 

Si  le  point  [x,  y]  va  se  placer  au  point  diamétralement  opposé  à  [Xq,  y^] , 

c'est-à-dire  s'il  vient  au  point  [ —  x^,  —  yj,  S  augmente  de  w,  mais  - 
et  -  ne  changent  pas. 

y 

Gela  veut  dire  que  si  S  augmente  de  ir,  tang  S  et  cotang  S  restent  les 
mêmes;  quant  à  séc  S  et  à  coséc  S,  qui  sont  les  inverses  de  cos  S  et  de 
sin  S,  elles  restent  les  mêmes  lorsque  S  augmente  de  2  ir. 

582.  La  figure  fournit  évidemment  les  formules 

sin  ( —  S)  =  —  sin  S, 
cos  ( —  S)  =  cos  S, 
tang  (—  S)  '=  —  tang  S, 
cotang  (—  S)  =  —  cotang  S  ; 

sin  (tc  —  S)  =  sin  S, 
cos  (tu  —  S)  =  —  cos  S, 
tang  (tu  —  S)  =  —  tang  S, 
cotang  (ir  —  S)  =  —  cotang  S  ; 


cos  S, 


sin  S, 


sin  (^  ±S)  = 
cosg±s)  = 
tangQ±S^=q=tongS, 
cotang  (I  ±SJ  =  :?:  cotang  S  ; 
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sin  (-71  rb  s]  =  —  cos  S, 
ces  f-  7t  ±:  S  j  =  zp  sin  S, 
tang  ^-  TU  ±:  S j  =  qi  tang  S,    • 
cotang  f  -  71  ±:  S  J  =  =p  cotang  S. 

385.  Dérivées  des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses. 

-7-  =  Dy  arc  sin  y  =z 


par  conséquent 

dy 


-1  =  Ds  sin  S  =  \/l  —  y'  =  ^  =  cos  S, 

dS      ^                         d^dy             il               1              1 
3-  =  D,  arc  cos  a?  =  —  -f.  =  --  =       .        

dx  dydx       yji_ytdx       sfî~^^     —y__    ' 

dy  ^1  _y« 

1  I 


par  conséquent 


y      —^i—x* 


•^  =  Dscoss=  — -^  =  — -i vi— y  =— y=— sinS. 

^S  dydx  Vi— y' 

k 

584.  Développements  des  fonctions  circulaires  en  séries.  —  Les  dérivées 
successives  de  sin  S  étant 

cos  S,    —sin  S,    — cos  S,     +sinS,     +cosS,     etc., 

qui  se  réduisent,  pour  S  =  0,  à 

1,     0,     —1,     0,    +i,    etc.. 

la  formule  de  Maclaurin  donne 

.  ._s s»_     __s^ s^        . 

^^^  i       i.2.3  "•"  1.2.3.4.5       1.2.3,4.0.6  "^  ''' 

De  môme^  les  dérivées  de  cos  S  étant 

—  sin  S,    —  cos  S,    +  sin  S,    +  cos  S,     etc., 
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qui  se  réduisent,  pour  8  =  0,  à 

0,     —I,     0,     +1,    etc., 

«_4        S'    ,        S>  S' 

cos&_l-j  g-t-j  2  3^       12  3.4,5  6  +••• 

• 

585.  Formules  relatives  à  l'addition  des  aires, — On  démontrera,  comme 
on  le  faijb  en  trigonométrie  élémentaire,  les  formules  qui  donnent 
sin  (S  dz  Sj),  cos  (S  ifc  S^)  et  tang  (S  ±  S^)  pour  des  valeurs  réelles 
deSetSj. 

La  formule 

sin  (S  +  Sj)  =  sin  S  cos  S,  +  cos  S  sin  Sj 
se  traduit  par 

ry     dy  rvi      dy  /*yVi^^y?+yiVî^     dy 

Cette  équation  étant  satisfaite,  quels  que  soient  y  et  y^,  est  une  iden- 
tité;  on  peut  donc  y  supposer  y  et  y^  imaginaires,  par  conséquent 

sin  (S  +  SJ  =  sin  S  cos  S^  +  cos  S  sin  S^, 

quels  que  soient  S  et  Sj.  On  démontrerait  de  même  que  les  autres  for- 
mules, relatives  à  l'addition  des  aires,  sont  générales. 

Toutes  les  autres  formules  de  trigonométrie  se  tirant  des  précédentes, 
il  est  inutile  de  les  passer  ici  en  revue. 


Théorie  des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique. 

386.  Voici  comment  nous  pensons  que  devrait  être  rétablie  la  théo-  " 
rie  des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique. 
Soit 

dx 


J,      X 


Cette  équation  fait  S  et  a?  fonctions  l'un  de  l'autre.  S  est  le  logarithme 

népérien  de  x  ou  Lx. 

dx 

—  est  la  quadratrice  de  l'hyperbole  a?y  =  1,  rapportée  à  des  axes 

rectangulaires.  Celle  des  conjuguées  de  cette  hyperbole  qui  a  ses  cordes 
réelles  parallèles  à  y  =  —  x,  est  le  cercle 


/ 


y»  +  x»  =  2 


I 


/ 
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et  le  produit  par  V—  1  de  l'aire  2  it  de  cette  conjuguée  est  une  période 
de  l'intégrale  quadratrice.  Par  conséquent 


J^      X 


a,  pour  chaque  valeur  de  x,  une  infinité  de  valeurs  en  progression 

arithmétique,  dont  la  raison  est  âir  sj—  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  x, 
considéré  comme  fonction  de  S,  ne  change  pas  lorsque  S  augmente 
de  27r  v^—  \ . 

387.  Si  Ton  suppose  que  y  soit  une  fonction  de  a?,  assujettie  seule- 
ment à  prendre  la  valeur  1  lorsque  x  prend  lui-môme  cette  valeur, 


peut  s'écrire 


ou 


rdx         rvdy 


r 


ou  encore 


ydx  -[-  ^dy 
xy 

"^  d{xy) 


de  sorte  que 


X 


xy 


i>irH' 


d{xy) 


xy 

ce  qui  signifie  que 

Lx-f-Ly  =  L(xy); 

mais  la  fonction  y  restant  complètement  arbitraire,  y  est  en  définitive 
quelconque  par  rapport  à  x,  par  conséquent  le  logarithme  d'un  produit 
est  égala  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs^  quels  que  soient  ces  fac- 
teurs. On  en  conclut  immédiatement 

X 

L-  =Lx —  Lv, 

V 
L^w  =  mLx, 

m 

_    —      m  , 
Lx"=--  Lx, 
n 

m 

La?    "  =  -  La;, 
n 
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/dx 
—,  prise  de  1  à  un  nombre  négatif  —  x,  c'est- 

1 

à-dire   Taire   de  la  courbe  y  =  -  comprise  entre  les  ordonnées  de 

A  et  deJM,,  symétrique  de  M,  par  rapport  au  centre,  est  la  demi-aire  de 


1 


Fig.  28. 


la  conjuguée  circulaire  décrite  sur  AA^,  comme  diamètre,  affectée  du 

signe  v^ —  1,  plus  Taire  du  segment  compris  entre  les  ordonnées  de  A^  et 
de  M|;  car  Taire  du  diamètre  AA^  est  identiquement  nulle  comme  com- 
posée de 

—  OAû  -\-OAja^; 
d'un  autre  côté,  la  symétrie  de  la  figure  donne  évidemment 


r'"dx_  r^'dx^ 

J-  1      X   "" Jj       X  ' 


il  en  résulte  que 


L(— ar)=(2K  +  l)itV—1  +L{x). 


380;  Si  Ton  donne  à  x  pne  valeur  imaginaire  p  ^ — i,  la  valeur  cor- 


respondante de  y  est  —  jT  v-~  iy  x  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  des 

points  de  Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu,  c'est-à-dire  de 
l'hyperbole  xy  =  —  1,  qui  est  représentée  en  pointillés  sur  la  figure. 

Soit  M,  ce  point,  la  conjuguée  qui  touche  Tenveloppe  imaginaire  en  M„ 
touche  la  courbe  réelle  au  point  M,  dont  Tabscisse  est  «—  p. 


190 
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--  est  L  (—  ^),  et  quant  à  /      —,  c'est  le  quart  de  l'aire  de  la 


hF 


Fi(7.  29. 


conjuguée  MM,  M^  M,,  affectée  du  signe  yj — 1 ,  ou  -  V —  *  J  P^^  conséquent 

2 

I  -  =  L(-.p)+^2K+-j^V^-l, 


ou 


c'est-à-dire 


r^^-^  dx  (  1\       /• — 

l        ^  =  L.  +  (2K+-)W-i; 

I^n/=-1  =  Li  +  (2K+  i)  ^  V^l, 


390.  Passons  à  la  fonction  inverse,  ou  à  la  fonction  de  S  représen- 
tée par  X. 

En  vertu  de  l'équation  La:"»  =  mLj?,  si  x  croît  en  progression  par 
quotient  à  partir  de  1,  S  croît  en  progression  par  différence  à  partir  de 
zéro.  Par  conséquent,  les  valeurs  de  ar  et  de  S  sont  représentées  dans 
les  deux  suites 
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Valeurs  de  a:...     1,  (1+a),  (i  +  a)«,  (i+a)«,  ... 
Valeurs  de  S . . .    0,       p,  2^,  3^ 

mais  les  accroissements  naissants  de  x  et  de  S,  à  partir  de  \  pour  x  et 
de  0  pour  S,  sont  d*abord  égaux,  puisque 

^_1 
dx       a:' 

par  conséquent^  si,  dans  les  progressions  précédentes,  on  suppose  a  et  ^ 
inQuimenl  petits,  il  faudra  faire  ^  égal  à  a.  Les  valeurs  de  x  et  de  S 
sont  donc 

Valeurs  de  a:. . .     1 ,  (1  +  a),  (1  +  a)»,  (1  +  «)»,.. . 
Valeurs  de  S. ,.     0,       a,  2a,  3a, 

Supposons  a  réel,  et  soit  na  =  1,  si  S  =  4,  x  aura  pour  valeur 

1  1 

(i  -|-  a)"  ou  (1  4*  a)"  ®t  si  l'on  pose  (1  +  a)'  =  e,  d'oîi  (1  +  a)  =  e«,  les 
valeurs  de  â?  et  de  S  seront 

Valeurs  de  ar. . .     1,  e»,  e**,  e**,     ... 
Vafeurs  de  S. . .     0,   a,  2a,  3a,     ... 

de  sorte  que  tant  que  a?  et  S  seraient  réels,  la  relation  entre  a:  et  S 
pourrait  être  formulée  par 

Si  S  devient  imaginaire,  le  symbole  e^  devenant  libre,  on  le  conserve 
pour  représenter  la  valeur  de  x,  sachant  d'ailleurs  que  l'exposant  S,  bien 
qu'imaginaire»  jouit  encore  des  propriétés  des  exposants  réels,  c'est-à- 
dire  que 

e^e  Si  =  ^s  +  Si 

comme  cela  a  été  établi  plus  haut. 

e  prend  le  nom  de  base  du  système  des  logarithmes  considérés  jus- 
qu'ici. C'est  la  limite  vers  laquelle  tend  (1  +a)*  lorsque  a  tend  vers 
zéro;  cette  limite,  que  fournit  la  formule  du  binôme,  est 

'591.  Dérivées  de  é^.  —  L'équation 
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dS 

1 

dx 

x' 

dx 

t 

rfS"" 

X, 

DseS  = 

=  e9; 

c'esl-à-dire 


toutes  les  dérivées  de  e^  sont  donc  égales  à  6^,  elles  se  réduisent  à  1 
pour  S  =  0;  par  conséquent,  la  formule  de  Maclaurin  donne,  quelque 
soit  S,  réel  ou  imaginaire, 

592.  Nous  terminerons  en  remarquant  que  l'identité  effective  des 
fonctions  exponentielles  et  circulaires  qui  ne  résulte^  dans  l'enseigne- 
ment usuel,  que  d'un  rapprochement  fortuit,  et  dont  en  fait  l'explica- 
tion véritable  est  à  peine  entrevue,  résulte  au  contraire  immédiatement 

/dx  Cdx 

•  1  ,  ou  arc  sm  a?,  et  1 — ,  ou  Lx,  étant 

la  première  la  quadratrice  du  cercle  et,  par  conséquent,  des  hyperboles 
équilatères  ses  conjuguées,  et  la  seconde  la  quadratrice  de  l'hyperbole 
équilatère  et,  par  conséquent,  de  sa  conjuguée  circulaire,  ces  deux  inté- 
grales devaient  se  ramener  l'une  à  l'autre  par  une  transformation  de 
coordonnées  et  par  une  substitution  de  valeurs  imaginaires  des  variables 
et  de  leurs  fonctions,  à  des  valeurs  réelles.* 


r 
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THÉORIE  ÊLÉMBNTJORK  DBS  PONCTIONS  ELLIPTIQUES 


De  la  fonction  'k. 
•  Si  l'on  désigne  par  s  l'intégrale 


s 


0  »v/0-x«)(i- 


lâx") 


x  sera  une  fonction  de  s;  cette  fonclion  se  note  sous  la  formule 

jr  =  X  (»,  gr,  k). 
C'est  la  principale  des  fonctions  elliptiques;  elle  se  réduit  à  sin  gs  pour 


t>'\\<,^  H"" 


.' 


•.  •» 


K- 


B" 


y  B|.H     G 


Bl 


.1 


'<r  H-  iiB 


*-. 


M: 


ITT 


B 


B 


H     G 


Fig.  30. 


A  =0,  0^  en  est  le  paramètre  et  k  le  module;  que  ^  et  A:  soient  réels  ou 

imaginaires,  les  propriétés  essentielles  de  la  fonction  restent  les  mêmes 

II»  p.  i3 
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dans  les  deux  cas  ;  on  pourra  donc,  dans  la  recherche  de  ces  propriétés, 
admettre  la  première  hypothèse. 
On  peut,  si  Ton  veut,  supposer  ft  •<  i  :  en  effet,  si  dans 

.  dx 


Jf*^ dx 
0   ^v/(l-x')(i-AVl 


on  pose  ^=79  il  viendra 


s 


/' dz 


de  sorte  que  le  module  sera  devenu  inverse,  à  la  condition  que  le  para- 
mètre ait  été  multiplié  par  la  valeur  de  k  primitivement  plus  grande 
que  1. 
La  courbe  dont  5  est  l'aire  a  pour  équation 

geik  étant  supposés  réels,  cette  courbe  a  la  forme 

B  AB"B'A'B^DED'E'D''E''D*'E'"  ; 
la  conjuguée  à  abscisses  réelles  est 

GHG'H'G''H"G'''H"' 

et  celle  qui  a  ses  ordonnées  réelles  est 

FAFFA'F". 

1       1 

0B|  et  OG  représentent  respectivement  1  et  t  ou  -:  et  1,  selon  que  k  est 

moindre  ou  plus  grand  que  1 . 

La  courbe  est  du  sixième  degré  ;  il  en  résulte  qu'une  conjuguée  quel- 
conque est  comprise  tout  entière  entre  les  tangentes  menées  parallèle- 
ment à  ses  cordes  réelles,  aux  deux  branches  D'^Ë''  et  D'E',  ou  aux  deux 
branches  D^E'''  et  DE,  suivant  que  la  caractéristique  de  cette  conjuguée 
est  positive  ou  négative  ;  car  les  parallèles  à  ces  tangentes,  qui  ne  sont 
pas  comprises  entre  elles,  coupent  toutes  la  courbe  en  six  points  réels. 

On  peut  encore  mener  à  la  courbe  réelle,  parallèlement  à  une  direc- 
tion donnée,  deux  autres  tangentes  qui  la  touchent  sur  les  branches 
B'^AB  et  B'^A'B'  et  les  parallèles  à  ces  tangentes,  qui  sont  comprises 
entre  elles,  ne  coupent  plus  la  courbe  qu'en  deux  points  réels.  Chaque 


r 
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coDjugDée  est  donc  composée  de  deux  anneaux  séparés,  compris  l'un 
entre  E'T)"  et  B'^A',  et  l'autre  entre  AB  et  D'E',  ou  bien  l'un  entre  ET)*" 
et  B"A,  et  l'autre  entre  B'A'  et  DE; 

L'origine  est  le  centre  commun  de  la  courbe  réelle  et  de  chacune  de 
ses  conjuguées. 

Nous  désignerons  souvent^  dans  ce  qui  va  suivre,  le  radical  par  R. 

L'intégrale  s  admet  évidemment  pour  périodes  réelles  l'aire 

BAB"B'A'B^, 
c'est-à-dire,  suivant  que  k  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  1, 


C  dx  .  r*flte 


et  Taire  finie  DEE'D'D'1E"'E'T)*',  c'est-à-dire,  dans  les  mêmes  hypothèses, 


k 


Mais  ces  deux  aires  sont  égales  ;  en  effet,  si  l'on  pose  x*  =  -  , 

z 


devient 


J'*  dx ^ 

k 


dz 

7" 


»\/('-^)('-S) 


ou 


et  si  l'on  pose  z  =  Am,  on  trouve 

/•* kdu /•* du 


On  ferait  voir  de  môme  que 


1 
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Ainsi  les  deux  périodes  réelles,  quoique  distinctes  au  point  de  vue  géo- 
métrique, n'en  font  qu'une  au  point  de  vue  analytique. 
L'intégrale  $  admet  de  même,  pour  périodes  imaginaires,  les  produits 

par  y/^  des  aires  égales  GKHG'K'H'  et  G''K"H''HT["'G'^,  c'est-à-dire 

Du  reste,  la  période  imaginaire  serait  aussi  bien  le  produit  par  V"-i 
de  l'aire  intérieure  constante  d'un  des  anneaux  composant  une  conju- 
guée quelconque,  ou  encore  Taire  finie  comprise  entre  l'axe  des  x  et 
l'une  des  branches  FAP"  ou  FA'F'*  de  la  conjuguée  à  abscisses  réelles. 
Ces  faits  peuvent  être  énoncés  sans  démonstrations,  puisque  les  conju- 
guées GKHG'K'H'G"K"H''GTC*'H'"  et  FArFAT'  ne  sont  autre  chose  que 
les  limites,  dans  deux  sens  opposés,  des  conjuguées  composées  de  deux 
anneaux  fermés,  dont  Taire  est  constante. 

Ainsi  les  deux  seules  périodes  de  l'intégrale  sont 

•'  dx  rk  dx 

CD 


.  /"  dx  rk  dx 


et 


Ck  dx 

Nous  avons  jusqu'ici  exprimé  les  périodes  dans  les  deux  hypothèses 
^  <  1  et  *  >  1  ;  mais  l'alternative  peut  être  complètement  écartée, 
car,  dans  la  seconde  hypothèse,  on  pourrait,  aux  périodes 


1 

4  /     -;7    et    2  /    — , 
Ji    9^  «/«   9^ 


substituer 


k 
1 


-af^    et    Af^-iC^ 


c'est-à-dire 


2^^    et    aC'-I. 
J,    9^  J,   9^ 


Ainsi  1  on  pourra  prendre,  dans  les  deux  cas,  pour  périodes, 
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(O 


=  4;-;r     et     w^=:2/     -=7 


et,  quel  que  soit  s,  on  aura 

(1)  X  («,  ^,  *)  =  X  (»  +  wi«  +  W,  S',  A), 

m  et  n  désignant  des  noq^bres  entiers  quelconques. 

C'est,  au  reste,  la  période  a>  qui  se  réduit  à  27?  lorsque  la  fonction  X  se 
réduit  à  sin  gs. 

594.  La  fonction  X  est  impaire,  c'est-à-dire  que 

(2)  X(5,</,A)  =  -X(-s,(7,*); 

en  effet,  la  figure  montre  que  xeX$  changent  en  même  temps  de  signes, 
sans  changer  de  valeurs.  ^ 
xels  partent  en  même  temps  de  zéro  ;  par  conséquent 

ouy  plus  généralement, 

(3)  X  (mw  +  nco',  g,  k)  =  0. 

Pour  trouver  les  autres  valeurb  de  s  qui  annulent  X,  on  remarquera  que, 
si  le  point  [x^  y]  suit  le  chemin  ABB'A',  Tintégrale  aura  crû  de  -,  x  étant 

redevenu  nul. 
II  en  résulte  que 

ou,  plus  généralement, 

(4)  >^^  +  wî«  +  wco',^,A)Wo. 

Les  formules  précédentes  sont  les  analogues  de 
âin  (2/P7C -j- «).=  sin  s,  sin( — s)= — sin»,  sin2^  =  0,  sin(2A-|-'0'^=^- 
Si  le  point  [x,  y]  suit  successivement  les  deux  chemins  AM  et  AMBB'A'M'^ 

on 

les  deux  valeurs  de  l'intégrale  diffèrent  de  ~  et  x  a  seulement  changé 

z 

de  signe;  par  conséquent 


^(|  +  «,  ?,  ^'j  =  — >^(ir,  y,A-); 
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lus  géDéralement, 

X  /|  +  mw  +  no.'  +  s,  ^,  Aj  =  —  X(ï,  g,  A). 

formule  est  l'analogue  de 

sin  (w  -|-  *)  =  —  sin  s. 
point  [x,  y]  suit  successivement  les  deux  chemins  AM  et  AHBB'H', 
ux  valeurs, de  l'intégrale  Forment  une  somme  égale  à  -  et  les  z 
Jgaux;  par  conséquent 

lus  généralement, 

X  /  ^  +  mw  +  W  ~  i,  g,  kj  =  >(«,  g,  k); 

formule  est  l'analogue  de 

sin  (it  —  f)  =  sin  s. 

terminer  ce  qui  concerne  la  période  w,  il  reste  à  remarquer  que  si 

int[x,y]  est  arrïvé  en  B,de  manière  que  «soit  égala  ■-,  et  que  l'on 

lente  s  ou  qu'on  le  diminue  d'une  même  quantité,  aire  B'M'M,6,  ou 
3MM,B,,  Xf  dans  les  deux  cas,  prend  la  mfime  valeur.  Il  en  est  de 
a  si  le  point  [x,  y]  est  arrivé  en  B".  Il  en  résulte 

annules  sont  les  enalof^es  de 

si»(î  +  «)  =  «in(î  — •) 

™(t  +  ')  =  »™(t-')- 
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39S.  Nous  avons  déjà  dit  que  le  double  de  la  période  imaginaire  w' 
se  retrouve  dans  l'aire  FF^^F^F'  de  la  conjuguée  à  ordonnées  réelles, 

affectée  du  signe  ^ — i,  c'est-^-direque 


^==V— i  aire  APOa:=   f     $•   ' 


Ainsi, 

(9)  ^(^,  ?,*)=«. 

Si  le  point  [x^  y]  suit  le  chemin  ABHKGDE,  Taire  engendrée  est 

Cl)         b>'         (O         (u         («>  /       dx  ' 

7  +  -  +  7  ou  -  +  -  ;   par  conséquent  i      —  a  aussi  pour  valeur 

4         Z         4         2         J  J  Q     ^K 

^  +  p  de  sorte  que 

(JO)  xg  +  ^,fir.*)  =  ao; 

mais  ^  (';^«  9  y  ^)  ^^  imaginaire  sans  partie    réelle,    tandis  que 

Ainsi  les  valeurs  de  s  qui  rendent  X  infini,  sont 


0) 


et 


<0  (O 

2  "^  1  "*"  ^**^  +  wio'. 
Nous  avions  déjà  trouvé  que  celles  qui  le  rendent  nul  sont    . 

et 

-  -f-  »W(o  -f-  nw  ; 

on  voit  que  la  somme  de  deux  valeurs  du  premier  genre  est 

comme  la  somme  de  deux  valeurs  du  second  ;  c'est-à-dire,  que  la  somme 
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de  deux  valeurs  de  s,  non  réductibles  Tune  à  l'autre,  qui  rendent  \  nul, 
est  réductible  à  la  somme  de  deux  de  ses  valeurs,  non  réductibles  Tune  à 
l'autre,  qui  donnent  X  inûni. 

On  sait  que  cette  propriété  est  caractéristique  des  fonotions  double- 
ment périodiques  bien  déterminées. 

En  appelant  a  et  i  les  termes  généraux  des  deux  séries  de  valeurs  des 
qui  rendent  X  nul,  «  et  ^  les  termes  généraux  des  deux  séries  de  valeurs 
qui  rendent  X  infini,  on  a 

(11)  «-{"*  =  *+?  +  *''**  4"  *^'- 


«A       .      (M 


596.  Si  le  point  [x,y]  suit  le  chemin  AMBHKG^  s  prend  la  valeur  t  +  t 

4        Iz 


et  ^  =  7 ,  par  conséquent 


(12)  x^J  +  ^  +  m«  +  nai\|7,A)=i. 

Si  dans  Téqualion 


1 

on  pose  ar  =  r— , ,  il  vient 
*  kx 


—  d£ 


AV» 


-/ 


_  r* —dx' /•*' —dx'- 


mais 


r  ~~^'  —  r  — — "  4-  - 


c'est  la  valeur  que  prend  l'intégrale  quand  x  crott  par  valeurs  réelles 
jusqu'à  l'inflci  réel  et  positif;  par  conséquent,  si  l'on  avait  posé 

9  =  $  4---!-—.,  en  même  temps  queâ7=  r-7,  on  aurait  trouvé 

—  de' 


h: 


^V(*— ic'*)(*  — **^") 


r" 
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c'est-à-dire  que 


ou 


ou  enfin 


1  <ll>  (R) 

kx  ^        2        2'  y'    ^' 


mais  on  a  trouvé  plus  haut 


ou 


^(«— |.tf»  A)  =  — X(«,  ^,  *); 


par  conséquent 


10        (0  a>  1 


2       2'^'    ^""  ^         2'^'    '■"       k\{s,g,ky 

c'est-à-dire  enfin 

(13)  X(.-^'.,.*)  =  ;^^. 

397«  La  fonction  X  est  bien  déterminée,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a 
qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  s.  Cela  tient  à  ce  que,  toutes 
les  conjuguées  de  la  courbe  yx  étant  fermées,  à  l'exception  de  celles 
qui  sont  tracées  sur  la  figure,  mais  dont  les  aires  sont  finies,  les  deux 
parties  réelle  et  imaginaire  de  s  ne  peuvent  respectivement  dépasser 
(oetfd'que  par  l'accumulation  des  périodes.  Il  en  résulte, que  si  Ton 

donne  as  une  valeur  A  -|~  B  \l—  1,  on  peut,  en  en  retranchant  bu  y 
ajoutant  les  deux  périodes,  en  nombres  convenables,  le  réduire  à  une 

valeur  s  =  a  -|-  ^  V —  ^>  dans  laquelle  a  et  i  soient  par  exemple  positifs 

et  respectivement  moindres  que  a>  et  le  coefficient  de  v^ —  1  dans  lo'.  Si 
alors  b  eist  nul,  le  point  [y,  X]  appartient  nécessairement  à  l'une  des 
branches  BAB'^  ou  B'A'B'''  ;  car  s'il  était  placé  sur  Tun  des  arcs 

•  DE,  D'E',  D'^E",  D'^E'", 
s  aurait  pour  partie  imaginaire  zi=  —  ;  le  point  [y,  X]  est  d'ailleurs  tel 
que  M,  ou  M',  ou  M'',  ou  H',  suivant  que  a  est  moindre  que  -  compris 
entre  -et  -,  entre  -  et  3-,  ou  enfin  entre  3^  et  u).  Si  a  est  nul,  le 
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point  [y,  X]  appartient  à  l'un  des  arcs  F"AF,  F'A'F"';  il  se  trouve  d'ailieur& 
sur  AF,  ou  sur  F'A',  suivant  que  b  est  moindre  que  —,  ou  compris  entre 

--  et  (a.  Pour  qu'on  pût  le  placer  sur  A'P'^  ou  sur  F"A,  il  faudrait  qu'on 
eût  réduit  B  à  être  seulement  moindre  que  2a)'  ;  alors  le  point  [y,  X]  se- 

rait  sur  A'  F"',  si  b  était  compris  entre  w'  et  -w',  et  surF"A,  si  ô  était  com- 

3 

pris  entre  -w'  et  2w . 
2 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  conjuguées  dont  la  caractéristique  est 
négative  forment  deux  anneaux  dont  l'un  est  compris  entre  les  bran- 
ches DE  et  A'B',  et  Vautre  entre  AB"  et  Ï)'"E\  Les  conjuguées  dont 
la  caractéristique  est  positive  sont  au  contraire  comprises  entre  AB 
et  D'E'  d'une  part,  A'B'"  et  D"E"  de  l'autre.  C'est  d'ailleurs  l'aire,  affectée 

du  signe  y/ — 1,  de  l'un  de  ces  anneaux,  qui  est  w'. 

Cela  posé,  si  ni  a  ni  i  ne  sont  nuls,  l'anneau  auquel  appartiendra  le 
point  [y y  l]  touchera  AB,  ou  'B'A\  ou  A'B'",  ou  B"A,  suivant  que  a  sera 

moindre  que  -r,  compris  entre  7  et  ■-,ou  entre  -  et  3  -,  ou  enfin  entre 

4  4       2  2  4 

3--  et  (0.  D'ailleurs,  ce  point  [y,  X]  se  trouvera  sur  le  premier,  le  second, 
le  troisième  ou  le  quatrième  quadrant  de  l'anneau,  suivant  que  b  sera 
moindre  que  =j,  compris  entre  --  et  ■-,  entre  —  et  3-r,  ou  enfin  entre 

3-  et  iù.  Ainsi  la  position  de  ce  point  sera  déterminée  dans  tous  les  cas. 

398.  La  fonction  X  dont  nous  venons  de  nous  occuper  est  la  fonction 
mère  des  fonctions  doublement  périodiques  bien  déterminées  ;  ses  com- 
posées les  plus  simples  sont 


fji=±:\/i— X*      et      V  ==  zt  v^i--«[^, 

qui  ne  sont  autres  que  des  fonctions  X,  de  paramètres  et  de  mqdules  dif- 
férents. En  efi'et, 


ds       ds  dX 


—  V- 


d^       dkd^      ^  v'(4  _  X«)  (1  ~  *«X«)     ^    ' 
si  l'on  élimine  X,  il  vient 


"  W(.-.-K.-*-(.-.-),  ,vr:p^, _ ^,,(, __!_ ^.y 


/■ 
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OU 


S  === 


9\/l  -  k^  y  (1  -  (t»)  (i 


F 


A»  — t 


puisque  X  =  0  correspond  à  (x  «=  ±  1 . 
De  même 

ds ds  dX 

on 

r/« 1  V 

ou,  en  éliminant  X, 

ds ^J qz  1 


ou 


V^EZ^iET±ï-,^ïnz7^/„ -.,(.-. 4^..) 


j  ,V^— ïy/(i  -  V.)  (i  -  ^-1-^  V.) 

« 

Les  fonctions  ;&  et  v  ne  sont  donc  que  des  fonctions  X  de  la  môme  va* 

riable  s^  augmentée  d'une  constante^  ayant  respectivement  pourpara- 

I k  1 

mètres,  g\i  —  A*  et ^  V**  •*-  ^  ®t>  poup  modules,    ^  et  -7== 

V**— i  \/l  —  A«. 
Ces  deux  fonctions  ne  seraient  pas  complètement  définies  par  ce  qui 
précède,  puisque  chacune  d'elles  serait  affectée  du  double  signe.  Cela 
tient  à  ce  qu'elles  ne  devaient  pas  être  définies  par  rapport  à  X,  mais  par 
rappott  à  s.  Mais  il  suffira,  pour  lever  Tindétermination,  de  se  donner  la 
valeur  de  chacune  d'elles,  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable. 
Comme  X(0)  =  0,  {x(0)  et  v(0)  seraient  égaux  à  ±:  1,  on  fait  [x(0)  =  -}-  i 
et  v(0)  =  + 1. 11  en  résulte 


et 


J/*       rf» 


M. 
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ou 

, 

f^ 

Uy. 

,  1  r' 

/ 

_     / 

*—  1    1 

et 


Mais  les  intégrales  définies 


el 


/•_ rfy 

,VFZ7v/(,-^(,-^/ 


) 


) 

sont  les  quarts  des  premières  périodes  des  fonctions  (i  et  v  considérées 
comme  des  fonctions  X,  de  paramètres  g  yT—-^  et  g  y/k^  —  4  et  de 

modules    . et    ,  £n  les  désignant  par  co.  et  ta,,  on  aura 

donc  : 

et 

\*  sli  —  ky  • 

599.  Les  fonctions  (a  («,  ^^  A)  et  v  («,  9,  A)  sont  bien  déterminées  et 
doublement  périodiques,  puisqu'elles  s'expriment  par  des  fonctions  a. 
D'ailleurs,  comme  ce  sont  des  fonctions  de  X  (<,  g,  k),  leurs  périodes  de- 
vront avoir  avec  celles  de  X  des  relations  simples,  mais  elles  ne  seront 
pas  nécessairement  identiques  à  celles  de  X. 

On  reconnaît  aisément  que  les  périodes  de  (a  sont  w  et  -  +  <^'  ^^ 
que  celles  de  v  sont  -  et  2w . 


} 


rTT- 
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DES     INTÉGRALES    DOUBLES. 


Des  intégrales  doubles  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

400.  La  déQnition  d'une  intégrale  double.  /  /  zdxdt/y  lorsque  les  va- 
riables dont  elle  dépend  doivent  passer  par  des  valeurs  imaginaires, 
était  sujette  à  des  difficultés  que  nous  devons  indiquer  avant  de  passer 
outre. 

11  est  évident  d'abord  qu'une  des  sommes  représentées  dans  la  for^ 
mule  / 

/  \  z  ,dx  .  dy 

ne  se  sépare  des  autres  qu'autant  qu'on  fournit  deux  relations  entre  les 
parties  réefles  et  imaginaires  de  x^  y  et  z,  qui^  jointes  aux  deux  équa^ 
lions  dans  lesquelles  se  décompose  celle  qui  donne  i  implicitement, 
réduisent  à  deux  le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Mais  ces  deux  relations  étant  données,  pour  concevoir  nettement  l'in- 
tégrale double,  il  faudrait  la  transformer  de  manière  à  pouvoir  y  sépa- 
rer les  deux  intégrations. 

Or  une  pareille  transformation  exigerait  habituellement  un  change- 
ment de  variables  indépendantes. 

En  effet,  à  un  môme  couple  de  valeurs  attribuées  aux  parties  réelle 
et  imaginaire  soit  de  y,  soit  de  xf  il  ne  correspondra  en  général  qu'un 
nombre  limité  de  sy^èmes  de  valeurs  soit  de  x  et  de  z^  soit  de  y  et  de  z^ 
puisque  sur  les  six  variables  on  en  aura  choisi  deux  et  qu'il  restera  aux 
quatre  autres  à  satisfaire  à  quatre  conditions. 

Pour  pouvoir  séparer  les  deux  intégrations,  il  faudrait  en  général 
substituer  des  variables  réelles  aux  variables  imaginaires  considérées. 

On  pourrait  prendre  pour  variables  indépendantes  les  parties  a  et  ^ 
qui  composent  x^  et  Ton  effectuerait  la  transformation  au  moyen  de  la 
formule  de  Jacobin 

Mais  une  pareille  transformation^habituellement^  altérerait  trop  pro- 


^ 
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fondement  la  forme  analytique  de  la  fonction  placée  sous  le  signe  i 

pour  laisser  aucun  moyen  d'en  étudier  l'intégrale.  Il  vaudra  donc  mieux 
recourir  à  un  autre  moyen  pour  définir  l'intégrale  double. 

Nous  commencerons  par  déterminer,  pour  chaque  système  de  li- 
mites, la  valeur  de  l'intégrale  la  plus  facile  à  rencontrer  et  à  déQnir. 

Les  limites  seront  fournies  par  deux  courbes  réelles  ou  imaginaires 
composées  de  points  pris  sur  la  surface  F  [Xy  y,  z]  =  0,  ou  sur  ses  conju- 
guées, et  la  discussion  portera  sur  les  différentes  hypothèses  qu*on  peut 
faire  relativement  à  ces  courbes. 

401.  Lorsque  les  deux  courbes,  qui  forment  les  limites  de  l'inté- 
grale, ont  les  ordonnées  de  tous  leurs  points  réelles,  on  peut  éviter  de 
faire  passer^  par  des  valeurs  imaginaires;  alors  Tintégraje  double  reçoit 
immédiatement  la  forme 


f  dy  j  zdx. 


Mais  les  limites  de  chaque  intégration  étant  fixées,  si  Ton  n'indiquait  pas 
de  quelle  manière,  pour  chaque  valeur  de  y,  x  variera  entre  ses  limites 
?  (y)  et  +  (y)>  l'intégrale 


zdjL' 

(y) 


resterait  en  général  complètement  indéterminée.  En  effet,  pour  chaque 
valeur  de  y,  y  =  A, 

•+(y) 
zdx 

t(y) 


r.. 


pourrait  avoir  une  infinité  de  valeurs  qui  seraient  une  quantité  fixe 
augmentée  de  multiples  entiers  de  quantités  représentant  les  aires  des 
anneaux  fermés  de  la  courbe 

les  aires  imaginaires  des  conjuguées  fermées  de  cette  courbe,  ou  les  va- 
leurs de  rintégrale  /  zdxy  prises  le  long  des  anneaux  fermés  de  l'enve- 
loppe imaginaire  de  ses  conjuguées;  en  sorte  que  si  la  natui'e  de  la 
question  ne  spécifiait  rien  sur  le  nombre  de  chacune  des  périodes  qu'il 
faudrait  comprendre  dans  la  valeur  de  l'intégrale 


i 


»•;  (y) 
zdx^ 

?(y) 


I"'»   Hlll.JJVUlJi      , 
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pour  chaque  valeur  de  y,  rélémeot 

'4»  (y) 


dyf 


zdxy 

?(y) 

reafermant  une  partie  dans  laquelle  un  coefficient,  entier  à  la  vérité, 
serait  quelconque,  comme  cette  partie  serait  toujours  infiniment  pe- 
tite, l'intégrale 

►4- (y; 

zdx' 
(y) 


dy 


pourrait  recevoir  une  infinité  de  valeurs  continues  entre  elles;  tandis 

que  si,  au  contraire,  la  marche  des  valeurs  de  x  est  fixée  d'une  manière 

générale,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  alors  les  valeurs  de 

l'intégrale 

•t(y) 
zdx 

?(y) 


ne  se  formeront  plus  indépendamment  les  unes  des  autres,  et  l'inté- 
grale double  sera  complètement  définie. 

Pour  fixer  la  marche  des  valeurs  de  x  entre  ses  limites  correspon- 
dant à  chaque  valeur  de  y,  on  pourra  définir  d'une  manière  générale 
la  courbe  réelle  ou  imaginaire  que,  dans  chaque  plan  parallèle  au  plan 
des  a?z,  et  distant  de  ce  plan  de  la  quantité^,  le  point  [x,  z]  devra  décrire 
entre  les  limites  x  =  (^{y)eix  =  ^  (y),  pour  engendrer  Taire 

zdx, 

f(y) 

• 

Soit  toujours  y=k  une  des  valeurs  de  y,  le  plan  y  =k  coupera  la 
surface  réelle  et  celles  de  ses  conjuguées  dont  les  ordonnées  y  sont 
réelles,  suivant  une  courbe  réelle  et  ses  conjuguées  imaginaires. 

Si  Xq  =  (p  {k)  eix^==^  (k)  sont  constamment  réels,  quel  que  soit  k,  on 
pourra  ne  donner  à  x  que  des  valeurs  réelles,  et-l'intégrale 

f         zdx 

représentera  la  somme  des  aires  des  sections  faites  dans  la  surface  réelle 
et  dans  sa  conjuguée  à  abscisses  et  ordonnées  réelles,  comprises  entre 
ces  deux  courbes,  Taxe  des  x  et  les  deux  parallèles  à  Taxe  des  2, 

i:  =  <p  (fc),      X  ^=  ^  {k). 

Mais  cette  intégrale  aura  d'ailleurs  autant  de  valeurs  qu'il  y  aura  de 
chemins  continus  sur  ces  deux  courbes,  des  divers  points  qui  peuvent 


dyj 
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répondre  à  la  limite  inférieure  x^  =  (p  (/;),  aux  points  qui  peuirent  ré- 
pondre à  la  limite  supérieure  x^  =  ^  (Je). 

SVx  peut  aller  de  Xo  =  9(A;)  à  x^:=^{k)  en  dépassant  ces  limites 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre  de  toutes  les  manières  possibles,  pourvu 
que,  partant  de  ^o  =^  ?  (^)>  îl  arrive  par  des  valeurs  réelles  kx^  =  ^  (i), 
l'intégrale  devra  être  complétée  par  l'addition  de  multiples  entiers  des 

aires  des  anneaux  fermés  de  la  section  réelle,  ou  des  produits  par  v—  1 
des  aires  des  anneaux  fermés  de  la  section  imaginaire  à  abscisses 
réelles. 
L'intégrale 

zdx 

yo         *^  ?  (y) 

représentera  donc  la  somme  des  volumes  compris  entre  la  surface 
réelle  et  sa  conjuguée  à  abscisses  et  ordonnées  réelles,  le  plan  desxy, 
les  deux  plans  y  =  y^,  y  =  y,  et  les  deux  cylindres  x  =  9  (y), 
x  =  ^  (y). 

Et  si,  dans  chaque  plan  y  =  k,  le  point  [x,  z]  a  décrit  des  anneaux 
fermés  homologues  et  chacun  un  môme  nombre  de  fois  dans  chaque 
plan,  l'intégrale  comprendra,  en  outre,  des  multiples  des  volumes 
engendrés  par  ces  différents  anneaux  fermés,  lorsqu'ils  se  déplacent 
parallèlement  au  plan  des  xz  entre  les  plans  y  =  y^,  y=iyi. 

Si  Xq  =  f  {k)  et  x^  =  ^  {k)  étant  toujours  supposés  réels,  quel  que 
soit  kf  on  veut  néanmoins  faire  passer  x  par  des  valeurs  imaginaires,  on 
pourra  interrompre  à  un  instant  quelconque  le  chemin  du  point  [x,  z] 
sur  l'arc  de  la  courbe  réelle,  par  un  tour  fait  sur  une  de  ses  conjuguées 
fermées,  de  façon  à  continuer  ensuite  l'arc  réel,  ou  si  cet  arc  réel  se 
compose  de  deux  branches  distinctes  et  séparées,  passer  de  l'une  à 
l'autre  en  suivant  Tune  quelconque  des  conjuguées,  au  lieu  de  prendre, 
comme  précédemment,  la  conjuguée  à  abscisses  réelles.       ^ 

L'intégrale  aura,  dans  tous  les  cas,  exactement  la  même  valeur  que 
dans  le  cas  précédent,  car  les  aires  imaginaires  des  conjuguées  fetmées 
contenues  dans  un  même  plan  seront  égales,  et  par  conséquent  engen- 
dreront les  mêmes  volumes. 

On  pourra  aussi  faire  parcourir  au  point  [x^  ^],  dans  chaque  plan 
y  ===  k^  des  anneaux  fermés  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
de  la  section,  s'il  y  en  a,  et  engendrer  ainsi  de  nouvelles  périodes» 

Enûnj  on  pourra  passer  dans  le  plan  de  chaque  section,  du  point 
oTo  z=  cp  (A:)  au  point  x^^=^  {k),  par  une  succession  de  valeurs  imagi- 
naires de  x^  réglée  par  une  loi  entièrement  arbitraire,  par  une  relation 
choisie  à  volonté  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  x  et  de  z^ 
cette  relation  n'étant  assujettie  qu'à  la  condition  d'être  satisfaite  par 

^0  =  ?(*)♦       z^  =  F{x^,'k) 
et  par 

quel  que  soit  k. 
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Alors  l'intégrale 

I         zdx 

J^  {k) 

représentera  l'aire  de  la  section  faite  dans  la  surface  réelle  et  sa  conju- 
guée à  abscisses  et  ordonnées  réelles,  par  exemple,  plus  des  multiples 
déterminés  des  périodes  de  la  quadratrice  de  la  section.  Le  chiffre  de 
chacun  de  ces  multiples  se  déterminera,  comme  on  l'a  vu  dans  la  théo- 
rie des  intégrales  simples,  par  le  nombre  de  tours  que  fera  sur  l'anneau 
correspondant  de  l'enveloppe  totale,  le  point  de  contact  de  cet  anneau 
avec  la  conjuguée  sur  laquelle  se  trouvera  à  chaque  instant  le  point 
Xj  5],  ou  par  le  nombre  de  contacts  du  chemin  qu'aura  décrit  ce  point 
ar,  2],  avec  les  branches  de  l'enveloppe  qui  touchent  chaque  anneau 
fermé  de  l'une  des  conjuguées  imaginaires. 

Il  pourrait  se  faire  que,  k  variant,  le  nombre  de  ces  tours  ou  contacts 
ne  dût  pas  rester  le  même  dans  les  plans  de  toutes  les  sections,  on  de^ 
vrait  alors  déterminer  les  valeurs  de  k  entre  lesquelles  ces  nombres  res- 
teraient constants;  l'intégrale  se  composerait  de  multiples  différents  des 
volumes  engendrés  par  les  anneaux  fermés,  dans  les  intervalles  des  plans 
correspondant  aux  valeurs  principales  de  k. 

Si  ^jj  =  <p  {k)  et  0:4  =  ^  {k)  n'étaient  pas  constamment  réels,  les  li- 
mites de  l'intégrale 

/  zdx 

seraient  prises,  en  général,  sur  deux  conjuguées  différentes  de  la  section 
réelle  contenue  dans  le  plan  y  =  â:,  et  cette  intégrale,  à  la  différence 

zl  z\ 

près  de  la  quantité  —-7*  —  — -,  représenterait  la  somme  des  aires  des 

deux  conjuguées  passant  par  les  limites,  et  de  la  courbe  réelle  terminée 
aux  points  où  elle  toucherait  ces  deux  conjuguées;  l'intégrale  double, 
à  la  différence  près  de  la  quantité 


^/:*(^):: 


<p(y) 


représenterait  donc  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy^  la  surface 
formée  par  les  sections  parallèles  au  plan  des  xz  soit  de  la  surface  réelle, 
soit  de  ses  conjuguées  à  ordonnées  réelles  qui  passeraient  par  tous  les 
points  y  =  A,  a:  =  (p  (^)  ou  ^  (A),  z  =  F  (a?,  y),  et  un  conoïde  ayant  pour 
génératrices  les  parallèles  menées  de  ces  divers  points  aux  cordes  réelles 
des  conjuguées  qui  y  passeraient. 

Si  les  deux  conjuguées,  passant  par  les  deux  points  limites,  ne  tou- 
chaient que  l'enveloppe  imaginaire,  il  faudrait  substituer  dans  l'énoncé 
précédent  cette  enveloppe  à  la  courbe  réelle,  et  l'intégrale  prise  le  long 
de  son  contour  à  l'aire  de  la  courbe  réelle. 

V  ,  II"  p.  H 
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402.  Lorsque  les  deux  courbes  qui  forment  les  limites  de  l'intégrale* 
double,  sont  sur  une  nlême  conjuguée,  ou  sur  des  conjuguées  diffé- 
rentes, mais  dont  les  caractéristiques  soient  proportionnelles,  ou,  enfin, 
quand  ces  deux  courbes  se  composent  de  points  pris  sur  les  conjuguées 
dont  les  deux  caractéristiques  sont  comme  des  nombres  donnés,  on  peut 
éviter  de  faire  sortir  le  point  [x,  y,  z]  de  ces  conjuguées. 

Ce  cas  peut  se  ramener  au  précédent  par  une  transformation  de 
coordonnées. 

En  faisant  tourner  le  plan  des  xz  d'un  angle  convenable,  autour  de 
l'axe  des  js,  on  substituera  à  la  suite  des  valeurs  que  devaient  prendre 
X,  y  et  2,  une  autre  suite  de  valeurs  d'autres  variables  x\  y',  :^,  des- 
quelles y' restera  constamment  réelle,  et  les  valeurs  de  la  nouvelle  inté- 
grale double 

sin  YX'  Cdy'  Cz'dx' 


•/*■/=■' 


fourniront  celles  de  la  proposée.  Or  le  paragraphe  précédent  les  définit 
complètement. 

405.  Lorsque  chacune  des  limites  est  tout  entière  sur  une  même 
conjuguée,  les  deux  conjuguées  qui  les  contiennent  étant  d'ailleurs  dif- 
férentes, on  peut  supposer  que  le  point  [x^  y,  z]  trace  des  courbes  défi- 
nies sur  les  conjuguées  comprises  dans  une  môme  suite  :  on  ne  pourra 
plus  alors  rendre  en  même  temps  réelles  toutes  les  valeurs  de  ^,  par  une 
même  transformation  de  coordonnées;  mais  cependant  on  arrivera  en- 
core aisément  à  déterminer  l'un  des  volumes  que  peut  représenter, 
dans  ce  cas,  l'intégrale  double. 

En  effet,  les  limites  étant  fournies  par  deux  courbes  B  et  B',  tracées 
sur  deux  conjuguées  différentes  et  quelconques  d'ailleurs,  l'intégrale 
comprendra  évidemment,  parmi  ses  valeurs,  le  volume  de  la  conjuguée  à 
.  laquelle  appartient  la  courbe  B,  limité  à  cette  courbe  et  à  la  courbe  G 
suivant  laquelle  elle  touche  la  surface  réelle,  plus  le  volume  correspon- 
dant à  la  portion  de  la  surface  réelle  comprise  entre  la  courbe  C  et  la 
courbe  G,  suivant  laquelle  elle  touche  la  conjuguée  à  laquelle  appar- 
tient la  courbe  B',  plus  le  volume  de  cette  dernière  conjuguée  limitée 
aux  courbes  G  et  B',  ces  trois  volumes  étant  compris  dans  trois  cylindres 
parallèles  à  trois  axes  de  z  différents,  mais  dont  les  directions  sont 
connues,  plus  enfin  les  parties  complémentaires  qui  s'introduisent  à 
chaque  changement  de  direction  de  Taxe  des  z,  parties  que  nous 
avons  déjà  plusieurs  fois  évaluées. 

404.  Supposons  enfin  qu'en  tous  les  points  d'une  même  limite,  les 
deux  caractéristiques  conservent  entre  elles  un  rapport  constant,  ce 
rapport  n'étant  pas  toutefois  le  même  aux  deux  limites  :  A  et  B  étant 
ces  deux  courbes  limites,  nous  supposerons  d'abord  Tune  d'elles  A  tracée 
sur  la  surface  réelle. 


I 


1 


i 
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Si  nous  commençons  par  faire  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  d'un 
angle  tel,  que  les  ordonnées  de  tous  les  points  de  la  courbe  B  devien- 
nent réelles,  et  que  nous  concevions  ensuite  dans  chaque  plan  paral- 
lèle au  nouveau  plan  des  xz,  et  passant  par  un  point  de  la  courbe  B, 
le& sections  faites  dans  la  surface  réelle  et  dans  la  conjuguée  imagi- 
naire à  laquelle  ce  point  appartient,  ces  deux  sections  tangentes  entre 
elles  se  faisant  suite  Tune  à  l'autre,  couperont  aux  points  x'  =  a,  xf=  6, 
les  courbes  A  et  B, 

d^  r*  z'da/ 


représentera  la  somme  de  leurs  aires,  à  la  différence  près  de  la  quan- 
tité algébrique    - 


[ 


l'intégrale 

►+  iy') 


fdt/  f   ^  z'dx\ 


dans  laquelle  <p  {t/')  et  ^  (yf)  seraient  les  valeurs  générales  de  x'  en  y', 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  A  jdt  de  la  courbe  B,  représentera 
donc  le  volume  de  la  surface  réelle  limitée  à  la  courbe  A  et  à  la  courbe 
D,  suivant  laquelle  elle  touche  toutes  les  sections  faites  dans  les  con- 
juguées auxquelles  appartiennent  les  points  de  la  courbe  B,  plus  le 
volume  d'une  surface  imaginaire  engendrée  par  ces  sections,  limitées  à 
la  surface  réelle  et  à  la  courbe  B,  plus  l'intégrale  simple 


J         L2LJx'=ç(y') 


Si  les  deux  limites  A  et-  B  étaient  imaginaires,  on  évaluerait  séparé^ 
ment  l'intégrale  entre  les  courbes  A,  B  et  des  courbes  différentes  D, 
£  tracées  sur  la  surface  réelle,  et  on  y  joindrait  l'intégrale  prise  entre 
les  courbes  D  et  E. 

40o.  Le  dernier  cas  qui  resterait  à  examiner  serait  celui  où  les  deux 
limites  seraient  composées  de  points  entièrement  quelconques.  Mais 
la  question,  dans  cette  hypothèse  générale,  exige  absolument  un  chan- 
gement complet  de  variables  indépendantes, 

Nous  passons  donc  à  l'indication  de  la  méthode,  que  nous  avons  an^ 
noncée,  pour  définir  une  intégrale  double  dans  le  cas  le  plus  général 
d'une  marche  définie  mais  quelconque  des  deux  variables  indépen-^ 
dantes. 
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Définition  et  évahiation  dune  intégrale  double  prise  entre  limites 

imaginaires. 

406.  Si  z  est  défini  par  une  équation 
et  que  l'on  fasse 

réqualîon 

donnera  deux  relations  entre  les  six  variables  a,  ^,  a ,  ^',  ol'  et  ^'^,  el quatre 
d'entre  elles  resteront  indépendantes. 

Pour  délimiter  l'intégrale  ladxdy  il  faudra  introduire  deux  nou- 
velles relations  entre  les  six  variables. 

Supposons  qu'on  ait  défini,  au  moyen  de  deux  équations 

f  (a,  p,  «',  ^')  =  0       et       ç,  («,  p,  a',  p')  =  0, 

la  suite  double  des  valeurs  que  doivent  prendre  x  et  y  et,  par  consé- 
quenty  la  série  des  éléments  zdxdy  que  l'on  veut  sommer,  la  somme  de 
ces  éléments  sera 

OU 

l  =  2  {m" dada'  —  a^rfprfpO 
—  2  ifdadf^'  +  pVprfa') 

+  V^  [2  (pVorfa  —  p"é/prfp'). 

Concevons  les  deux  surfaces  dont  les  coordonnées  seraient 
et 

X  =  a  —  [i,       y  ==  a'  —  p',       5  =  a'  —  p"  : 

le  volume  V,  compris  entre  la  première  surface  et  le  plan  des  xy,  sera 

V  =  2  {a'^dada'  +  a''d^;) 
+  2  (p"rfarf|i' +  pVprfflt')  .1. 


i 
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4-  2  (P"rfarfa  +  ^"rfpdf^i 

♦ 

et  le  volume  Y',  compris  entre  la  seconde  surface  et  le  plan  des  xy^ 
sera 

V  =  2  (a"rfarfa'  +  a'W^rfp') 
+  2  (prdarf^'  +  ^"dprfa') 
—  2(a"rfa£/^'  +  a"rff^da') 

on  déduit  de  ces  deux  dernières  équations 

et 

2  (a'^rfadp'  4-  «"dprfa')  +  2(p"rfarf«  +  p"rfpdp')=  ^"T^» 

il  en  résulte 


+  2Sa"  rf«  rfa'  +  v/ITT  f^-r-^  —  22?"  rfp  rf^') . 


Considérons  encore  les  deux  surfaces  dont  les  cordonnées  seraient 

a:  =  a,       y  =  «  i       ^  =  «" 
et 

et  qui  seraient,  la  première,  le  lieu  des  milieux  des  droites  joignant  les 
points  correspondants  des  deux  surfaces  précédentes,  et  la  seconde,  le 
lieu  des  milieux  des  droites  joignant  les  points  correspondants  de  la 
première  des  deux  surfaces  précédentes  et  de  la  symétrique  d&  la  se- 
conde par  rapport  à  l'origine. 

Les  volumes  y^  et  Y\,  compris  entre  ces  deux  surfaces  et  le  plan  des 
xy,  seront  respectivement 

V,  =  2a"dŒd«'      et    V,  =  2p"rfprfp'. 
On  aura  donc 

v  +  r  ,  ^,,   ,  I — 7/^v  — r 


+  2v,+x/=:T(I-^'-2r,): 


La  suite  des  solutions  considérées  de  Téqualion  f[Xy  y,  2)  :=  0  étant 
définie,  on  peut  admettre  que  Ton  puisse  se  procurer  les  coordonnées 
d'autant  de  points  que  Ton  voudra  des  quatre  surfaces  que  Ton  a  fait 
intervenir,  ce  qui  permettra  d'évaluer  avec  tel  degré  d'approximation 


214  CHAPITRE   XXXV. 

que  Ton  voudra,  par  excès  et  par  défaut  les  quatre  volumes  V,  T,  V, 
et  V\,  en  comprenant  chacun  d'eux  entre  des  sommes  de  prismes 
triangulaires  inscrits  et  circonscrits. 

Mais,  au  reste,  on  pourra  toujours  obtenir  les  équations  mêmes  des 
quatre  surfaces.  En  effet,  pour  obtenir  celles  des  deux  premières,  il  suf- 
fira d'éliminer  a,  ^,  a ,  ^',  a''  et  ^"  entre  les  deux  relations 

?{«,?,  a,  P')  =  0      et      ç,(«,p,  «',  ?')=0, 

les  deux  équations  dans  lesquelles  se  décompose 

et  les  trois  équations 
pour  la  première,  et 

;c  =  a-p,     y  =  a'-P',     2  =  «"  -  p", 

pour  la  seconde. 

Quant  aux  deux  dernières,  ce  sera  encore  plus  facile  :  pour  avoir 
réquation  de  la  troisième  surface,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  p,  ^'  et  ^'' 
entre 

9  =  0,      9,  =  0      et      /•=0, 

et  à  remplacer,  dans  Téquation  résultante,  a,  «  et  0!'  par  x^  y  et  z.  De 
même,  pour  avoir  l'équation  de  la  quatrième  surface,  il  n'y  aura  qu*à 
éliminer'»,  a'  et  a"  entre  les  quatre  mêmes  équations 

9=0,      9,  =  0      et      /'  =  0, 

■    * 

et  à  remplacer,  dans  l'équation  résultante,  p,  ^  et  ^"  par  j?,  y  etz. 

Ainsi  toute  intégrale  double  définie  se  ramène  aux  cubalures  de  quatre 
surfaces  réelles  déterminées. 

Nous  désignerons  par  la  suite  les  équations  de  ces  quatre  surfaces 
par 

9'  =  0,      9,  =0,      +=0      et      ^/,  =  0. 

Il  ne  reste  qu'à  indiquer  comment  on  pourra  fixer  les  limites  de  l'in- 
tégrale :  ce  sera  évidemment,  soit  en  se  donnant  une  condition 

qui  devrait  être  remplie  par  les  valeurs  extrêmes  de  a,  ^,  a'  et  ^',  soit 
l'équation 

V(a:,  y)=0 
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de  la  projection  sur  le  plan  des  x,  y  du  contour  de  la  portion  de  lasur- 
face  <p'  =  0  à  laquelle  devrait  correspondre  le  volume  V.  On  en  con- 
clura, en  effet,  les  équations  des  projections  sur  le  même  plan  des  xy 
des  contours  correspondants  des  portions  des  autres  surfaces  ^',  =  0, 
t|;  =  0  et  ^1  =  0,  auxquelles  répondront  les  volumes  V,  V^  et  V'^  ;  car 
il  est  facile  de  voir  que  les  quatre  surfaces  se  correspondent  point  par 
point.  En  effet,  si  Ton  se  donne,  par  exemple,  a  +  P  e^  «'  +  ?'»  l'équa- 
tion <p'  =  0  fournira  a"  -{-  p"  et  les  trois  équations  /*  =  0  et  (p\  =  0 
achèveront  de  déterminer  a,  p,  a,  ^',  a"  et  p". 

On  peut  encore  remarquer  que^  dans  les  explications  théoriques^  on 
pourra,  si  on  le  veut,  supposer  que  ce  soient  les  équations  (p'  =  0  et 
9\  =  0  qu'on  se  soit  données  pour  définir  l'intégrale,  au  lieu  de  <p  =  0 
et  f t  =  0  ;  car  elles  en  tiennent  parfaitement  lieu. 

Supposons  que  l'équation  f{x,  y,  «)'=  0  ait  tous  ses  coefficients  réels, 
et  qu'on  ait  considéré  une  suite  double  de  solutions  de  cette  équation, 
représentées  par 

et  pour  laquelle  V)n  ait  trouvé  une  valeur  I  de].rintégrale 


/  zdxdy^ 


réquation  proposée  étant  par  hypothèse  capable  des  solutions  imagi- 
naires conjuguées  des  précédentes,  on  pourra  considérer  la  suite  de  ces 
nouvelles  solutions,  et  il  y  correspondra  une  nouvelle  valeur  T  de  l'inté- 
grale. Cette  intégrale  sera 

-f-2(p"rfarfp'  +  ^"rfprfa') 

c'est4i-dire 


r  = 


2 


+  2V,H-^/:iï^^^-t-2V',); 


ce  que  l'on  aurait  pu  écrire  de  suite^  les  deux  surfaces  9'  =  0  et  7'i=0 
devant  s'échanger  entre  elles,  la  surface  <]/  =  0  restant  évidemment  ce 
qu'elle  était  et  la  surface  ^1  =  0  devant  se  changer  en  sa  symétrique  par 
rapport  à  l'origine. 


U6 
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Théorème  de  l'indépendance  de  la  valeur  de  l'intégrale  double  et 

< 

des  valeurs  intermédiaires  des  variables^  les  limites  restant  les 
mêmes. 


407.  Gela  posé,  nous  commencerons  par  établir,  comme  pour  la 
théorie  des  intégrales  simples,  que  si  les  équations  9  =  0  et  ^ ,  =  0 
et,  par  suite,  les  équations  9'  =  0,  9',  =  0,  ^  =  0  et  ^'  =  0  changent  infi- 
niment peu,  sans  toutefois  que  les  équations 

?(«,  P,  a',  p')  =  0,     ç,{a,  p,  a',  p')  =0,     X  («,  p,  a',  p')  =  0, 

cessent  de  comporter  identiquement  les  mêmes  solutions,  l'intégrale  I 
restera  généralement  invariable,  et  nous  déterminerons  les  conditions 
dans  lesquelles  cette  intégrale  pourrait  changer. 
Si 

z  =  ¥{x,y) 

est  l'équation  d'une  sur  race  réelle  que  Ton  veuille  cuber,  et  qu'on  ait 
eu  lieu  de  considérer  les  coordonnées  or  et  ^  comme  composées  cha- 
cune de  deux  parties,  a  et  p,  pour  x,  a!  et  ^',  pour  y,  l'élément 

zdœdy  =  z  (rfa  +  d^)  {doi'  +  rf^O 

du  volume  cherché,  correspondant  à  l'élément  de  surface  dxdt/j  ou 

(da  +  dW  (d«'  +  d^\ 


dp' 


(U' 


da 


dp 


pourra  être  évalué  de  cinq  manières  différentes.  Il  sera  exprimé  d'a- 
bord par 


ou 


F(«  +  P,a'  +  P')(rf«  +  rfW(rfa+dp') 


F  {X,  y)  (da  +  d^)  (d«'  +  rfp'). 
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11  pourra  l'être  aussi  par 


2i7 


d?' 

9 

dm' 

du 

dp 

F  (a;,  y)  d«d«' +  F  (x  +  da,  y)  d»'d^-\-¥{x,  y  +  rfaO  Aerf? 

+  F(x+d«,y  +  A.')4«'F. 


ou  par 


da' 

« 

dp' 

dp 


F  (x,  y)  d^d^'  +  F  (x  +  ^P»  y)  rfotrfp'  +  F  (x,  y +  #')  rf«rf? 


ou  encore  par 


d«' 


dp' 


(f« 

dp 

F  (X,  y)  rf«dfl'  +  F  (a:  +  At,  y)  d?  dP' +  F  (a^.  »  +  «i^V»^» 

+  F  (x  +  da,  y  +  rf^')  #<fa', 


ou  enfin  par 


dp' 

da' 

dp 


d« 


F  (ar,  y)  d^'+F{x  +  d^,  y)  rfocrfa  +  F  (x,  y  +  rfa  )  dBd? 
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Il  en  est  exactement  de  môme  si,  â:  et  y  étant  imaginaires,  on  a  dû  natu* 

Tellement  considéreràpartleurs parties réellesetimaginaires,  a  et  p  v^  —  4, 

pour  X,  9L  Qt  ^'  \  —  1  ,  pour  y.  Gela  tient  simplement  à  ce  que  les  fac- 
teurs finis 

F  (X  +  rfa,  y),       F  (x  +  rf?  >J^,  y),       F  {x,  y  +  da'), 

F(x,  y  +  #'v/IIT),       F  (a:  +  rfa,  yj- rfa'), 
F(a?+rf«,y  +  rfp'v^),      F{x  +  dp\/-i,y  +  da'), 
enGn 

¥{x+d^Sf^,    y  +  rfpV^), 

ne  diffèrent  de  F  {x^  y)  que  d'infiniment  petits,  dont  les  produits  par  les 
deux  facteurs  différentiels,  qui  entrent  dans  le  même  terme,  sont  négli- 
geables, comme  étant  du  troisième  ordre. 

Mais  il  ne  résulte  absolument  rien  de  l'identité  des  cinq  formes  de  Té- 
lément  z  (da  -f-  d^)  {da  -f-  d^\  parce  que  les  parties  a  et  p,  «  et  p'  se 
confondent,  à  cause  de  l'identité  de  leur  nature,  tandis  que  l'égalité  des 
cinq  valeurs  de  l'élément 

z  ((fa  -f-  d^^f^i)  (da'  +  dfyf^ 

montre  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  des  variations  des  parties  réelles 
et  imaginaires  de  x  et  de  y,  c'est-à-dire  changer^infiniment  peu  et  ensuite 
d'une  manière  finie  la  suite  double  des  valeurs  attribuées  à â?  et  à  y  sans 
que  l'intégrale  I  change. 

En  effet,  en  reportant  d'abord  chaque  doc  et  chaque  d«,  par  exemple, 
sur  le  dx  et  le  dy,  précédents,  puis  encore  chaque  nouveau  dx  et  chaque 
nouveau  da!  sur  le  nouveau  dx  et  le  nouveau  dy  précédents,  etc.,  on 
changera  les  lois  de  progression  de  x  et  de  y,  et,  pourvu  que  les  limites 
restent  les  mômes,  l'intégrale  I  ne  variera  pas. 

Toutefois,  la  démonstration  suppose  que  dans  le  cours  de  la  déforma- 
tion du  système  des  valeurs  prises  par  x  et  y,  il  ne  puisse  pas  arriver  que 

dz      dz   ,    . 

j-  et  j  deviennent  infinis  ou  multiples,  sans  quoi,  ou  bien,  les  diffé- 
rences entre 

F(^,  y) 
et 

P(a?  +  da,  y).      P(j?  +  dpV^,  y),       P(a;,  y  +  da'), 
F  (x,  y  +  dp'  v^),      F(a;-f-da,  yj^  d«), 

F  (:c  -f  da,  y  -f  d^V- 1),      F  (a:  -f  d^ y/- 1,  y-f  d*'), 
enfin 

p(^+rfp^Z7,y4.dp'v'z:ï), 
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cesseraient  d'être  infiniment  petites;  ou  bienz,  partant  de  valeurs  égales, 
pourrait  ensuite  prendre  des  accroissements  finis  différents,  lorsque  x  %iy 
continueraient  à  yarier. 

Les  dérivées  partielles  de  z,  par  rapport  à  x  et  à  y,  étant  données  par 
les  formules 

df  df 

dz  dz 

les  systèmes  de  valeurs  de  Xj  y  et  z,  pour  lesquels  -^  ^^  ^p  prennent  des 
valeurs  infinies^  sont  donnés  par  Téquation 

dz        ' 
qu'il  faut  joindre  à  Téquation 

fi^y  y»  «)  =  0, 
qui  définit  z. 
Ces  deux  équations 

f(x,y,z)  =  0      et      /V(x,  y,  s)=0 

fourniront  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  des  trois  variables,  et, 
pour  que  l'intégrale  I,  définie  par  l'introduction  des  équations 

<p  =  0,      <Pi  =  0      et     X=0, 

ne  varie  pas  lorsque  cp  et  (p^  se  déformeront,  sans  que  les  équations 

/•=0,      ^  =  0>      9,  =  0,     1=0 

cessent  de  comporter  les  mômes  solutions,  il  faudra  que  le  système  des 
solutions  conSmunes  aux  équations 

/•=0,      9=0,      <p,  =  0, 

dans  l'intérieur  de  la  limite  X  =?  0,  ne  renferme  à  aucun  instant  des  so- 
lutions des  équations 

MO      e,      1  =  0, 

ou,  du  moins,  ce  n'est  qu'autant  que  cette  condition  sera  remplie  qu'on 
pourra  affirmer  sans  examen  que  l'intégrale  sera  restée  la  même. 
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408.  Supposons  que  les  valeurs  extrêmes,  assignées  aux  variables 
par  les  équations 

se  trouvent  naturellement  finies,  en  raison  de  la  forme  de  ces  équations, 
et  constituent  un  ensemble  continu,  unique  et  fermé  de  toutes  parts, 
conditions  qui  se  trouveront  réalisées  si  l'élimination  de  trois  quelcon- 
ques des  quantités  a,  ^^  oe',  ^',  a'',  p"^  entre  les  quatre  équations 

/•=0,      (p=0,      ^,  =  0, 

conduit,  pour  les  trois  autres,  à  une  équation  telle  que  celle  d'un  sphé- 
roïde :  si  l'intégrale  doit  comprendre  tous  les  éléments  zdxdy  corres- 
pondant à  cet  ensemble  de  solutions,  l'équation  aux  limites,  X  =  0, 
deviendra  inutile. 
D'ailleurs  chacune  des  surfaces  représentées  par  les  équations 

?=0.      9i=^0,      +  =  0      et      tj;,  =  0, 

se  trouvera  elle-même  fermée,  et  ce  seront  les  volumes  compris  dans  les 
intérieurs  de  ces  surfaces  qui  concourront  à  constituer  l'intégrale,  d'a- 
près la  formule 


2 


+  2V,+n/-i(^^-^-2Y'.]. 


D'après  la  théorie  précédente,  si,  après  avoir  tracé  à  volonté  une 
courbe  fermée  sur  la  surface  ç  =  0  et  avoir  déterminé  en  conséquence 
les  courbes  correspondantes  sur  les  surfaces  ç',  ==  0,  ^  =  0,  ^j/,  =  0,  on 
déformait  un  peu,  et  d'ailleurs  arbitrairement,  les  figures  des  deux  sur- 
faces <p'  =  0  et  9'j  =  0,  enfermées  dans  les  deux  courbes  tracées,  l'inté- 
grale I  ne  changerait  pas^  tant  que  le  système  variable  des  valeurs  de 


qui  correspondrait  à  chaque  instant  au  groupe  des  deux  portions  défor- 
mées des  surfaces  (p'  =:  0  et  «p'i  =  0^  n'admettrait  aucune  solution  du 
système  des  deux  équations 

Si  les  deux  surfaces  (p'  =  0  et  cp'^  =  0  pouvaient  être,  dans  ces  condi- 
tions, aplaties  et  réduites  chacune  à  deux  feuilles  planes  ou  courbes 
appliquées  l'une  sur  l'autre,  les  deux  autres  surfaces  i]/  =  0  et  |i  =  0 
se  réduisant  aussi  nécessairement  à  des  feuilles  doublées,  les  quatre  volu- 
mes V,  V,  V^  et  V'i,&'annuleraient,  l'intégrale  se  réduirait  donc  à  zéro, 


; 
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et  comme  elle  n'aurait  pas  changé,  elle  aurait  dû  être  nuU^  d'avance. 
Dans  ce  cas,  en  général,  toutes  les  sommes  partielles 

ia'Warfa',       2a"d^d^',       2«"rfarfp',       Sa^d^dx', 
•    2^'yarf^',      Sfl^rf^fa',       2^"da&',       2p"rfpWp', 

seraient  séparément  nulles.  En  effet,  les  variables  a,  a,  ti!\  ^,  ^'  et  ^^ 
étant  liées  entre  elles  par  quatre  équations 

/•=0,      9  =  0      et      <Pi  =  0, 

l'une  quelconque  des  six  est  en  réalité  une  fonction  de  deux  des  autres 
prises  à  volonté,  de  sorte  que  les  sommes 

2a"dadb(',       la:'d^d^\       lA''doLd^\       2«"rfpda, 
2^"rfarfp',       2^'WpAt',       2^"rf«(/a',       2^"(/^rf^', 

représentent  des  segments  des  corps  terminés  par  les  surfaces  dont  les 
coordonnées  seraient  les  variables  qui  sont  dénommées  dans  chacune. 
Or  si  les  dérivées  partielles  de  la  .coordonnée  a"  ou  ^"^  qui  entre  en  fac- 
teur sous  le  signe  2,  par  rapport  à  celles  dont  le  même  signe  contient 
les  différentielles,  ne  deviennent  pas  infinies,  cette  coordonnée  a'"  ou  ^^ 
ne  pourra  prendre  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  système  de  valeurs 
des  deux  autres  ;  par  conséquent,  quand  ces  deux  autres  repasseront 
en  sens  inverses  par  les  mêmes  valeurs  qu'elles  avaient  prises  d'abord, 
les  éléments  nouvellement  engendrés  détruiront  les  anciens. 

Pour  que  l'intégrale  ne  soit  pas  nulle,  il  faudra  que,  parmi  les  solu- 
tions des  équations 

/•=0,      cp  =  0      et      ç,  =  d, 
il  s'en  trouve  satisfaisant  aux  conditions 


da" 

dot'  ~  *  • 

d«=*' 

da" 

doi" 

dp" 

dp           • 

dp" 

dp'     ■°°' 

ou  au  moins  à  quelques-^unes  d'entre  elles. 


•     Des  périodes  des  intégrales  doubles. 

409;  Nous  supposerons  d'abord  que  l'équation  f{x,  y  y  z)  -=  Oait  ses 
coefficients  réels  et  admette  une  infinité  de  solutions  réelles. 

Nous  commencerons  encore  ici  par  signaler  tout  d'abord  les  trois 
genres  de  parcours  fermés  auxquels  correspondent  les  périodes. 


J 
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Il  est  clair  que  si  x^  y  et  z  ne  prennent  que  des  valeurs  réelles,  Fia- 
tégrale  Izdxdy  serdi  purement  réelle;  mais  pour  que  or,  ^  et  z  revien- 
nent simultanément  à  leurs  valeurs  initiales,  sans  avoir  pris  que  des  va- 
leurs réelles  et  sans  que  z  ait  repassé  par  les  mômes  valeurs,  pour  les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y,  il  faut  que  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  f  {x,  y,  z)  =  0  présente  des  nappes  fermées  en 
forme  de  sphéroïdes  ;  d'un  autre  côté,  il  est  clair  que  l'intégrale  ladxdy, 
prise  le  long  d'une  pareille  nappe,  aura  pour  valeur  le  volume  que  cette 
nappe  entourera. 

Ainsi  les  volumes  enveloppés  par  les  nappes  fermées  d'une  surface 
fi^t  y,  z)  =  0  sont  des  périodes  réelles  de  l'intégrale 


/  jzdxdyi 


définie  par  cette  équation. 
C'est  ain^i  que 


est  la  période  réelle  de  l'intégrale 


^ffi^y  v/i-l-l 


correspondant  à  l'équation 

-.+^  +  ^-1- 

Du  reste  un  ensemble  fermé  de  systèmes  de  valeurs  imaginaires  de  x, 
y  et  z,  suffisamment  peu  distantes  des  valeurs  des  coordonnées  des 
points  d'une  nappe  fermée  de  la  surface  f{x,  y,  z)  =  0,  donnerait  pour 

l'intégrale  /  /  zdxdy  précisément  la  môme  valeur,  c'est-à-dire  encore 

le  volume  enveloppé  par  ]a  nappe,  de  sorte  que  les  périodes  réelles, 
quoiqu'elles  se  présentent  en  géqéral  chacune  sous  une  seule  forme 
géométrique,  peuvent  en  réalité  ôtre  engendrées  d'une  infinité  de 
manières  différentes. 

Les  périodes  réelles  des  intégrales  doubles,  précisément  parce  qu'elles 
n'ont  généralement  qu'une  représentation  géométrique,  peuvent  acci- 
dentellement correspondre  à  des  nappes  ne  se  rejoignant  qu'à  l'infini, 
comme  il  arrive,  par  exemple,  pour  l'intégrale 

cdxdy 


0  -?-g 


r 

I 

/ 
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dont  la  période  est  le  volume  compris  entre  les  deux  nappes  de  la 
surface 


comprises  dans  l'intérieur  du  cylindre 


—-  4-  ^'=  i  • 


mais  l'un  des  cas  se  ramène  à  Tautre. 

410.  Le  second  groupe  de  périodes,  cene»-Ià  imaginaires  sans  par- 
ties réelles,  correspond  au  pareours  des  nappes  fermées  de  conjuguées. 

La  valeur  de  l'intégrale  double  Jadxdy^  [correspondant  au  système 
de  valeurs  de  x  et  de  y  qui,  conjointement  avec  les  valeurs  correspon- 
dantes de  2,  assignées  par  l'équation  de  la  surface,  fournissent  les  coor- 
données des  différents  points  d'une  nappe  fermée  de  conjuguée,  est  le 

produit  par  ^—  I  du  volume  enfermé  par  cette  nappe  fermée  ;  et  ce 
produit  est  évidemment  une  des  périodes  de  l'intégrale  double. 

Les  périodes  de  ce  genre  sont  en  nombre  limité,  comme  celles  du  pré- 
cédent, parce  que,  comme  il  est  aisé  de  le  constater  directement,  les 
nappes  ferméesde  conjuguées,  comprises  entre  les  mêmes  nappes  de  la 
surface  réelle,  enferment  toutes  des  volumes  équivalents. 

Le  troisième  groupe  de  périodes  comprend  celles  qui  sont  engendrées 
dans  le  parcours  des  nappes  fermées  de  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées. 


Théorème  de  f  équivalence  en  volume  de  toutes  tes  conjuguées  fer^ 
mies  comprises  entre  les  mêmes  nappes  de  la  surface  réelle. 

411.  Il  suf&ra,  pour  établir  ce  théorème,  de  comparer  entre  elles 
les  conjuguées  qui  ont  en  même  temps  leurs  ordonnées  y  réelles,  ou 
de  comparer  Tune  d'elles  à  celle  qui  a  ses  ordonnées  et  ses  abscisses 
réelles  ;  car  en  changeant  la  direction  de  l'axe  des  x^  on  pourrait  amener 
successivement  toutes  les  autres  à  avoir  leurs  ordonnées  y  réelles,  et, 
d'un  autre  côté,  celle  qui  primitivement  avait  à  la  fois  ses  abscisses  et 
ses  ordonnées  réelles  se  retrouverait  toujours  comprise  dans  chaque 
nouveau  groupe. 

Cela  posé,  l'aire  de  la  section  faite  dans  l'une  des  conjuguées,  qui 
ont  leurs  ordonnées  réelles,  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xz^  est  la 

la  période  imaginaire  (o  de  l'intégrale  /  zdx^  calculée  en  supposant  y 

constant;  le  segment  compris  entre  deux  plans  parallèles  au  plan  des 
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xz  est  donc  (  oxfy,  qui  a  la  même  valeurj  quelle  que  soit  la  conjuguée 

dont  il  s'agisse. 

Il  reste  donc  seulement  à  établir  que  toutes  ces  conjuguées  ont  les 
mêmes  limites,  parallèlement  au  plan  <les  xz. 

Or  cela  est  évident  :  elles  touchent  en  effet  toutes  la  surface  réelle 
aux  points  où  elle  a  son  plan  tangent  parallèle  aux  xz. 


De  la  manière  dont  s'accroît  Fintégrale  double. 

412.  Quelle  que  soit  la  loi  qui  régisse  le  mouvement  du  point 
[Xy  y  y  z\  on  pourra  toujours  regarder  la  portion  de  surface  qu'il  dé- 
crit et  à  laquelle  correspond  le  volume  qui  forme  la  valeur  de  l'inté- 
grale double  (à  la  différence  près  de  l'intégrale  simple  qu'introduit  le 
changement  de  direction  dans  Taxe  des  2),  comme  engendrée  par  une 
courbe  B  tracée  sur  la  surface  réelle,  sur  une  de  ses  conjuguées,  perma- 
nente ou  non,  ou  sur  des  conjuguées  pour  lesquelles  le  rapport  des 
caractéristiques  G  et  C  resterait  le  même,  ce  rapport  pouvant  d'ailleurs 
changer  ou  non  avec  la  position  de  la  courbe  B. 

Dans  le  dernier  cas,  qui  est  le  plus  générales!  la  courbe  B  se  déplace 
infiniment  peu,  l'intégrale  subit  trois  variations  distinctes. 

i^  Si  par  chaque  point  de  la  courbe  B,  on  fait,  dans  la  conjuguée  à 
laquelle  appartient  ce  point,  une  section  parallèlle  à  la  direction  qu'il 
faudrait  donner  au  plan  des  xz  pour  rendre  réelles  les  ordonnées  de  la 
courbe  B,  ces  sections  forment  une  nappe  N  tangente  à  la  surface  réelle 
suivant  une  courbe  A  :  or,  lorsque  la  courbe  B  se  déplace,  la  courbe  A 
se  déplace  aussi  sur  la  surface  réelle,  et  l'intégrale  s'accroît  d'abord 
du  volume  correspondant  à  la  portion  de  la  surface  réelle  parcourue 
par  la  courbe  A. 

^  La  nappe  N  prend  à  chaque  instant  des  limites  différentes,  et  si  Ton 
mène  par  chaque  point  de  la  courbe  B  et  par  le  point  correspondant  de 
la  courbe  A  deux  parallèles  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée  qui  passe 
au  point  considéré  de  B,  la  nappe  N,  le  plan  des  xy  et  les  deux  conoïdes 
formés  par  les  deux  suites  de  droites  qui  viennent  d'être  définies»  enve- 
loppent un  certain  volume  :  ce  volume  varie  quand  la  courbe  B  se  dé- 
place, et  la  variation  qu'il  subit  est  la  seconde  partie  de  l'accroissement 
de  l'intégrale. 

3<*  Enfîn  si  Ton  a  formé  l'expression  du  volume  compris  entre  le 
plan  des  xy,  le  cylindre  parallèle  aux  z  ayant  pour  directrice  la 
courbe  B  et  le  conolde  défini  comme  il  vient  de  l'être,  ayant  la  même 
directrice  B,  ce  volume  ayant  été  représenté  par  la  même  intégrale 
simple  qui  le  fournirait  réel  :  la  variation  de  cette  intégrale  simple 
est  la  troisième  partie  de  l'accroissement  de  l'intégrale  double. 
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De  la  manière  dont  s' engejidrent  les  périodes. 


415.  Lorsque  la  courbe  B  se  déplace,  la  courbe  A,  si  elle  se  trouve 
sur  une  nappe  fermée  de  la  surface  réelle,  peut  parcourir  cette  nappe 
plusieurs  fois  dans  le  même  sens;  et  chaque  fois  qu'un  tour  enlier  se 
trouve  achevé,  Finlégrale' comprend  une  fois  de  plus  le  volume  réel  en- 
fermé par  cette  nappe.  C'est  ainsi  que  s'engendrent  les  périodes  réelles. 

Si  la  courbe  B  reste  sur  une  nappe  illimitée,  la  partie  imaginaire  de 
rintégrale  croit  ou  décroît  suivant  que  cette  courbe  B  s'éloigne  ou  se 
rapproche  de  la  surface  réelle  ;  elle  peut  diminuer  jusqu'à  zéro  ou 
croître  sans  limite,  mais  le  volume  formé  ne  peut  être  engendré  deux 
fois,  si  l'on  écarte  le  cas  où,  la  courbe  B.  étant  fermée,  on  supposerait 
qu'elle  fût  parcourue  plusieurs  fois  dans  le  même  sens  par  le  point  mo- 
bile. 

D'un  autre^  côté,  lorsque  la  courbe  B  reprend  la  môme  position, 
l'intégrale  simple  complémentaire  reprend  la  même  valeur,  sans  am- 
biguïté, et  son  accroissement  total  se  réduit  à  zéro. 

Rien,  dans  l'hypothèse,  ne  permet  donc  alors  aux  périodes  imaginaires 
de  se  développer . 

Mais  si  la  courbe  B  parcourt  une  conjuguée  fermée,  ou  si,  en  avan- 
çant, elle  passe  d'une  conjuguée  fermée  à  une  autre  voisine,  ou  si  ses 
différents  points  restent  sur  des  conjuguées  fermées  d'une  même  caté- 
gorie ;  cette  courbe  peut  deux,  ou  trois,  ou  quatre  fois  parcourir  dans 
le  même  sens  une  conjuguée  fermée,  ou  en  parcourir  les  portions  équi- 
valentes sur  les  conjuguées  fermées  sur  lesquelles  elle  arrive  successive- 
ment, ou  sur  lesquelles  se  transportent  ses  différents  points;  et,  dans 
ce  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  peut  comprendre  un  nombre  quelconque 
de  fois  le  volume  intérieur  commun  des  conjuguées  considérées. 

4i4.  Enfîn  les  périodes  relatives  aux  nappes  fermées  de  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  s'engendrent  comme  celles  qui  se  rapportent 
aux  nappes  fermées  de  l'enveloppe  réelle,  avec  cette  différence,  toutefois, 
que  chaque  conjuguée  ne  touchant  généralement  l'enveloppe  imaginaire 
qu'en  quelques  points,  une  nappe  fermée  de  cette  enveloppe  ne  pourrait 
être  engendrée  que  par  le  mouvement  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
contact  avec  cette  nappe',  d'une  infinité  de  conjuguées;  de  sorte  que,  pour 
que  cette  nappe  pût  être  engendrée,  il  faudrait  que  la  courbe  mobile  B 
se  composât  dCvpoints  appartenant  à  toute  une  série  de  conjuguées. 
Mais,  dans  cette  hypothèse,  la  surface  mobile  parcourue  par  le  point 
[x,  ^,  z]  pourrait  être  formée  du  lieu  des  courbes  tracées  à  partir  des 
points  de  la  courbe  B,  sur  les  conjuguées  passant  par  ces  points,  de 
manière  à  aller  rejoindre  les  points  de  contact  de  ces  conjuguées  avec 
la  nappe  considérée  de  l'enveloppe  imaginaire. 

11'  p.  15 
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Détermination  du  nombre  de  chacune  des  périodes  que  doit 

comprendre  fintéffrale. 

415.  Il  est  évident  que  Ton  ne  saurait  prétendre  à  donner  une  for- 
mule de  ce  nombre  ;  il  s'agit  seulement  d'indiquer  un  caractère  auquel 
on  puisse  reconnaître  que  k  période  est  achevée. 

Il  suftlra  d'un  mot  pour  ce  qui  concerne  les  périodes  réelles  :  chaque 
fois  qu'une  nappe  fermée  de  la  surface  réelle  aura  été  engendrée  de 
nouveau  par  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  avec  celte  niippe  des 
courbes  tracées  à  partir  des  points  de  la  courbe  mobile  B,  sur  les  con- 
juguées qui  les  contiennent,  il  faudra  compter  une  période  de  plus. 

La  même  notion  suffit  évidemment  pour  rendre  compte  de  la  répé- 
tition des  périodes  relatives  aux  nappes  fermées  de  l'enveloppe  imagi- 
naire. 

Quant  aux  périodes  relatives  aux  nappes  fermées  des  conjuguées, 
elles  peuvent  se  clore  de  plusieurs  manières  différentes  :  la  partie  ima- 
ginaire de  l'intégrale,  qui  s'accroît  à  mesure  que  la  courbe  B  s'éloigne 
de  la  surface  réelle,  atteint  la  valeur  du  demivolumè  intérieur  de  l'une 
des  conjuguées  fermées,  au  moment  où  cette  courbe,  se  réduisant  à  un 
point,  a  parcouru  dans  son  entier  l'un  des  hémisphères  delà  conjuguée, 
séparés  par  la  surface  diamétrale  qu'elle  a  en  commun  avec  la  sur- 
face réelle.  A  partir  de  là,  la  courbe  B,  en  reprenant  des  dimensions 
finies,  retrancherait  une  partie  du  volume  imaginaire  déjà  engendré,  la 
demi-période  achevée  se  perdrait  petit  à  petit,  et  la  partie  imaginaire 
de  l'intégrale  pourrait  redevenir  nulle  au  moment  où  la  courbe  B  repas- 
serait sur  la  surface  réelle.  Toutefois  il  n'en  serait  déjà  plus  ainsi  si  le 
point  où  se  réduit  la  courbe  B  appartenait  à  la  limite  commune  des  deux 
hémisphères,  c'est-à-dire  à  la  surface  réelle,  parce  que  la  courbeB,  enre- 
preniintdesdimensionsûnies,  pourrait  se  transporter  de  l'un  sur  l'autre 
hémisphère,  de  façon  que  les  deux  hémisphères  étant  parcourus  succes- 
sivement, toujours  dans  le  même  ordre,  chaque  demi-période  achevée 
s'ajoutât  aux  précédentes. 

Mais,  en  général,  l'accumulation  des  périodes  se  produira  par  le 
mouvement  de  la  courbe  B,  tournant  comme  autour  d'un  axe,  tou- 
jours dans  le  même  sens,  de  façon  à  décrire  plusieurs  fois  une  même 
conjuguée  ou  des  parties  équivalentes  de  conjuguées  voisines. 

Chaque  fois  que  la  courbe  B  viendrait  de  nouveau  se  confondre  avec 
la  courbe  de  contact  d'une  conjuguée  avec  la  surface  réelle,  ou,  si  tous 
les  points  de  la  courbe  B  n'appartenaient  pas  à  une  même  conjuguée, 
chaque  fois  qu'elle  viendrait  se  placer  sur  la  surface  réelle,  ou  enfin  si 
tous  les  points  de  la  courbe  B  ne  passaient  pas  simultanément  sur  la 
surface  réelle,  dès  qu'ils  y  auraient  du  moins  tous  passé,  il  faudrait 
compter  une  période  de  plus. 
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Du  cas  oit  Véqtiation  proposée  aurait  ses  coefficients  iniaginaires. 


416.  Le  cas  où  réquation  /  (a?,  y,  z)  =0  aurait  ses  coefficients  ima- 
ginaires se  ramène  à  l'autre  comme  dans  la  théorie  des  intégrales 
simples. 

Lorsque  les  coefficients  de  Téquation  que  l'on  traite,  précédemment 
réels^  Tiennent  à  prendre  des  acbroissements  imaginaires  d'abord  infini- 
ment petits,  la  surface  réelle  se  transforme  instantanément  en  enveloppe 
imaginaire,  mais  sans  changer  qu'infiniment  peu  de  forme,  de  sorte 
que  ses  nappes  fermées  se  retrouvent  dans  la  nouvelle  enveloppe.  Les 
valeurs  de  Tinlégrale  qui  correspondent  à  leur  parcours  restent  des 
périodes  de  l'intégrale. 

Quant  aux  conjuguées,  elles  conservent  leur  figure  primitive,  sauf 
qu'il  s'y  joint  de  nouvelles  nappes  provenant  d'une  sorte  de  clivage  de 
l'ancienne  surface  réelle,  par  des  motifs  analogues  à  ceux  qui  ont  été 
donnés  aux  nuihéros  151  et  152.  Mais  ces  conjuguées  conservent  leurs 
nappes  fermées  et  les  valeurs  de  l'intégrale  qui  correspondent  aux 
parcours  de  ces  nappes  formées  restent  des  périodes  de  Tintégrale. 

Enfin  l'ancienne  enveloppe  imaginaire  persiste  et  les  valeurs  de  Tin- 
tégrale  ^ui  correspondent  aux  parcours  de  ses  nappes  fermées  restent 
des  périodes  de  l'intégrale. 


EXEMPLES. 


417.  Nous  prendrons  d'abord  pour  exemple  l'intégrale 
qui  donne  Taire  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 


X 


f 


2«' 


^s  ^  /.«         ^~  ^' 


a 


La  même  intégrale,  multipliée  par  a,  représenterait  te  volume  indé 
fini  compris  entre  le  plan  des  xy  et  la  surface 


/ 


««^6« 
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Le  contour  apparent  de  cette  surface  est  formé  des  deux  ellipses 


œ 


et 


la  première  est  entourée  par  la  seconde,  par  conséquent  la  surface 
réelle  se  projette  dans  l'intérieur  de  la  première  et  au  dehors  de  la 
seconde  ;  elle  se  compose  donc  d'une  nappe  fermée  de  toutes  parts, 
comprise  entre  les  plans  £  =  d=  a  et  le  cylindre 


et  d'une  nappe  indéfinie,  asymptotique  au  cylindre 

qui  tombe  ensuite  comme  en  forme  de  rideau  pour  s'épanouir  parallè- 
lement au  plan  des  xy,  en  s'appuyant  à  l'infini  sur  le  conolde 


qui  en  forme  la  seconde  asymptote.- 

La  conjuguée  à  abscisses  et  à  ordonnées  réelles  touche,  sur  le  plan 
des  xt/y  le  cylindre 


et  est  asymptotique  au  cylindre 


Les  autres  conjuguées  sont  des  anneaux  toroldes  compris  entre  les 
deux  nappes  de  la  surface  réelle. 
L'intégrale 

r   r    /i:i+iî..4.*!+£!7r;" 
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aura  pour  période  réelle  le  volume  compris  dans  l'intérieur  de  la  nappe 
fermée  de  la  surface  réelle,  et  pour  période  imaginaire  le  volume 
compris  dans  Fintérieur  d'une  conjuguée  quelconque,  ou  entre  la 
conjuguée  dont  les  z  seuls  sont  imaginaires  et  le  cylindre  asympto- 
tique 

a«  ^  A»  "• 

418.  Cet  exemple  donne  lieu  à  des  remarques  analogues  à  celles  que 

nous  avons  présentées  à  propos  de  la  rectification  de  l'hyperbole.  Nous 

rappellerons  d'abord  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  230  :  quand  le  point 

[^9  y 9  ^]  se  déplace  sur  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  paral- 

dz        dz 
lèlement  au  plan  des.xz  ou  des  yz,  les  dérivées  partielles  ^et  ^ 

sont  réelles,  et  le  cosinus  de  l'angle  formé  avec  le  plan  des  xy  par  le 
plan  tangent  à  cette  enveloppe,  au  point  [x^y^  z] ,  est  eùcore  exprimé 
par  la  formule 

toutefois  dx.dy  nei  représente  généralement  plus  alors  la  projection  sur 
le  plan  des  xy  d^un  élément  superficiel  de  l'enveloppe,  de  sorte  que 
l'intégrale 

U 

prise  entre  des  limites  appartenant  à  l'enveloppe  imaginaire^  ne  fournit 
généralement  pas  Taire  de  cette  enveloppe. 

Hais  si  les  coordonnées  a?,  y,  z  des  différents  points  de  l'enveloppe 
sont  imaginaires  sans  parties  réelles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sont 
composées  de  parties  réelles  constantes  et  de  parties  imaginaires  seules 
variables,  or,  y^  z  ayant  alors  ou  pouvant  recevoif  la  forme 


x=pvCrT, 

dx.dy  se  réduira  à  —  d^.  d^  et  représentera,  au  signe  près,  la  projec- 
tion sur  le  plan  des  xy  d'un  élément  superficiel  de  l'enveloppe,  de  sorte 
que  Tintégrale  ^ 


conviendra  aussi  à  l'expression  de  l'aire  indéfinie  de  cette  enveloppe. 
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Cela  posé,  l'enveloppe  imaginaire  de  t'hyperbololde  &  une  nappe 


est  Itypertiololde  i  deux  nappes 


dont  les  points  sont  fournis  par  les  solutions  de  la  forme 
de  l'équation  proposée  ;  par  conséquent  l'intégrale  double 


Jtdx.dy 


^ 


4-K- 


pourvu  qu'on  en  détermine  convenablement  les  limites,  fournira  éga* 
îement  bien  les  aires  de  l'une  eLdel'aulre  des  deux  enveloppes,  seulement 
la  seconde  aire  sera  affeclée  du  signe  contraire  à  celui  qu'elle  devrait 
avoir  d'après  le  sens  dans  lequel  elle  aurait  été  engendrée. 

419.  Cette  remarque  donne  nisément  l'interprétation  de  la  période 
réelle  de  l'intégrale  quadratnce  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

Biais  nous  rechercherons  d'abord  directement  celte  période,  en  sup- 
posant, toutefois,  pour  rendre  la  démonstration  accessible  an  calcul,  que 
i'bypeiboloïde  soit  de  révolution  autour  de  son  axe  non  transverse. 


Si  l'on  a  pris  cet  axe  non  transverse  pour  axe  des  z,  l'Ëqualion  de  la 
section  méridienne  contenue  dans  leplandesxz  sera  a V  —  i'j.' = — a***, 
et  la  courbe  dont  l'airè  divisée  par  a  donnerait  la  longueur  de  cette 


DES   INTÉGRALES  DOUBLES.  231 

* 

section  méridienne  sera  la  courbe  ABA'B'CDC'D'G"D"G'''D'"  de  la  figure  24 
du  n*  36i,  qui  nous  a  déjà  servi  à  trouver  l'inlerprélalion  des  pé- 
riodes de  rinlégrale  reclificatrice  de  l'hyperbole  a^t/  —  l^x^  =  —  a*A*. 

L'aire  DGEF,  arrêtée  à  une  distance  x  =  R,  représente  le  produit 
par  a  de  l'arc  de  l'hyperbole  génératrice»  compris  en  Ire  le  sommet  de 
cette  hyperbole  et  le  point  dont  l'abscisse  serait  R,  par  conséquent  l,e 
volume  engendré  par  la  révolution  de  cette  aire  autour  de  BB'  re- 
présentera le  produit  par  a  de  Taire  de  l'byperboloïde,  comprise  entre 
les  deux  parallèles 

ar«-fy«  =  a«      et      a:*  +  y*  =  R». 

De  même  Taire  DGB,  arrêtée  à  la  distance  x  =:  R,  représente  le 
produit  par  a  de  Tare  de  l'hyperbole  supplémentaire  de  la  proposée, 
compris  enlre  son  sommet  et  le  point  x  =  R,  par  conséquent  le  volume 
engendré  par  la  révolution  de  celle  aire  aulour  du  même  axe  BB'  re- 
présentera le  produit  par  a  de  Taire  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes, 
supplémentaire  du  proposé^  comprise  enlre  les  deux  parallèles 

X*  +  y*  =  0      et      x«  +  y'  =  R*. 

Enfin  Taire  DGOF,  arrêtée  à  la  même  distance  x  =  R,  représente  le 
produit  par  a  de  la  longueur  de  l'asymptote,  comprise  entre  l'origine  et 
le  point  X  =  R,  par  conséquent  le  volume  engendré  par  la  révolution 
de  cette  aire  représentera  le  produit  par  a  de  Taire  du  cône  asymptote, 
comprise  entre  les  parallèles 

x*-|-y*  =  0      et      x»+y*  =  R'. 

Soient  ds  un  élément  de  Thyperbole  proposée,  ds'un  élément  de  l'hy- 
perbole supplémentaire  et  d(s  un  élément  de  Tasymplote  commune, 
Taire  engendrée  parla'rolalion  de  Thyperbole  proposée  sera 

celles  qui  seront  engendrées  par  Thyperbole  supplémentaire  et  par 
Tasymptote  seront  de  même 

^-Klxds'      et      "hCLxdtr; 

par  conséquent  les  trois  volumes  considérés  précédemment  seront 

^-KoSadsj      ^tzdlxél      et      ^"Kaïadts) 

la  différence  des  deux  derniers  est 

2ita  (Sxrfff  —  2xdi'), 

ou 

2ira2x((/<x  —  ds^)y 
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en  attribuant  la  môme  abscisse  aux  éléments  correspondants.  Cette 
différence  peut  encore  s'écrire 

27r2ar(ad(j — ad/). 

Mais  a^<T — acb'estla  différence  des  éléments  ayant  pour  base  com- 
mune dr,  des  aires  DGOP  et  DBOP,  ou  l'élément  de  l'aire  DBG,  ayant 
pour  base  dx^  de  sorte  que 

2«2a;  (arf<r  ' —  ads'), 

ou  le  produit  par  a  de  la  différence  des  aires  de  l'hyperbolo!de  à  deux 
nappes  et  du  cône  asymptote,  comprises  entre  les  parallèles  ar*4-y*=0 
et  a?  +y'  =  R',  est  égal  au  volume  engendré  par  Taire  DBG. 

La  courbe  DBD'',  en  tournant  autour  de  Taxe  BB'  n'engendre  pas 
une  conjuguée  de  la  surface  quadratrice 


/fli»  H-  6*    .    .    Q'  +  ^*   ,      " 

/ r X^  H r W*  —  1 

=  =a\     -^ ; ±-1 , 

^  û«  ^  fl« 

car  l'abscisse  d'un  de  ses  points  étant  imaginaire  de  la  forme  p  V:~*» 
la  courbe  que  décrit  ce  point  est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
du  cercle 

a^  +y^  =  —  ^\ 

c'est-à-dire  le  (cercle  x*  +  y*  =  ^*,  représenté  en  coordonnées  imagi- 
naires sans  parties  réelles. 

Aussi  le  volume  enveloppé  par  cette  surface  n'est-il  pas  imaginaire, 
car  il  est  exprimé  par 

—  pVz. 


Mais  ce  volume  réel,  quoique  la  surface  qui  l'enferme  ne  soit  pas  une 
nappe  de*  la  surface  réelle,  n'en  est  pas  moins  le  produit  par  a  de  la  pé^ 
riode  réelle  de  l'intégrale  quadratrice  de  Thyperboloïde  de  révolution. 

Cette  période  réelle  est  donc  la  différence  des  aires  indéfinies  de 
rhyperboloïde  à  deux  nappes,  supplémentaire  du  proposé,  et  du  cône 
asymptote,  terminées  à  deux  parallèles  de  même  rayon  indéfiniment 
croissant. 

Ce  résultat  s'explique  naturellement  de  la  manière  suivante. 

420.  Chaque  génératrice  du  cône  asymptote  d'un  hyperbolo!de 
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est  une  conjuguée  limite  de  la  section  de  rhyperboloïde  par  un  plan 
passant  par  cette  génératrice,  le  cône  asymptote  lui-même  fait  donc 
partie  de  la  surface.  Ce  cône  est  en  effet  représenté  d'une  infinité  de 
manières  par  les  solutions  infinies  de  Téquation 


car  si  l'on  pose  dans  cette  équation 


on  aura,  pour  déterminer  a,  ^,  «',  ^\  ol'  et  ^"^leà  deux  équations 
et 


la 


qni,  en  supposant  x,  ye\z  infinis,  se  réduiront  à 

a»  — _^       g"  —  ft"  _  g*^  —  fi'" 


=  0 


o" 


et 


gfi        «'fi'       «T        „ 


et  exprimeront  que  le  point  [x,^^  z]  appartient  au  cône  asymptote  ou 
à  Tune  de  ses  conjuguées  et  l'on  obtiendra  tous  les  points  du  cône 
asymptote  lui-même  en  joignant  à  ces  deux  équations  la  condition 

»1  "T"  At  J  ^> 


qui,  combinée  avec  les  précédentes,  donne 

g*        ^        *'"  _  n 


a 


J'Q» 


a 


d*où  l'onvoitque  l'on  pourra  particulièrement  engendrer  le  cône  asymp- 
tote en  laissant  a^  a  et  a"  ou  ^,  p'  et  ^^  infinis  et  constants,  et  faisant 
varier  seulement  p,  p'  et  P"  ou  a,  a'  et  a". 
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Dans  le  premier  cas  dx^ây  ^\.dz  seront  imaginaires  sans  parties  réelles 
ety  dans  le  second,  entièrement  réels,  mais  dans  l'un  et  Tautre  cas 

-—  =p  et  7-==  y  seront  réels,  par  conséquent 

1 


V/»«.+?*  +  i 


représentera  le  cosinus  de  Tangle  avec  le  plan  des  xy  de  l'élément  de  la 
surface  engendrée. 

D'un  autre  côté  dx  .  dy  représentera  la  projection  sur  le  plan  des  xy 
de  cet  élément  delà  surfacer,  cet  élément  sera  donc  représenté  par 


au  signe  près,  si  dx  et  dy  sont  imaginaires  sans  parties  réelles. 

Cela  posé,  on  obtiendra  une  surface  fermée,  représentée  par  l'équa- 
tion 


r.l 


y' 


>rf 


—  4-ÎZ 1.=:  I 


a 


et  le  long  de  laquelle,  par  conséquent,  l'aire  engendrée  sera  une  pé- 
riode de  l'intégrale  quadratrice ,  en  déplaçant  parallèlement  à  elle- 
même^  le  long  de  l'arc  BT,  l'ellipse 


z  =  ^"sl-i, 


^1  +  ^.-1+  ^» 


de  façon  qu'elle  engendre  la  nappe  supérieure  TBT**  de  Thyperboloïde 
supplémentaire  du  proposé;  en  faisant  passer  cette  ellipse,  arrivée  à 

l'inGni,  sur  le  cône  asymptote  et  lui 
faisant  parcourir  successivement  ses 
deux  nappes,  a,  «  et  a'  variant  alors 
deOà  —  00^  au  moment  d'atteindre 
le  plan  des  xy,  et  de  -|-  ^  ^  0  du 
plan  des  xy  à  l'inflni  en  dessous,  ra- 
menant alors  l'ellipse  mobile  sur  la 
nappe  inférieure  de  l'hyperboloîde 
T'B'T'  et  lui  faisant  parcourir  cette 
nappe  jusqu'à  ce  qu'elle  s'évanouisse 
enB'. 

Or,  Taire  engendrée  dans  ce  par- 
cours sera  réelle  et  égnle  à  la  différence  des  aires  indéfmies  de  Tby- 
perbololde  à  deux  nappes  et  du  cône  asymptote,  arrêtés  à  deux  sections 
égales. 
Cette  différence  est  donc  la  période  réelle  de  l'intégrale  quadratrice 


Fig,  35  bis. 


\ 
} 
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de  rhyperboloîde  à  deux  nappes,  comme  on  Tavait  trouvé  précédem- 
ment. 

421.  Remarque.  —  Dans  le  nouvel  ordre  d'idées  où  nous  venons  de 
nous  placer,  la  même  période  réelle  se  présenterait  plus  simplement 
d'une  autre  manière  et  sous  une  autre  forme.  En  effet,  pour  engendrer 
Taire  de  l'byperboloïde  à  une  nappe,  comprise  entre  les  deux  plans  pa- 
rallèles au  plan  des  xy  menés  par  les  points  M  et  N,  on  pourrait  suppo- 
ser que  Ton  fit  glisser  parallèlement  à  elle-même,  le  long  de  MNT, 
jusqu'à  l'infini,  l'ellipse  génératrice  de  la  surface,  qu'on  fît  alors  passer 
cette  ellipse  sur  le  cône  asymptote  et  qu'on  lui  fît  parcourir  dans  toute 
leur  étendue  les  deux  nappes  de  ce  cône  en  faisant  varier  seulement^,  ^' 
et  p"  de  0  à  —  oo  d'abord,  et  ensuite  de  -f  oo  à  0,  qu'on  la  ramenât  alors 
sur  l'byperboloïde  à  une  nappe  et  qu'on  la  lit  glisser  sur  cet  byperbo- 
loïde  tout  le  long  de  l'arc  T"MN,  enfîn  qu'on  Tarrêlât  au  point  N. 

On  aurait  ainsi  décrit  la  surfiiçe  du  segment  compris  entre  les  points 
M  et  N,  plus  la  différence  des  aires  indéfinies  de  l'byperboloïde  à  une 
nappe  et  de  son  cône  asymptote,  arrêtés  à  une  même  section. 

Cette  différence  doit  donc  aussi  être  une  période  de  l'intégrale  qua- 
dratrice  de  l'byperboloïde  à  une  nappe. 

On  peut  conclure  de  là,  en  s'appuyant  sur  ce  que  l'intégrale  quadra- 
trice  n'a  qu'une  période  réelle,  que  deux  byperboloïdes  supplémen- 
taires, prolongés  jusqu'à  une  même  section  indéfînie,  ont  même  aire. 

Mais  la  môme  section  du  cône  asymptote  ne  va  pas  se  placer  à  la 
même  bàuteur  sur  les  d^ux  byperboloïdes,  et,  quoique  la  différence  de 
hauteur  soit  inOniment  petite,  comme  le  périmètre  de  la  section  est 
infini,  la  différence  des  surfaces  est  Unie  :  elle  est  égale  à  la  différence 
des  aires  des  deux  byperboloïdes  prolongés  jusqu'à  une  même  bauteur 
infinie. 

En  effet,  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  les  deux  byperbo- 
loïdes de  révolution,  la  différence  de  niveau  de  deux  sections  de  même 
rayon  x  sera 


et  la  longueur  de  la  portion  de  la  génératrice  du  cône  asymptote  com- 
prise entre  les  plans  des  deux  sections  sera 


2fl  y/g»  -f  &* 

X  -[-  s^  4"  ^ 

de  sorte  que  si  l'on  suppose  x  assez  grand  pour  que  la  courbure  de  la 
courbe  méridienne  ait  disparu,  l'aire  comprise  sur  l'un  ou  l'autre  des 
byperboloïdes,  entre  les  plans  des  deux  sections,  sera 

2a  \/û*  +  i? 


2t:x ^.       I    OU    27ca  v^a*  -|-  6*. 

X  +  V  X*  -f-  a* 
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183.  Considérons  encore  l'équalion 

i'  +  j'  +  î'  =  (r  +  ,-'v^)' 
i  donne 

iz  ^      x^      «  +  fi\/^    et     ^l=-^=-i±lÉ. 
ix  z  .-_|_  ^•^_  ^  dy  z  ,"_]_  ^«fTs 

ar  qne  -r  ^^  y  soient  réels,  il  faudra  que 


lillenrs  on  aura 

..  _  p.  +  «-.  _  fl- +  «".  _  ^".  =  r*  -  r" 

Si  l'on  élimine  %  ^'  et  ^"  entre  ces  quatre  éqaatïons,  ce  qoe  l'on 
a  en  les  remplaçant  d'abord  respectivement  par  kn,  k%',  k»"  et  Élimi- 
nt  ensuite  k,  on  aura  d'abord 

(,.  +  «'.  +  ^'.j.  _  (,J  _  /.)  („.  +  ,-.  +  a-^)  =  rV'  =  0, 


lis  on  ne  pourra  prendre  que 

«*  +  *"  +  ""*  =='^' 
en  résulte 

comme  on  a 

2ap  +  2»'^'  +  2«"^"  =  2rK, 

I  ajoutant  les  trois  équations,  on  obtient 

(« + p)* + (*' + pr  +  ("" + n ={'•+ r-)\ 
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ce  qui  est  Téquation  de  la  surface  dont  le  volume  est  ^Y  ;  de  même,  en 
ajoutant  les  deux  premières  et  retranchant  la  troisième,  on  trouve 

(«  -  pY + («'  -.  ^y + («"  -  ry ={r-  o', 

ce  qui  est  l'équation  de  la  surface  dont  le  volume  est  Y',  quant  aux  vo- 
lumes Yi  et  y\  ce  sont  ceux  des  surfaces 

a»4-a'»-fa"*=:r*     et     p" -f  P"  +  p''«  =  r'*. 

Ainsi  les  quatre  surfaces,  dont  les  volumes  Y,  Y',  Yj  et  Y'^  composeront 
l'intégrale  cherchée,  sont 

^  +  y»  +  z«  =  (r  +  r')«, 
^  +  y«  +  z«=(r-r')», 
ar*  +  y*  +  z'  =  r". 

Cette  intégrale  serait,  pour  des  limites  quelconques, 

Y  +  r 


^Y Y'  \     /— 


mais,  si  Ton  veut  la  période  de  cette  intégrale,  il  faudra  étendre  I  à  tout 

dz     dz 
le  système  de  solutions  pour  lesquelles  —  et  —  restent  réels,  c*est-à- 

dire  prendre  pour  Y,  Y',  Y^  et  Y'j  les  volumes  des  quatre  sphères  en- 
tières :  on  aura  ainsi 

OU,  en  réduisant,  '   * 


qui  est,  en  effet,  la  période  de  l'intégrale 


L^ 
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DES  INTÉGRALES  D*ORDRE  QUELCONQUE 


De  Vintégrale  relative  au  champ  réel  ou  à  Vun  des  champs 

imaginaires  conjugués. 

425.  On  peut  généraliser  les  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans 
les  chapitres  précédents,  et  les  étendre  aux  plégrales  d*ordre  quel- 
conque. 

Mais  nous  devons  d'abord  expliquer  le  sens  de  quelques  mots  nou- 
veaux que  nous  serons  oblij^iés  d'employer. 

La  géométrie  ne  fournissant  pas  de  moyens  de  figurer  les  solutions 
qui  peuvent  convenir  à  une  équation 

contenant  plus  de  trois  variables,  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous 
le  nom  de  champ  réel  de  l'équation,  l'ensemble  de  ses  solutions  réelles, 
et,  par  champs  imaginaires  conjugués,  les  ensembles  de  ses  solutions 
imaginaires  groupées  convenablement. 

Toute  équation  aura  un  champ  réel  et  une  infinité  de  champs  ima- 
ginaires conjugués,  chacun  de  ces  derniers  comprenant  toutes  les  so- 
lutions de  l'équation  proposée  où  les  parties  imaginaires  de  x,  y,  z..» 

il         i 

tj  u,  F  seraient  comme  des  nombres  constants -7 ,  --  ^...  --,  1. 

Les  solutions  appartenant  à  un  même  champ  imaginaire  conjugué 
seront  donc  de  la  forme 

X  =  «  +  ^^  n/=T, 


P« 


F  =  a,  +  p„  vdl. 


^ 


DES  INTÉGRALES  d'ORDRE  QUELCONQUE.  239 

Lesn  -|-  2  variables  a,  a^,  a,,  a,,...,  an  et  ^  étant  liées  "entre  elles 
par  les  deux  équations  dans  lesquelles  se  décompose  réqualion/'=0, 
l'indétermination  4ans  chaque  groupe  de  solutions  imaginaires  appar- 
tenant à  un  même  champ  conjugué,  sera  de  Tordre  n,  comme  dans  le 
groupe  des  solutions  réelles. 

424.  Les  solutions  appartenant  à  un  môme  champ  imaginaire  con- 
jugué pourraient,  d'une  inGnité  de  manières  difTérentes,  être  rendues 
réelles  par  rapport  à  toutes  les  variables  moins  une,  au  moyen  de  trans- 
formations linéaires. 

La  plus  simple  de  ces  transformations  consiste  à  substituer  à  x,  y,  2, ... , 
/,  u  les  variables  définies  par  les  équatk)ns 


x' 

=  x 

F 
^'1 

y' 

—y 

F 

z' 

z 

F 

u' 

=  M 

F 

c„ 

Le  champ  imaginaire  par  rapport  à  F  seulement  de  l'équation 

/F  F  F        \ 

ri    i       1-1 

remplacerait  le  champ  imaginaire  |  -,-7,...  --    de  Téquation 

Lt»!  Cl        LnJ 

/(oTjyjZ,..., /,  w,  F)  =  0.. 

42S.  Le  champ  imaginaire,  par  rapport  à  F  seulement,  de  l'équa- 
tion 

/(x,y,z,...,  ^  a,  F)=0, 

touche  le  champ  réel  de  la  même  équation  par  les  solutions  réelles 
communes  aux  équations 

Le  groupe  des  solutions  communes  au  champ  réel  et  à  tout  autre  champ 
imaginaire  conjugué  sera,  au  moyen  de  la  transformation  précédente, 
tout  aussi  facile  à  obtenir. 

Le  champ  imaginaire  conjugué     -7,  ;rj-«7r     touchera    évidem- 

Lt*4    Li       LjiJ 
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ment  le  champ  réel  par  les   solutions  correspondant  aux  solutions 
réelles  communes  aux  deux  équations 


et 


iA'(x'+|;,...)+^/-/(x'+î....)+...+A'(x'  +  I,..)=o. 

Pour  un   champ  imaginaire  par  rapport  à  ti  et  F  seulement,  ces 
équations  deviendraient 


et 


i  fu'  (x,  y ,. . .  ^,  w'  +  1,  f)  +  fi  (x,  y, .. .  f ,  ti'  +  |.,  f)  =  0. 

4S6.  Si  Ton  ne  considère  d'abor^que  les  solutions  réelles  d'une  équa- 
tion 

l'intégrale 

y  F.dx  ,dy  .dz dt.du 

pourra  immédiatement  se  mettre  sous  la  forme 

fdx  fdy  fdz,..  Çdt  jFdu. 

Si  d'ailleurs,  le  champ  réel  en  question  étant  supposé  fini,  continu 
et  unique,  on  veut  étendre  l'intégrale  à  tout  ce  champ,  comme  les  va- 
leurs de  u  et  de  F  qui  correspondront  à  un  système  de  valeurs  choisies 
pour  X,  y,  z,...,  ty  formeront  elles-mêmes  un  lieu  fermé,  on  prendra 

l'intégrale  /  Fdu  pour  le  contour  entier  de  ce  lieu,  c'est-à-dire,  par 

exemple,  entre  les  limites  déterminées  par  ff=0;  en  substituant,  bien 
entendu,  à  F  la  différence  de  ses  deux  valeurs. 
L'intégrale  obtenue,  qui  sera  une  fonction  de  x^  y,  z,...,  s,  /,  étant 

désignée  par  F|,  on  prendra  ensuite  l'intégrale  /  F^dt  entre  les  limites 

pour  lesquelles  F,  serait  nul . 
La  nouvelle  intégrale  obtenue,  qui  sera  une  fonction  de  x,  y,  Zj..,s, 

étant  désignée  par  F,,  on  prendra  de  même  l'intégrale  /  F^cls  entre  les 

1  imites  pour  lesquelles  F,  serait  nul. 
Et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'au  bout. 
11  n'y  a  pas  lieu  de  poser  la  question  de  savoir  si  l'intégrale  serait 
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restée  la  même,  Tordre  des  intégrations  venant  à  changer  d'une  ma- 
nière quelconque  ;  le  résultat  délinitiF  sera  toujours  le  môme,  parce 
qu'en  fait  ce  sera  toujours  la  même  grandeur  concrète  qu'on  aura  cal- 
culée. 

427.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  d'un  champ  réel  fini,  con- 
tinu et  unique,  associé  à  une  inOnilé  de  champs  imaginaires  conjugués, 
sans  limites,  l'équation /'  =  0  comporte  un  champ  réel  illimité  et  une 
infinité  de  champs  imaginaires  conjugués,  limités  de  toutes  parts,  et 
occupons-nous  d'abord  de  celui  dont  le  F  seulement  serait  imaginaire  ; , 
rintégrale 

V  F  .dx.dy ,  dz,..  ds.  di ,  du, 

éten^due  à  tout  ce  champ,  pourra  se  ramener  encore  immédiatement  à 
des  intégrales  superposées,  et  les  limites  des  intégrations  partielles  de- 
vront être  déterminées  par  le  groupe  correspondant  à  Tordre  adopté, 
des  équations  à  zéro  des  intégrales  successives. 

Or  la  propriété,  dont  jouit  l'intégrale  étendue  à  tout  champ  réel,  de 
conserver  la  même  valeur,  dans  quelque  ordre  qu'on  superpose  les  in- 
tégrations partielles,  dépend  essentiellement  de  la  nature  des  équations 
qui  déterminent  les  limites  de  ces  intégrations. 

Ces  équations  restant  les  mêmes  pour  le  champ  imaginaire  dont  nous 
parlons,  que  pour  le  champ  réel,  Tordre  des  intégrations  pourra  donc 
encore  être  interverti  à  volonté 

Si  Ton  voulait  obtenir  Tintégrale 

2^  ¥  ,dx  ,dy  .  dz.,*.  dt .  dUy 


on 


r  4      1  I  "1 

étendue  à  tout  un  cjiamp  conjugué  quelconque     pr»7r»*'M7T     > 

pourrait  substituer  hx,  y,  z, . ..,  /,  u  les  variables  réelles  x' ,  y',...,  f,  u' 
définies  par  les  relations 

.F 


X' 

X 

c; 

* 

f 

• 

F 

.'/ 

y 

c.' 

F 

t 

= 

t 

<>n-  1 

1 

F 

u 

u 

c„' 

et  l'on  formerait,  au  moyen  de  la  règle  donnée  par  Jacobi^  la  fonction 
11*  P.  16 
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de  x\  y',  z',...  ^,  «',  qu'on  devrait  placer  sous  le  signe  i  dans  la  nouvellç 

intégrale. 

Cette  nouvelle  intégrale  se  ramènerait  immédiatement  à  des  intégra 
lions  séparées,  qu'on  pourrait  superposer  dans  un  ordre  complète- 
ment arbitraire. 

428.  L'intégrale 

2^  ^.dx.dy.dz dt,du^ 

étendue  à  tout  un  champ  imaginaire  conjugué,  est  toujours  imaginaire, 
sans  partie  réelle,  lorsque  Téquation  qui  définit  F  est  algébrique  et  en- 
tière, parce  qu'à  un  système  de  valeurs 


correspond,  dans  le  mdme  champ,  son  conjugué 


F  =  a„  — p„v/— 1, 
et  qu'au  système  de  différentielles 

^x  =  rf«  +  ^»V^, 


du  =  rfan-i  +  -p  >/—ii 

tin 

correspond  aussi,  dans  le  même  champ,  son  conjugué 

dx  =  d(i  —  -^  v^ —  { , 
^1 


du  =  doin^i  —  -p-  >f^. 


r 


—1 1  j»  ■*,■ , 
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Définition  et  évaluation  de  tintégrale  relative  à  un  champ 

quelconque. 

» 

420. Soient  toujours  x,  y,  z,...,  /,  u  les  n  variables  indépendantes  et 
F  une  fonction  de  ces  n  variables,  définie  par  une  équation 

^9  Vf  ^fM  étant  supposés  imaginaires^  seront  représentés  respectivement, 
dans  un  état  quelconque,  par 


et  F  le  sera  par 


Pour  que  l'intégrale 


F=an  +  pi»>/— 1. 
/  Ydxdydz,.. 


soit  définie,  il  faudra  introduire,  entre  a,  ^,  a^,  ^^  at,  ^i,. . .  an-t  et  ^n-i, 
n  relations  qui,  jointes  aux  deux  dans  lesquelles  se  décompose 


réduiront  le  nombre  des  variables  indépendantes  .à  n  et  feront  de  F  une 
fonction  déterminée,  par  exemple,  de  a,  a^,  a,...,  an-i. 

On  parviendra  à  une  méthode  pratique  d'évaluation  de  l'intégrale 
par  les  considérations  suivantes. 

L'intégrale  a  pour  expression 

or,  si  Ton  conçoit  que  le  produit 

soit  effectué,  il  pourra  être  décomposé  en  quatre  parties  :  la  première 
contenant  les  produits  partiels  où  n'entrerait  qu'un  seul  facteur  de  la 

forme  rf^  >/ — i,  ou  qui  en  comprendraient  4A  -^  {;  \eL  deuxième  cpn- 
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tenant  les  produits  partiels  où  entreraient  seulement  deux  facteurs  de 

la  forme  d^*J — i,  ou  qui  en  comprendraient  4/c  -f-  2;  la  troisième 
contenant  les  produits  partiels  où  entreraient  seulement  trois  facteurs 

de  la  forme  d^  sj —  1,  ou  qui  en  comprendraient  Ak  •\-  3;  enfin  la  qua- 
trième contenant  le  produit  dada^rlai^t,.,  dai„—^  et  tous  les  produits  par- 
tiels qui  comprendraient  Ak  facteurs  de  la  forme  d^  ^ —  1. 
La  première  partie  pourra  être  désignée  par 


V^  Pi, 

P^  désignant  la  somme  des  produits  contenant  Ak  -{-  i  facteurs  de  la 
forme  dp. 
La  deuxième  le  sera  de  même  par 

-p.. 

la  troisième  le  sera  par 

et  la  quatrième  par 

P  ■ 

l'intégrale  prendra  alors  la  forme 

Cela  posé,  si  l'on  conçoit  qu'entre  les  deux  équations  dans  lesquelles  se 
décompose 

les  n  relations  introduites,  que  nous  désignerons  par 

(p  =  0,    (p,  =  0,...    (p„-i  =  0, 
et  les  n  4- 1  équations 

Fj  =  «n  +  ^1 

on  élimine  les  2  n  +  2  variables  a,  p,  a^  ^j,...,  a»,  ^,  ce  qui  donnera 
une  relation  entre  les  quanlilés  réelles 

^1»  yi»  h'"y     et     Fj, 

on  pourra  concevoir  l'intégrale 

U  =  2Fi(/x,rfy,c/Zi. . . 
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Pareillement,  si  entre  les  deux  équations  dans  lesquelles  se  décom- 
pose 

les  n  relations 

ç  =  0,      <Pj  =  0,...      (pn-l  =  0, 

et  les  n  4- 1  équations 

f 

F'j  =  an  —  pn, 

on  éliminait  les  2n-\-  ^  variables  a,  ^,  otj,  ^iv»  ^ni  ^n»  ce  qui  donne- 
rait une  relation  entre  les  quantités  réelles 

*  *^ V  y V  *iv  ^  1» 

on  pourrait  concevoir  aussi  l'intégrale 
Hais  rintégrale  U  aura  pour  expression 

U  =  S  (an  +  W  (rf«  +  d?)  (rf«l  +  ^l). . .  (ûf«n-  1  +  rf?n- 1)' 

ou 

U='S(.n  +  W[Po+Pi  +  P.+  P»L 

les  lettres  P^,  P^  P,,  P,  désignant  les  mêmes  quantités  que  précédem- 
ndent. 
Et  de  même  l'intégrale  U'  aura  pour  expression 

V  =  l  («n  +  W  [Po-  Pi  +  P.  -  Ps]. 

D'un  autre  côté,  si  Ton  "effectue  les  produits  indiqués  dans  les  trois 
formules  précédentes,  on  trouve 


l  =^    .     , 


:^n  [Po  -  P  J 

-  iMPi  -  P  J 

+  v'-  i  2an  [P,  -  P  J 
4-  \CIT  2^  [Po  -  P.1, 

2««  [Po  +  P.] 

+  2^„[P,  +  P,1 

H-  2an  [P,  +  P3] 
+  2?.  [P,  +  P.], 
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/       2«„  [P.  +  P,] 

)  +  ^n  [P,  +  P.] 

I  -  2«,  [P.  +  P,l 

\  - 1%  [P,  +  PJ. 

Mais  les  deux  dernières  é^lités  donnent 

ïïjh£  =  !„,  [p,  _|_  p j  +  2p„  [P,  -I-  p.] 
et 

HjjiL'  =  V,,  [p^  _|.  PJ  +  2^  [P.  +  PJ, 

par  conséquent  la  partie  réelle  de  I  est  exprimée  par 

2««  [P,  -  P.]  -  2?n  [P»  -  P,l  =  -  ^4^  +  2Sa„P.  +  22?.P,  ;     . 
et  la  partie  imaginaire  par 

2««  [P|  -  P  J  +  2P«  [P.  -  P.]  =  ^-^  +  2««P.  +  22?«P.. 
Ainsi 

'  =-î^ -|-22«»P.+22fl„P.+  V^  [Hz£+2S.„P,+22p„P.]. 

Enfin  si  l'on  désigne  par  U,  et  U',  les  intégrales 

U,  =  DanP,  +  SflnP, 

et 

r,  =  2a„P,  +  2fk„P,. 

on  aura  en  définitive 

Chacune  des  intégrales  composant  U,  et  U'i  pourrait  d'ailleurs  s'ex- 
primer par  une  intégrale  d'ordre  n  d'une  fonction  réelle  de  n  variables 
réelles,  définie  par  une  équation  qu'on  obtiendrait  par  des  éliminations 
suffisamment  indiquées  par  ce  qui  précède. 

Si  l'équation 

a  tous  ses  coefficients  réels,  elle  admettra  les  solutions 

x  =  a  — ^VC7,     y=ai  — piV^  — 4,...     F='an  — ^i^— 1, 
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conjuguées  des  précédentes,  et  l'on  pourra  considérer  l'intégrale  V  cor- 
respondant à  cet  ensemble  de  solutions.  Cette  nouTelle  intégrale  sera 
évidemment  exprimée  par 

Il  reste  à  indiquer  comment  pourront  être  définies  les  limites  de  l'in- 
tégrale. Or,  en  supposant  que  a,  cxj,...,  «n  — i  soient  les  variables  que 
Ton  aura  voulu  regarder  comme  indépendantes,  il  suffira  pour  fixer 
ces  limites  d'établir,  entre  les  valeurs  de  a,  a,,...,  «n  —  i,  n  —  1  rela- 
tions nouvelles  qui  doivent  être  satisfaites  aux  limites  seulement. 

En  effet,  chacune  des  intégrales  qui  composent  l'intégrale  I  portant 
maintenant  sur  une  fonction  des  variables  réelles  ce,  ai,...,  an»  i,  cette 
intégrale  pourrait  dès  lors  être  obtenue  par  des  intégrations  succes- 
sives: la  séparation  des  variables  y  est  faite.  Une  quelconque  de  ces  in- 
tégrales peut  être  considérée  comme  étant  de  la  forme 

/  rfa   /  rfa,...  /  (/a„_iFi(a,  ai,...  a«_i); 

or,  si  Ton  intègre  d'abord  par  rapport  à  an- 1,  on  fera  de  an  —  i,  aux 
limites,  une  fonction  des  autres  variables  ;  intégrant  Bnsuite  par  rap- 
port à  an— 2,  on  fera  de  tun—i,  aux  limites,  une  fonction  des  variables 
restantes,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  a,  qui  recevra^  aux  limites,  deux 
valeurs  numériques,  formant  les  limites  par  rapport  à  a  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  seraient  a  et  a^. 


Théorème  de  t indépendance  de  la  valeur  d'une  intégrale  d! ordre 
quelconque  et  des  valeurs  intermédiaires  des  variables,  les  limites 
restant  les  mêmes. 


450.  On  démontrera,  exactement  comme  dans  les  chapitres  précé- 
dents, que  si  les  n  relations  <p  =  0,  «pt,  =  0,...,  <p„- 1  =  0  se  déforment 
insensiblement  sans  cesser  d'admettre  pour  les  variables  indépendantes 
les  mêmes  systèmes  de  valeurs  aux  limites,  l'intégrale  ne  variera  géné- 
ralement pas.  On  obtiendra  d'ailleurs,  de  la  môme  manière,  les  expres- 
sions des  conditions  dans  lesquelles  elle  pourrait  changer. 

Il  suffira  pour  cela  de  remarquer  que  chaque  élément  de  l'intégrale. 

pourra  être  formé  de  la  somme  de  tous  les  éléments  analogues  que 
l'on  obtiendrait  en  ne  faisant  varier  à  la  fois  que  l'une  seulement'  des 
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parties  de  chacune  des  variables  rfx,  dy^  dz^,.,^  pourvu  qu'on  tînt 
compte  de  toutes  les  combinaisons  possibles,  effectuées  d'ailleurs  dans 
l'ordre  que  l'on  youdrait. 

Il  résultera  de  là  que  Ton  pourra  faire  varier  à  volonté  les  lois  de 
progression  de  x,  y,  z,.,,,  pourvu  toutefois  qu'aucun  système  nouvelle- 
ment introduit  de  valeurs  de  oc,  f^,  ai,  ^i,...,  «n-  t,  ^a  -i  ne  satisfasse  à 
aucune  des  équations 

rfF  dP  * 

F  =^  00  ,        -7—  =œ:  00  ,       -7—  =  X  ,... 

dx  dy 

c'est-à-dire  ne  satisfasse  ni  à  l'équation 

F  =  », 

ni  à  l'équation 

dF 

On  rendrait  compte,  comme  dans  les  cas  précédents,  de  l'annulation 
de  l'intégrale  et' de  cbacuue  de  ses  parties,  dans  tous  les  cas  où  les  va- 
riables indépendantes  ne  varieraient  que  dans  des  limites  trop  res- 
treintes. En  effet,  les  2n  -{-  2  variables 

étant  liées  enlre  elles  par  n  -f-  2  équations,  chacune  des  quantités  a. 
et  Pn  pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  Ji  de  celles  qu'on 
voudra  des  2n  premières,  et  notamment  des  n  dont  les  différentielles 
entreraient  dans  la  partie  de  l'intégrale  totale  qu'on  voudrait  considérer, 
de  sorte  que  cette  partie  de  l'intégrale  totale  ne  serait  en  définitive  que 
l'intégrale  d'une  fonction  réelle  de  n  variables  réelles.  Or,  si  cette  fonc- 
tion ne  pouvait  pas  prendre  de  valeurs  multiples,  ses  valeurs  ne  pour- 
raient pas  se  permuter  entre  elles,  de  sorte  que  le  système  de  valeurs 
des  variables  et  de  la  fonction  étant  supposé  fermé  et  la  fonction  re- 
passant, au  relour,  par  les  mêmes  valeurs  qu'elle  avait  prises  pendant 
l'aller,  la  somme  des  éléments  engendrés  serait  identiquement  nulle. 


Des  périodes  des  intégrales  (Tordre  quelconque. 

451 .  En  supposant  d'abord,  comme  dans  les  cas  précédents,  que  Té- 
quation 

/*(a;,y,z,...F)  =  0 

ait  tous  ses  coefficients  réels,  on  démontrera  de  la  même  manière  que 
les  périodes  seront  réelles  ou  imaginaires  sans  parties  réelles. 
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Le  premier  groupe  de  périodes  se  composera  des  valeurs  de  l'inté- 
grale correspondant  aux  systèmes  de  valeurs  réelles  des  n  -{-  1  varia- 
bles X,  y,  z,. . .,  F,  formant  des  ensembles  fermés,  s'il  y  en  a,  ou  se  re- 
joignant à  rinûni. 

Par  exemple,  l'intégrale 


///^w.0-i-^_i- 


aura  pour  période  réelle 


-V'-s    -V'-s-s 

de  même  l'intégrale 


r   /»    r  dxdydz 


z' 


aura  pour  période  réelle 


Mais  on  pourra  substituer  à  un  système  fermé  de  valeurs  réelles  tout 
autre  ensemble  formé  de  solutions  imaginaires  de  l'équation 

/•(ar,y,z,...F)=:0, 

qui  seraient  suffisamment  voisines  des  précédentes. 

452.  Le  second  groupe  de  périodes  se  composera  des  valeurs  de  l'in- 
tégrale correspondant  aux  champs  imaginaires  conjugués,  fermés  de 
toutes  parts,  que  pourra  comporter  l'équation 

/•(x,  y,...,  F)  =  0. 

455.  Il  est  facile  de  voir,  comme  dans  le  cas  des  intégrales  simples 
ou  doubles,  que  l'intégrale  relative  à  un  pareil  champ  conjugué  sera 
constante. 


/ 
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En  effet  Tintégrale,  relative  au  champ  imaginaire  par  rapport  à  F 
seulement,  peut  s'écrire 


/  dx,  I  dy,  1  dz:.,    j  dt,   j  F, du; 


mais  nous  savons,  d'après  ce  qui  a  été  dit  des  intégrales  simples,  que 
la  première  des  intégrales  superposées  dans  cette  formule,  /  F.  duy  cal- 
culée comme  si  jr,  y»...»  t  étaient  des  paramètres,  aura  toujours  la 
même  valeur,  quelle  que  soit  la  conjuguée  de  la  courbe  [F,  u]  que  Ton 
suive,  au  lieu  de  celle  dont  les  u  sont  réels  ;  on  voit  donc  déjà  qu'au 
champ  imaginaire,  par  rapport  à  F  seulement,  on  peut  substituer  un 
quelconque  des  champs  imaginaires  par  rapport  à  F  et  à  u,  sans  que 
rintégrale  complète  en  éprouve  d'altération  ;  et  comme  on  aurait  pu 
changer  arbitrairement  l'ordre  des  intégrations  superposées,  tant  qu'il 
ne  s'agissait  que  du  champ  imaginaire  par  rapporta  F  seulement,  on 
voit  également  qu'on  pourrait  substituer  à  ce  champ  tout  autre  champ 
imaginaire  par  rapport  à  F  et  à  une  quelconque  des  autres  variables. 

Pour  démontrer  le  théorème  dans  toute  sa  généralité, *nous  défini- 
rons, autrement  que  nous  ne  l'avons  supposé  jusqu'ici,  les  variables 
réelles  qui  doivent  être  substituées  aux  variables  imaginaires. 

il  1 

Soient—,—,...,—-  les  caractéristiques  du  champ  considéré,  que 

nous  voulons  comparer  au  champ  imaginaire  par  rapport  à  F  seule- 
ment; si  nous  posons 


t  =t  —  -; u; 


•^'j  y'j  ^r'->  ''  seront  réels,  soit  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,...,  tyU 
soient  prises  dans  lïn  champ  ou  dans  l'autre  ;  en  d'autres  termes,  la 
transformation  étant  faite  et  l'intégrale  étant  ramenée  à  la  forme 

fdx'fdt/fdz',„fdtfdu.¥,  (x',y',...,  t\u), 

ri  1  1      n 

elle  se  rapporterai  au  champ     -,-,-,...-  I    si  Tonne  donne  à  m  que 

ri    i       in 

des  valeurs  réelles,  et  au  champ  —,  -,...,  j^  ,  si  l'on  donne  àw  des 
valeurs  imaginaires  convenablement  choisies  :  or,  elle  aura  la  môme 
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valeur  dans  les  deux  cas,  si  les  limites  de  toutes  les  intégrations  suc- 
cessives sont  ce  qu'elles  doivent  être  quand  il  s'agit  d'un  champ  fermé 
et  d'une  intégrale  complète. 

434.  Remarque,  Si  l'on  faisait  complètement  la  transformation  des 

ri     4  il 

variables  pour  un  champ     *-,  jt»—»  tt    »  l'intégrale 

V  ¥{x,  yj  Zf.,.  t,  u)  dx.dt/,.,dt.du, 

correspondant  à  ce  champ,  en  supposant  qu'on  eût  employé,  pour 
faire  la  transformation,  les  formules 

X  =  X =  V, 


M  =  W, 

deviendrait,  si  F,  {x\  y\  z',...,  t\  u')  désignait  le  résultat  de  la  substitu- 
tion dans  F  (x,  y,  z, ...,  ^,  u)  des  valeurs  de  a:,  y,  .z,...,  ^  u  tirées  des 
équations  précédentes  en  fonction  de  s!^  y\  5/,...,  ty  m'  et  D  le  détermi- 
nant 

d'j!  dx'  dx'  dx'  dx' 

dx'  dy'  llz'"'  lu  dû' 

dy^  dy^  d^  d^  d£ 

di'  dy'  dz'"'  dt'  du' 


d^  d^  d^  d^  d^ 

dx'  dy'  dz'"'  dt'  du' 

du'  du'  du'  du'  du' 

d^'  d^'  1^'"'  ~dt'  dû' 


cette  intégrale^  disons-nous,  deviendrait 


^T,(af,^„„f,u')'-^^^^:^ 


Or  le  déterminant  D,  dans  ce  cas,  serait 
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1        a. 

G. 

0 

0 

•   •   • 

0 

0 

0            1 

0 

•    •    • 

0 

0 

0           0 

1 

c, 

•    •    • 

0 

• 

0 

0           0 

0 

1 

•    ■    • 

0 

■   •   •                    •   •   • 

0           0 

•  •  • 
-0 

•   •  ■ 

0 

•  •    • 

•  •   « 

•   •   • 

1  — 

■   •  • 

Cil— 1 

0           0 

0 

0 

•   •   ■ 

0 

1" 

c'est-à-dire  1. 

L'intégrale  se  réduirait  donc  à 

2]^Pj  {x\  y',...  f,  u')  dx'.dy'M,,,  dt'.du\ 

La  transformation  n'affecterait  donc  pas  essentiellement  la  fonction 
placée  sous  le  signe  V,  et  c'est  pourquoi  nous  avons  pu  dire  que  l'in- 
tégrale représenterait,  relativement,  la  môme  grandeur,  soit  qu'elle  fût 
prise  pour  le  champ  réel  ou  pour  un  champ  conjugué  quelconque. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  complètement  établi; 
mais  l'intégrale  reprendrait  encore  la  même  valeur  si,  à  Tun  des  champs 
conjugués  on  substituait  tout  autre  champ  fermé,  déûni- comme  on 
voudrait,  pourvu  qu'il  touchât  le  champ  réel  par  des  solutions  apparte- 
nant à  un  système  où  l'indétermination  fût  de  Tordre  n  —  1. 

458.  Les  formules  du  n*  429  permettent  d'expiimer  plus  simple- 
ment qu'on  ne  vient  de  le  supposer  la  période  relative  à  un  champ  ima- 
ginaire conjugué,  fermé  de  toutes  parts.  En  effet,  en  prenant  pour 
limite  l'ensemble  des  valeurs  réelles  de  x,  y,  z,...,  F  par  lequel  se  re- 
joindront nécessairement  les  deux  sjrstèmes  de  valeurs  imaginaires  con- 
juguées relatifs  à  ce  champ,  on  aura  pour  valeur  de  l'intégrale  totale 

i=r— r  =  v^(u  — u')  +  4U',\/^; 

mais  \J\  désigne  une  somme  d'intégrales  renfermées  dans  les  deux 
types 

lanP,      et      2p„P„ 

et  toutes  ces  intégrales  seront  séparément  nulles  en  raison  du  choix 
intervenu  dans  le  système  de  solutions  imaginaires  conjuguées  consi- 
déré. En  effet  Za^  P,  est  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 
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Jdctp  Jd^^j,  . . ,  JjÇoLndM>,dK 

t 

i  \  i 

mais  p,  Pj  et  p,  étant  proportionnels  à  des  constantes  Try-f^-y-r^i  la  der- 

Gj  G,  G, 

nière  intégrale 

m 

sera  identiquement  nulle. 
De  même  2^nV,  désigne  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

fdoir  fd^, , . . . ,   (  j^nd^d^^, 

i     i 

et  comme  p»,  ^  et  p^  seront  proportionnels  à  1,  p^,  —  la  dernière  inlé- 

Gj   G, 

grale 


J  J^r4^d% 


sera  identiquement  nulle. 

Une  restera  donc,  pour  l'intégrale  totale,  dans  Thypothèse  considé- 
rée, que  

I  =  (U-U')v/^, 


c'est- à-dire  le  produit  dey — 1  par  l'intégrale  correspondant  au  sys- 
tème de  valeurs  réelles  de 

tXn  àz  Pn, 
considéré  comme  fonction  de 

On  voit  encore  mieux  par  là  que  dans  ce  qui  précède,  que  cette  inté- 
grale, au  facteur  y  —  i  près,  représentera  par  rapport  à  l'ensemble 

la  même  grandeur  qu'on  avait  voulu  exprimer  par  l'intégrale  réelle  re- 
lative à  l'ensemble  réel  de  valeurs  de  x,  y,  z,...,  F. 

450.  Enfîn  on  obtiendra  le  troisième  groupe  de  périodes  en  consi- 
dérant les  ensembles  fermés  de  solutions  imaginaires  de  l'équation 
proposée  pour  lesquels 

rfF  rfF  d¥ 

di'd^'d^'" 

seraient  restés  réels. 
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Le  cas  où  Téqualion  proposée  aurait  ses  coefficients  imaginaires  dif- 
férera  seulement  du  précédent  en  ce  que  l'intégrale,  naturellement,  ne 
présentera  plus  de  périodes  du  premier  genre.  Les  analogues  de  celles- 
ci  se  retrouveront  dans  celles  du  troisième  genre,  mais  elles  seront  en 
général  composées  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire. 


EXEMPLES 

457.  L'intégrale 


aura  pour  période  unique  la  somme  que  l'on  trouverait  en  donnant  à 
X,  y  et  z  les  valeurs  des  coordonnées  de  tous  les  points  compris  dans 
l'intérieur  de  l'ellipsoïde 

i'  +  ^  +  --i-o 


a'    '   ô"   '   (^ 


L'intégrale 


/// 


dxdydz 


If        X*      y*       z*\  f        X*       y"      .z»\ 


en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'un  des  ellipsoïdes 

par  exemple  le  premier,  soit  entièrement  enveloppé  par  l'autre,  aura 
pour  période  réelle  la  somme  qu'on  obtiendrait  en  donnant  à  or,  y  et: 
les  valeurs  des  coordonnées  des  points  de  l'intérieur  du  premier  ellip- 
soïde 

X*       t/*       z* 

,^  +  |î  +  ^-*  =  o, 

et,  pour  période  imaginaire,  celle  qu'on  formerait  en  donnant  à  j?,  y 
et  z  les  valeurs  des  coordonnées  des  peints  compris  entre  les  deux  ellip- 
soïdes. 


Si  la  densité  de  l'espace  était 
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tous  les  corps,  compris  dans  des  espaces  clos,  dont  les  points  auraient 
pour  coordonnées  et  pour  densité  les  valeurs  réelles 


X  —  «  +  p, 

y=«'+P. 

z_«'  +  p, 

D=S+8' 

correspondant  à  des  solutions  imaginaires, 

• 

x-«  +  ?V— i, 

y  =  a'+p'V-l, 

z=«"  +  rv-l. 

D— S  ^S- v—l, 

de  l'équation 

D«  U- 

3? 

y*       2'\  /         X»       y' 
"6*       (»)\        a"       6"" 

z' 

ô  B'       B" 
telles  que  ^)  p  ^^  r^  conservassent  respectivement  mômes  valeurs  : 

tous  ces  corps  conjugués  auraient  même  poids  réel,  affecté,  dafis  le  calcul^ 
du  signe \  —  i. 


CHAPITRE  XXXVII 


CLÀSSinCÀTION  DES  INTÉGRALES  QUÀDRATRICES  DES   COURBES  ALGÉBRIQUES 


458.  II  existe  dans  chaque  degré  des  courbes  quarrables  algébrique- 
ment, d'autres  dont  les  quadratures  dépendent  des  inverses  des  fondions 
circulaires  ou  exponentielles,  d'autres  qui  se  quarrent  h  Taide  des  fonc- 
tions elliptiques;  d'autres,  enfin,  dont  les  aires  dépendraient  de  trans- 
cendantes irréductibles  aux  précédentes  et  que,  pour  celte  raison,  ona 
appelées  ullra-eliiptiques,  mais  qui^  naturellement,  doivent  constituer 
une  infînilé  de  classes  distinctes. 

A  quels  caractères  géométriques  de  la  courbe  à  quarrer  correspon- 
dent ces  différents  cas? 

Quel  est  le  nombre  maximum  de  périodes  que  puisse  présenter  la 
quadratrice  d*une  courbe  de  degré  m  et  quels  sont  les  nombres  de  pé- 
riodes cycliques,  elliptiques,  uUra*ellipliques  que  comportera  la  qua- 
dratrice dans  le  cas  du  nombre  maximum  de  périodes? 

Dans  quels  cas  et  comment  ces  périodes  disparaissent-elles  ou  se 
transforment- elles  les  unes  dans  les.  autres? 

Telles  sont  les  questions  que  comporte  la  classification  des  intégrales 
quadratrices  des  courbes  algébriques.  Elles  ne  pourront  jamais  être 
toutes  résolues,  puisque  le  nombre  des  classes  de  périodes  est  nécessai- 
rement infini,  mais  les  plus  urgentes  le  seront. 

Les  questions  dont  il  s'agit  ont  depuis  longtemps  occupé  l'attention 
des  géomètres  :  ainsi  M.  Jordan  dit,  dans  sa  thèse  soutenue  en  1861, 
que  M .  Puiseux  lui  a  parlé  d'une  formule  du  nombre  des  périodes  de  la 
quadratrice  d'une  courbe  de  degré  m,  laissée  par  Cauchy,  dans  ijne  note 
dont  au  reste  il  ne  fait  pas  connaître  le  texte.  M.  Jordan  ajoute  que 
M.  Puiseux  lui  a  communiqué  sur  ce  même  sujet  des  recherches  iné- 
dites datant  de  1851,  d'où  résultait  la  solution  complète  de  la  question 
dans  le  cas  où  tous  les  points  critiques  étaient  distincts  les  uns  des 
autres.  Mais  il  ne  fait  pas  non  plus  connaître  la  formule  à  laquelle  était 
arrivé  M.  Puiseux. 

Celle  qu'il  adopte  est  (m  —  1)*,  pour  une  courbe  de  degré  m. 

Après  avoir  donné  cette  formule  du  nombre  maximum  des  périodes, 
M.  Jordan  ajoute  :  «  Toutes  ces  périodes  sont-elles  distinctes  les  unes 
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des  autres,  ou  ne  serait-il  pas  possible  de  trouver  entre  elles  certaines 
relations  linéaires  qui  en  réduiraient  le  nombre?  Ces  relations  existent- 
elles  dans  le  cas  général?  ou  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour 
qu'elles  existent  et  comment  pourrait-on  les  assigner  à  prion?  Ces  ques- 
tions me  semblent  plus  faciles  à  poser  qu'à  résoudre.  » 

On  en  était  là  en  France  lorsque  les  travaux  de  Riemann,  publiés  vers 
1857,  commencèrent  à  y  être  connus  de  quelques  rares  géomètres  que 
n'avait  pas  rebutés  l'étrangeté  des  conceptions  géométriques  aux- 
quelles l'auteur  avait  cru  devoir  recourir,  pour  donner  une  forme  à  ses 
idées,  et  qui  d'ailleurs  pouvaient  l'étudier  dans  sa  langue. 

M.  Glebsch,  professeur  à  l'Université  de  Giessen,  avait  en  1866^  dans 
sa  théorie  der  Abehchen  Funclionen,  reproduit  les  principales  découvertes 
de  Riemann  dans  des  termes  moins  compliqués.  Mais  cet  ouvrage  n'a 
pas  été, non  plus  traduit  en  français,  de  sorte  qu'il  est  aussi  fort  peu 
connu. 

La  question  du  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  la 
plus  générale  de  degré  m  et  la  recherche  des  conditions  dans  lesquelles 
ce  nombre  se  réduit  me  préoccupaient  moi-même  depuis  1854,  et  j'al- 
lais en  présenter  à  l'Académie  les  solutions  auxquelles  j*étais  parvenu 
vers  1871,  lorsque  j'appris  que  ces  questions  avaient  été  en  partie  trai- 
tées par  MM.  Riemann  et  Glebsch. 

Cette  circonstance  retarda  la  présentation  de  mon  mémoire,  mais 
devait  d'autant  moins  s'y  opposer  que  le  principe  de  la  méthode  dont 
je  me  sers  et  qui  prend  dans  les  œuvres  de  M.  Glebsch  la  forme  d'un 
théorème,  m'appartient  incontestablement,  ce  principe  étant  énoncé 
dans  mon  mémoire  de  1852  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et 
doubles. 

Au  reste,  la  théorie  de  M.  Glebsch  laissait  à  désirer  sous  certains  rap- 
ports, comme  j'aurai  l'occasion  de  le  montrer^  et,  d'un  autre  côté,  on 
reconnaîtra,  je  pense,' que  la  méthode  des  conjuguées,  qui  m'avait 
fourni  avec  évidence  le  principe  dont  je  viens  de  parler,  a  encore  dans 
cette  question,  comme  dans  toutes  les  autres,  l'avantage  d'aplanir  les 
plus  grandes  difficultés. 

Avant  de  proposer  les  solutions  que  j'ai  obtenues  des  questions  indi- 
quées dans  ce  qui  précède,  je  crois  pouvoir  répéter  que  les  éléments 
s'en  trouvaient  déjà  complets  dans  le  Mémoire  tur  les  intégi^ales  simples 
et  doubles  qui  donna  lieu  au  Rapport  de  MM.  Gauchy  et  Slurm,  en  1854. 

En  donnant  dans  ce  Mémoire  l'interprétation  géométrique  d^s  pé- 
riodes des  intégrales  siniples  et  doubles,  je  donnais  en  effet  le  moyen 
de  les  compter  dans  chaque  cas.  D'un  autre  côté,  la  théorie  des  inté- 
grales doubles,  telle  que  je  l'ai  établie  dan3  ce  Mémoire,  reposait  préci- 
sément sur  la  connaissance  préalable  de  la  condition  nécessaire  pour 
que  la  quadratrice  d'une  section  plane  de  la  surface  à  cuber  eût  une  pé- 
riode nulle,  condition  qui  consiste  en  ce  que  le  plan  de  cette  section  soit 
tangent  à  la  surface,  ou  que  la  section  ait  un  point  double. 

Je  rappelle  aussi  que  j'avais  établi  dans  ce  même  Mémoire  que  les 
quadratrices  d'une  même  courbe,  rapportées  successivement  à  diffé- 
!!•  p.  17 
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rents  systèmes  d'axes,  ont  toujours  mêmes  périodes  ;  cette  remarque 
était  nécessaire  pour  expliquer  l'usage  que  je  fais  du  terme  général  de 
quadratrice  (tune  courbe  donnée^  sans  spécifier  le  système  d'axes  auquel 
celte  courbe  est  rapportée. 


Des  conditions  sous  lesquelles  quelqties  périodes  de  la  quadratrice 
d'une  courbe  de  degré  m  disparaissent^  en  devenant  nulles  ou 
infinies. 

459.  Le^principe  de  cette  théorie  repose  sur  cette  notion  évidente, 
que  les  quadratrices  de.  toutes  les  courbes  d'un  même  ordre  ont  natu- 
rellement, toutes,  les  mêmes  périodes,  exprimables  par  les  mêmes  fonc- 
tions des  coefûcients  qui  entrent  dans  leurs  équations,  c'est-à-dire  que 
les  résultats  auxquels  on  sera  parvenu  en  discutant  la  quadratrice  de  la 
courbe  la  plus  générale  de  degré  m  pourront  ensuite  être  transportés, 
sans  démonstration  nouvelle,  à  l'un  quelconque  des  lieux  du  même 
degré,  représentés  par  des  équations  &  coefficients  réels  ou  imaginaires, 
pouvant  présenter  toutes  les  particularités  imaginables. 

Ainsi  la  quadratrice  du  cercle  réel 

(x_û)«+(y_é)«=r' 
ayant  pour  période  ±:  it?',  la  quadratrice  du  cercle  imaginaire 

(^-_a  — a'v^irî)*_|_(y^é_i'yCT)'=(r  +  r'vrirT)' 

aura  pour  période  ±  w  (r  -j-  r'  v-—  l)  . 
De  même,  la  quadratrice  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

Ay«  -f  2Bxy  +  Car*  +  2Dy  +  2Ex  +  F  =  0, 
lorsque  c'est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  réelle,  ayant  pour  période 

AE«  4-  CD'  —  2BDE  -f  F (B»  —  AC) 


TC- 


(AC  — B*)^ 


cette  formule  représentera  encore  la  période  de  la  quadratrice  du  lieu 
représenté  par  la  même  équation,  quels  qu'en  soient  les  coefficients  ; 
c'est-à-dire,  quand  même  la  courbe,  tout  en  restant  réelle,  deviendrait 
parabolique;  quand  même  la  courbe  deviendrait  évanouissante  et 
quand  même,  les  coefficients  de  l'équation  devenant  imaginaires,  les 
conjuguées  de  la  courbe  s'élèveraient  au  quatrième  degré. 

La  même  généralité  des  résultats  se  retrouve  dans  les  cas  les  plus 
particuliers.  Ainsi,  si  la  courbe  devient  une  parabole  réelle,  AC  —  B' 
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est  nul  ;  la  période  devient  infinie  et  disparaît  à  ce  titre,  de  sorte  que  la 
quadratrice  redevient  algébrique  ;  mais  il  en  est  de  même,  dans  la  même 
hypothèse  AC  —  B*  =  0,.  lorsque  les  coefficients  de  l'équation  sont 
imaginaires. 

Si  AG  —  B*  est  difi'érent  de  zéro  et  que 

AE*  +  CD»  —  2BDE  +  F  (B*  —  AC) 

soit  nul,  la  courbe,  supposée  réelle,  est  une  ellipse  évanouissante  ou 
une  hyperbole  réduite  à  ses  asymptotes  ;  ta  période  devient  nulle  et 
elle  disparaît  à  ce  titre  ;  mais  il  en  est  de  même,  dans  la  même  hypo- 
thèse, lorsque  les  coefficients  de  Téquation  sont  imaginaires. 

Si  réquation  représente  deux  droites  parallèles  ou  conrondues,  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  formule  de  la  période  deviennent 
nuls,  la  période  devient  indéterminée  et  s'évanouit  encore  à  ce  titre  ; 
mais  il  en  est  encore  de  même  si  les  deux  droites  représentées  par  l'é- 
quation deviennent  imaginaires. 

Si  les  coefficients  de  Téquation  sont  réels,  la  période  est  réelle  ou 
imaginaire,  suivant  que  la  courbe  appartient  au  genre  ellipse  ou  au 
genre  hyperbole  ;  mais  elle  reste  réelle  quand  même  l'ellipse  devient 
imaginaire,  parce  que  ses  deux  axes  deviennent  alors  imaginaires. 

440.  Cela  posé,  il  est  évident,  en  premier  lieu,  que  si  une  courbe 
quelconque  comprend  un  point  isolé,  ou  un  point  double,  où  se  cou- 
pent sous  un  angle  deux  branches  de  la  courbe,  par  cela  seul  une  pé- 
riode doit  s*être  annulée  :  car  un  point  isolé  est  un  anneau  réel  éva- 
nouissant dont  Taire  intérieure,  qui  eût  été  une  période  réelle,  est 
devenue  nulle  ;  et  un  point  double  naît  toujours  du  rapprochement  de 
deux  branches  de  la  courbe  réelle,  qui  laissaient  entre  elles  un  espace 
comprenant  un  anneau  de  conjuguée,  dont  Taire  intérieure,  qui  eût  été 
une  période  imaginaire,  vient  de  s'évanouir. 

En  second  lieu,  si  la. courbe  proposée  a  deux  asymptotes  rejetées  à 
l'infini,  leurs  coefficients  angulaires  étant  devenus  égaux,  une  période 
doit  être  devenue  infinie^  conàme  cela  arrive  pour  la  parabole,  dans  les 
courbes  du  second  degré,  ou  pour  les  courbes  paraboliques  du  qua- 
trième ordre  que  peut  représenter  Téqualion  du  second  degré  à  coeffi- 
cients imaginaires. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  deux  branches  de  la  courbe  se  rejoignent  à  Tin- 
fini,  c'est-à-dire  forment  un  anneau  qui,  ne  se  fermant  qu'à  Tinfini,  a 
une  aire  infinie. 

Au  reste,  dans  ce  cas,  la  courbe  a  un  point  double  à  Tinfini^  c'est-à- 
dire  que  les  trois  équations 

A^,y)=o,     rx=o    et    A=o 

admettent  la  solution  commune  or  =  ao ,  y  =  x .  En  effet  Téquatipn  , 


r 

i 


w 


f,  - 


I 


>  - 
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décomposée  en  groupes  de  termes  homogènes  peut  alors  s'écrire 

{y  —  mxy  ©«-2 (07,  y)  +  (pm^i  (x,  y)  +  •  •  •  =0 
et  les  deux  équations  /^a.  =  0  et  /"y  =  0  deviennent 

•   iy—mx)  — 2m(pm-2(a:,y)+ (y— twa:)(p'm-2,«(^,y)  +<p'fn-i,x(ar,y)+...  =0 

et 

\y—mx)  j 2^-2  (x,  y)  +  (y  —  wj:) (p'm-?,y  (a?,  y) |  +<pm-i,y{x,y)+ -  =^ 

les  deux  courbes  /^^  =  0  et  /'y  =  0  ont  donc  chacune  une  asymptote 
parallèle  à  y  =  mx. 

Je  ne  crois  pas  que  cette  observation  se  trouve  dans  TOuvrage  de 
M.  Glebsch. 

Lorsque  la  courbe  proposée  a  deux  asymptotes  parallèles,  une  se- 
conde condition  peut  ramener  la  période  à  Tétat  fini  :  c'est  celle  où  les 
deux  asymptotes  seraient  restées  à  distance  finie  Tune  de  l'autre.  Une 
foule  d'exemples  connus  viennent  confirmer  cette  assertion. 

Enfin  une  troisième  condition  peut  rendre  de  nouveau  la  période 
évanouissante:  c'est  celle  en  raison  de  laquelle  les  deux  asymptotes  pa- 
rallèles viendraient  en  coïncidence.  Dans  ce  cas,  la  période  deviendra 
indéterminée. 

Il  est  évident  que  les  seuls  cas  à  examiner  sont  ceux  que  nous  venons 
de  passer  en  revue,  car  la  représentation  géométrique  d'une  période  ne 
peut  disparaître  qu'autant  que  cette  période  devient  nulle  ou  infinie,  et 
il  est  clair  que  l'une  ou  l'autre  circonstance  ne  peut  se  présenter  qoè 
dans  l'un  des  cas  que  nous  avons  considérés. 

Ce  n'est  pas  à  dire  que  les  deux  cas  simples  qui  viennent  d'être  exa- 
minés, doivent  être  les  seuls  qu'on  puisse  avoir  à  considérer  dans  la  pra- 
tique. En  effet  la  présence  de  points  triples,  quadruples,  etc.,  aura  une 
signification  plus  étendue  que  celle  d'un  point  double,  et  on  pourra  avoir 
besoin  de  là  caractériser  dans  l'étude  d'une  équation  particulière;  noais 
ces  recherches  sont  étrangères  au  but  général  que  nous  nous  propo- 
sons. 


1.° 


D'une  réduction  accessoire^  dans  le  nombre  des  périodes^  qui  se 
produit  par  juxtaposition^  lors  de  la  formation  cTun  point 
double. 


441 .  La  formation  d'un  point  double,  à  distance  finie  ou  infinie,  a 
toujours  pour  conséquence  immé(]iate  la  disparition  d'une  période,  par 
annulation  ou  accroissement  indéfini  ;  mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle 


'<t^I 
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doit,  en  outre,  être  accompagné»  d'une  réduction  accessoire^  par  juxta- 
position ou  fusion  de  deux  périodes  en  une  seule. 

En  effet,  comme  il  suffit  d'examiner  un  cas  entièrement  général  pour 
pouvoir  étendre  à  tous  les  autres  les  conclusions  obtenues,  supposons 
que  les  m  asymptotes  de  la  courbe  proposée  soient  réelles,  et  que  le 


//  /> — 


.-•' 


Fi^.  SI. 


point  double  qui  va  se  former  soit  un  point  isolé  :  si  Ton  mène  à  l'an- 
neau qui  va  devenir  un  point  isolé,  deux  tangentes  parallèles  quelcon- 
ques et  que  l'on  conçoive  la  conjuguée  dont  les  cordes  réelles  seraient 
parallèles  à  ces  tangentes,  comme  cette  conjuguée  n'aura  pas  d'asymp- 
totes, elle  ne  comprendra  que  des  anneaux  fermés  et  ses  branches  tan- 
gentes à  l'anneau  réel  presque  évanouissant,  entre  autres,  formeront,  en 
'dehors  des  deux  tangentes,  deux  anneaux  fermés,  allant  toucher  un  peu 
plus  loin  d'autres  branches  de  la  courbe  réelle,  comme  l'indique  la  figure. 

Or  les  produits  par  ^ — 1  des  aires  des  deux  anneaux  de  la  conjuguée 
formeront  deux  périodes  imaginaires  distinctes,  tant  que  l'anneau  qui 


-•         y 


...^ 


Fig.  32. 


va  se  réduire  à  un  point  isolé  ne  se  sera  pas  encore  évanoui  ;  et  l'aire  de 
l'anneau  réel  en  constituera  une  troisième  réelle;  mais,  au  moment  oti 
cetanneau  réel  deviendra  évanouissant  et  où  la  période  réelle  disparaîtra 
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ens'annulantjes  deux  anneaux  de  la  conjuguée  se  transformeront  ins- 
tantanément en  deux  boucles,  dont  les  branches  se  continueront  comme 
l'indique  la  fig.  32,  de  telle  sorte  que,  Tune  des  deux  boucles  ne  pouvant 
plus  être  parcourue  d'une  manière  continue,  ce  sera  alors  la  différence 
des  aires  des  deux  boucles,  parcourues  dans  le  sens  continu,  indiqué 
par  les  flèches,  qui  formera  la  période. 

Les  deux  périodes  imaginaires  se  seront  confondues  en  une  seule, 
qui  sera  la  limite  de  la  différence  de  celles  qui  existaient  un  instant  au- 
paravant. 

Ainsi  la  formation  d'un  point  double  entraîne  la  disparition  simulta- 
née de  deux  périodes,  par  l'évanouissement  de  l'une  d'elles  et  par  la  fu- 
sion de  deux  autres  en  une  seule. 

C'est,  à  ce  qu'il  paraît,  ce  qu'ont  trouvé  MM.  Riemann  et  Clebsch,  en 
ce  sens  au  moins  qu'ils  constatent  la  disparition  effective  de  deux  pé- 
riodes, à  la  suite  de  la  formation  d'un  point  double,  mais,  je  crois,  sans 
expliquer  cette  disparition. 


Des  résidus  relatifs  aux  asymptotes. 

442.  Si  l'on  rapporte  une  courbe  de  degré  m  à  une  de  ses  asymp-  * 
totes,  prise  pour  axe  des  y,  son  équation  prend  la  forme 

xym-i  ^  (ax«  -\-bx  +  c)  y»-*  +  {da^  +  . . .)  y"»-^  -j- . . .  =0, 

si,  du  moins,  ce  que  nous  supposerons  ici,  l'asymptote  considérée  n'est 
parallèle  à  aucune  autre. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  infinie  de  y,  qui  correspond  à  x  =  0,  change 
de  signe  en  même  temps  que  x\  de  sorte  que  la  courbe  est  asymptote  à 
l'axe  des  y,  à  ses  deux  extrémités  et  en  sens  contraires. 

Si  l'on  mène  à  la  courbe  deux  tangentes  parallèles,  suffisamment-peu 
inclinées  sur  l'axe  des  y,  ces  tangentes  comprennent  entre  elles  un  an- 
neau de  conjuguée  dont  l'aire  intérieure,  affectée  du  signe  y  ""^^^^ 
une  des  périodes  de  l'intégrale  quadratrice. 

Lorsque  la  direction  commune  des  deux  tangentes  qui  comprennent 
un  pareil  anneau  se  rapproche  de  celle  de  l'axe  des  y,  l'anneau  s'aplatit 
en  s'allongeant.  A  la  limite,  il  se  confond  avec  Taxe  des  y,  sans  toute- 
fois que  son  aire  ait  varié. 

z 
Cette  aire  est  facile  à  évaluer.  En  effet,  si  l'on  pose  y  ==  -^  l'équabon 

X 

devient 

z»»-»  +  (ûfo:*  +  *x  +  c) z»»-»  +  (di"  +  . . .) xz»»-»  +  ...=0. 

Si  Ton  fait  x  =  0  dans  cette  équation,  toutes  ses  racines,  à  Texception 
d'une  seule,  deviennent  nulles,  et  celle-ci  prend  la  valeur  z  =  ^c;il 
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en  résulte  que  la  racine  inQaie  de  Téquation  en  y  pouvait  être  égalée 

— —  c 
à  y  = y  et  que,  par  suite,  la  quadratrice  de  la  branche  asymptote  à 

Taxe  des  y  pouvait  être,  à  partir  d*une  valeur  suffisamment  petite  de  x^ 

confondue  avec  —  c   \  — ,  dont  la  période,  ±:  27cc  y —  li  est  Taire  cons- 

tante  d'un  des  anneaux  dont  il  a  été  question. 

Ces  anneaux,  quoique  appartenant  à  un  lieu  du  degré  m,  tendent  à  se 
confondre  avec  une  ellipse  indéfiniment  allongée  et  indéfiniment  apla- 
tie, limite  des  conjuguées  de  Thyperbole 

av)ec  laquelle  la  courbe  de  degré  m  tend  elle-même  à  se  confondre,  dans 
les  environs  de  a;  =  0. 


27CC  V —  1  est  ce  que  nous  nommons  le  résidu  de  Tintégrale  quadra- 
trice, relatif  à  l'asymptote  considérée.  Ce  résidu  est  toujours  une  des 
périodes  de  la  quadratrice,  à  quelques  axes  que  la  courbe  se  trouve 
rapportée.  

Le  résidu  2itc  \l —  1  s'évanouit' avec  c,  de  sorte  que  la  quadratrice 
perd  alors  une  période.  Il  est  facile  de  caractériser  ^et  accident  au 
point  de  vue  géométrique  :  en  effet  Téquation  de  la  courbe,  rapportée 
à  l'asymptote  considérée  prise  pour  axe  des  y  prend  alors  la  forme 

jjym— 1  ^  x{ax  +  b)  y^—^  -f"  (^^  +  •  •  Oy*"""^  +  •  •  •  =0» 

d'oii  l'on  voit  que  l'asymptote  a  alors  trois  points  communs  à  l'infini 
avec  la  courbe.  Cela  n'arrive  qu'à  la  condition  d'une  certaine  relation 
entre  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe  ;  la  quadratrice  de  la 
courbe  la  plus  générale  de  degré  m  a  donc  m  périodes  de  l'espèce  spé- 
ciale des  résidus,  qui  forment  un  groupe  à  part,  et  que  Ton  pourra  dé- 
signer sous  le  nom  de  périodes  cycliques  (1). 


(1)  On  a  supposé,  dans  ce  qui  vient  d'âtre  dit,  qu'en  même  temps  qu'on  prenait  Tune 
des  asymptotes  de  la  courbe  pour  axe  des  y,  on  prenait  une  perpendiculaire  à  cette 
asymptote  pour  axe  des  x.  Si  l'axe  des  x  adbptë  faisait  avec  l'asymptote  considérée  un 
angle  6,  Taire  de  l'anneau  qui  tendrait  à  se  confondre  avec  cette  asymptote  serait  re- 
présentée par 

2icc  sin  0 

et  la  période  correspondante  serait 

2ne  sin  0  \/^. 

Si  au  lien  de  prendre  l'asymptote  considérée  pour  axe  des  t/y  on  dirigeait  simplement 
Taxe  des  y  parallèlement  à  cette  asymptote,  Téquation  de  la  courbe  prendrait  la  forme 

(«  — p)y*"*  +(aj:*-|-to+c)y'"""'  +  (rfa;^+ )  y"  "  '  + =  0, 

p  désignant  l'abscisse  à  l'origine  de  l'asymptote  en  question,  le  résidu  serait  alors  ex- 
primé par 

2  n  (op*  -\-bp+c)  sin  6  v^-T. 


CBiPlTHE   IXXVII, 

m  résidus  relatifs  aux  m  asymptotes  d'un  lieu  du  degré  m  ne  sonl 
dépendants  les  uns  des  autres,  mais  liés  entre  eux  par  une  rela- 
u  reste,  unique.  En  effet  soient 

latioDS  des  m  asymptotes  d'un  lieu  du  degré  m,  l'équation  de  ce 
urra  se  mettre  sous  la  Torme 

o,x  —  \)...(jf~a„-v--b„]-\-x''^t,H-t(i,  Q  +  ...=0; 

y  remplace  y  par  a,x  +  6,,  on  tombera  en  général  sur  une  équi- 
.  X  de  degré  m  —  2,  et  le  résidu  relatif  à  l'asymptote  y  =  a,x  -j-  i, 
ms  ce  cas  une  Taleur  quelconque.  Pour  que  ce  résidu  fût  nul, 

rait  que  a, fût  racine  de  fm-t  [  1,-|  =0. 

>n  voulait  que  le  résidu  relatif  k  y^a^x  -\-  ^,  ffit  aussi  nul,  il 
it  de  même  assujettir  les  coefficients  de  l'équation  du  lieu  à  la 
e  condition  Çm-i  (i,  a,}  =  0.  Si  l'on  voulait  que  les  résidus  rela- 
I  —  3  asymptotes  fussent  en  même  temps  nuls,  il  faudrait  établir 
es  coefficients  {m  —  2)  relations  qui  assujettiraient  la  fonctioa 

1 ,  -  1  à  se  confondre,  k  un  facteur  constant  près,  avec 


-»■)(! 


errait  faire  en  sorte  que  le  résidu  relatif  &  l'une  des  deux  dernières 

totess'annuiat  encore,  en  égalant  à  zéro  ce  facteur  constant;  mais 

pourrait  plus  alors  disposer  du  résidu  relatif  à  la  dernière  asymp- 

I  serait  nul  de  lui-même. 

ii  :  les  résidus  relatifs  aux  m  asymptotes  d'un  lieu  du  degré  m  soat 

rs  liés  entre  eux  par  une  relation  telle  que,  si  m  —  1  d'entre  eui 

uls,  le  dernier  l'est  également,  et  cette  relation  est  la  seule  qui 

généralement. 

B  relation  est,  du  reste,  facile  à  obtenir. 

^-*.)(y-V-*.)-(ff-«".a-— ft«)+:t™-»T„_î^|,lW...=0 

tion  d'une  courbe  de  degré  m,  ayant  pour  asymptotes  les  droites 

y  =  0^  -f-  *„ 
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pour  avoir  le  résidu  relatif  à  Tasymptote  y  =:  a^ar  -{-  é^  =  tang  (x^x  +  b^^ 
il  faudra  d'abord  rendre  Taxe  des  y  parallèle  à  cette  droite  el  mettre 
ensuite  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

M  (^'  +  ^) y'*"-*  +  (Nx'^  +  Px'  +  Q)y'«»~M-  ...  =0, 

ce  qui  donnera  pour  le  résidu, 


Les  formules  de  transformation  seront  (les  anciens  axes  étant  supposés 
rectangulaires), 

x=x' '\'}/ QQ^oL^      et      y  =  y'sinaj,  ' 

de  sorte  que  Téquation  de  la  courbe  deviendra 

( — a^x' — ii)[y'(sin  a^— a^cosaj) — a^' — i,].  ..[^(sin  ol^ — amcosa^) — OmPi^^bm] 

+  9m-î  (y  sin  «„  x'  +  y  cos  «i)  +  .  • .  =  0. 

M  sera  évidemment  égal  à 

—  a,  (sin  «^  —  0,  cos  aj  (sin  «j  —  a^  cos  a,) . . .  (sin  «,  — am  cos  a^) 
ou,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  cos*"— *«!, 

—  a^  cos  '«-A  «1  («1  —  a,)  (fli  ~  ^^s) . . .  (û^i  —  ûm) . 
Quant  aux  termes  en  y'»"-*,  une  partie  en  proviendra  du  produit 
(  — «1^'— *i)[y'(siBpti — a,cosaj) — a^' — ô J  . .  [y'(sinoii — ùm  cos  «i) — am3d^bm\ 

mais  cette  partie  contenant  le  facteur  ( — a^  a! — b^^  s'évanouira  lorsque 
l'on  fera  x'  = i;  le  seul  terme  en  y'"»-*  à  considérer    proviendra 

donc  de 

^_2  \j/  sin  «1,  ar'  +  y'  cos  a^). 

Soit 

^m-î  (y'  sin  «j,  a:'  +  y*  cos  aj)  prendra  la  forme 

A<,(y'  sin  ai)»»-»  +Ai(y'sin  a  J'»-3(ar'+y  cos  «4)+  A,(y  sin  «i)*»-^  (^•'+y'  c<>s  a,)* 
+  etc. 

et  le  terme  en  y'»^2  aura  évidemment  pour  coefficient 
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A,8in«-m-A^iSÎû'""^«iCosaj+A*sin»»-'*aiCOS*oii+'-«+Am-2COS'^*»^, 

ou,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  cos  «*-*  a^, 

cos  »»-*a,  [Aoûj"»-*  +  A,a,"»-^  +  Ajai»"-*  +  •  •  •  +  Aw-j] , 
c*est-à-dire 

Par  conséquent  l'expression  du  résidu  est 

2w  V —  4  sm  a, : 2-^7 —, -, : 

—  ûfi  cos  **->a4  (Oj — fl,)  (aj  —  <ï,) . . .  («^1  —  ûm) 

ou  simplement 

SttV'— 4  <pm-2K,  1) 


(^1  —  ^  (^1  —  û»)  •  •  •  (^1  —  ^«) 

Les  autres  résidus  s'exprimeraient  de  même  par 

« 

2y  y/^  ym~i  (g,,  i) 
(«1—  ^1)  («1— «.)  •  •  •  (û^i  —  ««)  * 


Su  V  —  IÇm— 2(am,  1) 


(Om  —  tti)  (flm  —  a,)  .  .  .  {pm  —  ^m— i) 


Cela  posé,  une  fonction  algébrique  entière  de  degré  m  —  2  est  déter- 
minée par  les  résultats  de  m  —  1  substitutions.  On  a  identiquement: 

.       .V  9m-<(fltJ)(g— g,)(g  — g>)  ...  {z—an^i) 

K  — «1)  («1  -  flj  •  • .  («1— ûm-l) 

I   ym-a  (^t^  i)  (g  —  flt^  (2?  —  g,) ...  (z  —  ^m-.i) 

(«1  —  «1)  («i  —  0.)  . . .  (''«  —  «m- 1) 
"T 

ym-t(gm~i,  1)  (g  —  Qi)  (g— O  .  .  >  (Z— gm-î) 

Il  en  résulte^  en  remplaçant  z  par  ^m , 

(«1  — ^1)  (fli  — flj)  .  . .  (fli  — tfm-l) 

(a,  —  ^1)  («t — ^»)  •  •  •  («I — ûm-l) 

+ 

ym-aÇgm— l,i)(am  —  Qi)(flin — A,)  .  .  .  (flm — flil»-î) 

((?m— 1  —  Ûj)  (Om-i  —  g,)  .  .  .  (am—1  — Ûm-â) 
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OU,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par  (a^ —  am), 
les  deux  termes  de  la  seconde  par  (a,  —  am)  et  ainsi  de  suite,  divisant 
les  deux  membres  par  (am  —  a,)  («m  —  Oi)  ...  {om  —  am— i),  et  faisant 
tout  passer  dans  le  premier  membre. 


(«1  —  «l)  ("l  —  «s)  •  •  •  (fil  —  ^««-i) 


Ainsi  la  somme  des  m  résidus^  ou  périodes  cycliques,  est  toujours 
nulle. 


Conclusion. 


445.  Lorsqu'un  lieu  de  degré  m  dégénère  en  un  système  de  m  droites, 
il  présente r points  doubles  et  les  coefficients  de  son  équation 

satisfont  à  autant  de  conditions  particulières. 

m — 1  de  ces  conditions  expriment  que  les  m  résidus  relatifs  aux 
asymptotes  sont  nuls,  puisqu'ils  le  sont  en  effet. 

Si  ces  m —  i  conditions  cessaient  d'être  satisfaites,  le  lieu  redevien- 
drait irréductible  et  chacune  des :z •   conditions  restantes 

correspondrait  toujours  à  la  présence  d'un  point  double.  Ainsi  le  nombre 
maximum  de  points  doubles  d'un  lieu  irréductible  de  degré  m  est 

(m— i)(m— 2) 
2  • 

C'est  en  effet  la  formule  à  laquelle  Riemann  était  arrivé;  la  démons- 
tration qu'il  en  donne  n'avait  pas  besoin  de  vérification,  mais  il  est  re- 
marquable que  la  théorie  des  périodes,  traitée  par  la  méthode  des  con- 
juguées, y  conduise  si  naturellement. 

Le  nombre  maximum  des  points  doubles  étante ^ ^,  il  en  ré- 

suite  que  le  nombre  total  des  périodes  ultra-rycliques  est  (m  —  1)  (m — 2). 
D'un  autre  côté,  le  nombre  des  périodes  cycliques  est  m  —  i  ;  par  con- 
séquent le  nombre  total  des  périodes  est  (m  —  1)*;  c'est-à-dire  que  la 
formule  donnée  par  M.  Jordan  n'était  pas,  comme  il  semblait  le  craindre, 
susceptible  de  réduction. 

Gela  posé,  la  solution  du  problème  de  la  classification  des  quadratri- 
ces  des  courbes  algébriques  est  maintenant  complète. 

Les  courbes  de  degré  m  quarrables  algébriquement  sont  celles  qui  ont 

(m— l)(m  — 2)      .       ,     ,, 

r points  doubles  et  que  leurs  asymptotes  coupent  toutes 

en  trois  points  situés  à  l'infini. 
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Les  courbes  de  degré  m,  quarrables  au  moyen  des  fondions  circulaires 

seulement,  sont  celles  qui  ont ^ points  doubles.  Ce  sont 

celles  que  M.  Hermite  appelle  unzci^r^afe^;  leurs  quadratrices  ontm— 1 
périodes  cycliques  au  plus. 

Celles  qui  ont ^ 1  —  1  points  doubles  sont  quarrables  par 

les  intégrales  elliptiques,  etc. 

Cette  théorie  est,  comme  on  le  voit,  plus  complète  à  la  fois  que  celle 
de  llf.  Jordan  et  que  celle  de  M.  Clebsch;  elle  les  remplace  l'une  et 
l'autre  sans  rien  en  emprunter,  et  elle  est  infiniment  plus  simple. 

Elle  ne  procède  absolument  que  de  la  méthode  des  conjuguées,  et 
repose  entièrement  sur  ce  principe,  que  les  périodes  des  intégrales  sont 
les  aires  des  anneaux  fermés  de  la  courbe  réelle  ou  de  ses  conjuguées, 
que  j 'avais  établi  dès  1 8o  1 . 


Formule  du  produit  des  périodes  de  la  quadratrice  dune  courbe 

de  degré  m. 

« 

444.  La  théorie  précédente  suggère  une  remarque  qui  pourra  n'être 
pas  immédiatement  utilisable,  mais  que  les  géomètres  apprécieront 
sans  doute,  sachant  combien  les  premiers  éléments  de  théories  desti- 
nées à  recevoir  plus  tard  de  grands  développements^  sont  souvent  insi- 
gnifiants en  apparence. 

Pour  qu'une  des  périodes  ultra-cycliques  de  la  quadratrice  d'une 
(tourbe  de  degré  m,  f{Xy  y)  =  0,  devienne  nulle,  il  faut  que  la  courbe 
acquière  un  point  double  ;  le  produit  des  périodes  doit  donc  contenir 
en  facteur  une  certaine  puissance  du  premier  membre  de  la  condition 
que  les  coefficients  devraient  remplir  pour  que  la  courbe  eût  un  point 
double,  c'est-à-dire  de  la  condition  que  l'on  obtiendrait  en  éliminant 
X  et  y  entre  les  équations 

na:,y)=0,    |  =  0    et    |=0. 

D'un  autre  côté^  pour  qu'une  des  périodes  ultra-cycliques  de  la  qua- 
dratrice devienne  infinie,  il  faut  que  deux  asymptotes  de  la  courbe,  de- 
venues parallèles,  soient  rejetées  à  l'infini  ;  le  produit  des  périodes  ultra* 
cycliques  doit  donc  contenir  en  dénominateur  une  certaine  puissance 
du  premier  membre  de  la  condition  que  devraient  remplir  les  coeffi- 
cients des  termes  du  plus  haut  degré  pour  que  l'ensemble  de  ces  termes, 
égalé  à  zéro,  fournît  deux  droites  confondues. 

Soient  A  et  I  les  premiers  membres  de  ces  conditions,  le  produit 
de  toutes  les  périodes  ultra- cycliques  de  la  quadratrice  sera 


CLASSIFICATION   BES   INTÉGRALES   SIMPLES.  269 

•- 

A* 

S  et  t  désignant  les  exposants  encore  inconnus  des  puissances  dont  il 
vient  d'être  parlé  et  Q  une  constante,  dépendant  seulement  de  m,  puis* 
que  ce  facteur  ne  saurait  devenir  ni  nul  ni  infini,  pour  aucun  système 
de  valeurs  des  coefficients. 

A  et I  devront  être  séparément  des  fonclionshomogènes  des  coefficients' 
de  réquation  proposée  qui  y  entreront,  car  les  conditions  qu'elles 
expriment  ne  dépendent  que  des  rapports  des  coefficients  à  l'un  d'eux., 

D'un  autre  côté,  B  et  t  devront  dépendre  l'un  de  l'autre  par  cette  con 
dition  que 

A* 

ne  varie  pas  non  plus  lorsqu'on  multipliera  tous  les  coefficients  de  l'é- 
quation par  un  même  nombre,  puisque  le  produit  des  périodes  ne  devra 
pas  alors  changer. 

En  conséquence,  si  le  premier  membre  de  l'équation  qui  résulterait 
de  l'élimination  de  x  et  de  y  entre 

Ax.y)=0,    1  =  0    et    1=0 

est  de  degré  k  par  rapport  aux  coefficients  et  que  h  soit  celui  de  l'équa- 
tion qui  résulterait  de  l'élimination  de  c  entre 

(p(l,c)  =  0    et    (p'c(l,c)  =  0, 

?  (ar,  y)  désignant  l'ensemble  des  term^s  de  degré  m  de  l'équation  pro- 
posée, on  devra  avoir 

SA  =  l'A, 

A  ' 

d'où  i'  =  5  «7  ;  et  il  en  résultera 
h 

P  =  û    -T 


-m 


Enfin  $  se  déterminera  par  les  considérations  suivantes  :  si  l'on  suppose 
numériques  les  coefficients  des  termes  de  degré  m  de  l'équation  pro- 
posée, ceux  des  termes  de  degrém  —  1  seront  linéaires,  ceux  des  termes 
de  degré  m  —  2  seront  de  la  seconde  dimension  et  ainsi  de  suite.  D'ail- 
leurs A  et  I  seront  séparément  homogènes.  Cela  posé,  si 


k 
lÂ 
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est  de  degré  /,  comme  le  produit  P  devra  être  de  degré  2  (m  — l)(m— î), 
puisqu'il  y  aura  (m  ,—  1)  (m  —  2)  périodes  ultra  cycliques,  on  devra 
avoir 

«=2(m— l)(iw  — 2), 

d'où 

.       2(m-i)(m-2) 
8= . 

Quant  au  produit  des  périodes    cycliques^   ce  sera  le  produit  de 

(2ic  ^ —  l)"*""  par  une  certaine  puissance  du  premier  membre  de 
l'équation  qui  exprimerait  que  Ton  des  résidus  fût  nul.  Soit  Rce  premier 
membre,  le  produit  des  périodes  cycliques  sera  donc 

(27tvr^)'"-*R*' 
et  on  déterminerai'  par  la  condition  que  cette  expression  soit  de  la  di- 

9  (m      k  y 

mension  2  (m  —  1)'  ;  si  I  est  la  dimension  de  R,  on  aura  ^  t=  -^— — , 
et  le  produit  de  toutes  les  périodes  sera  exprimé  par 


-m 


Quant  à  Û,  on  le  déterminera  exactement  ou  par  approximation  sur  un 
exemple  particulier. 


De  la  courbe  du  troisième  degré  quarrable  algébriquemenL 

446.  L'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré  rapportée  &  l'une 
de  ses  asymptotes  prise  pour  axe  des  y  est 

xy^  +  (û^*  +  *^  +■  ^)y  +  ^"^  +  ^^  +  /^  +  *  =  ^• 

Si  Ton  veut  que  le  résidu  relatif  à  l'axe  des  y  soit  nul,  il  faut  faire 
c  =  0,  alors  les  deux  valeurs  de  y  sont  équidistantes  de 

axA-b 
2      ' 

c'est-k-dire  que  les  cordes  parallèles  à  Taxe  des  y  ont  pour  diamètre  la 
droite 

ax-\-  h 
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Ainsi,  dans  les  courbes  du  troisième  ordre,  le  diamètre  conjugué 
des  cordes  parallèles  à  une  asymptote  dont  lè  résidu  esl  nul,  est  une 
droite. 

Si  les  trois  résidus  sont  nuls,  les  diamètres  conjugués  des  cordes  pa- 
rallèles aux  trois  asymptotes  seront  séparément  rectilignes. 

Mais  quand  une  courbe  a  un  diamètre  rectiligne,  ses  asymptotes, 
prises  deux  à  deux,  viennent  se  couper  sur  ce  diamètre  et  forment  des 
systèmes  dont  les  cordes  parallèles  à  celles  de  la  courbe  auxquelles  cor- 
respond le  diamètre  rectiligne,  ont  elles-mêmes  leurs  milieux  sur  ce 
diamètre. 

Par  conséquent,  si  les  trois  périodes  cycliques  d'une  courbe  du  troi- 
sième ordre  sont  nulles,  la  courbe  admettra  pour  diamètres  rectilignes 
les  médianes  du  triangle  formé  par  les  trois  asymptotes. 

D'un  autre  côté,  si  une  courbe  pourvue  d'un  diamètre  rectiligne  a 
un  point  double  unique,  ce  point  double  devra  se  trouver  sur  le  dia- 
mètre. Par  conséquent  la  courbe  quarrable  du  troisième  ordre  devra 
avoir  pour  point  double  le  centre  de  gravité  du  triangle  des  asymp- 
totes. 

Soient  m  le  tiers  d'une  des  médianes  de  ce  triangle  et  a  la  moitié  de 
la  base  correspondante  ;  si  Ton  prend  pour  origine  le  point  double, 
pour  axe  des  x  la  médiane,  dirigée  du  point  double  vers  le  côté  2a,  et 
pour  axe  des  y  la  parallèle  à  ce  côté,  Téquation  de  la  courbe  sera 

H  devant^ètre  tel  que  l'origine  soit  un  point  double,  condition  en  appa- 
rence triple,  mais  qui  se  réduit  à 

H  — 7w  =  0, 

les  termes  du  premier  degré  en  a?  et  en  y  s'en  allant  d'eux-mêmes. 
Ainsi,  la  courbe  du. troisième  degré  quarrable  algébriquement  est 

{x  +  2m)«  _  V   ,        w     ^^ 
4m*  Aà^       X — m 

ou 


ax  .  /x-^-'àm 

^~ïm\   x—m  * 


Lorsque  cette  courbe  a  ses  trois  asymptotes  réelles,  elle  a  la  figure 
ci-dessous.  Je  lui  ai  donné  le  nom  de  Trèfle. 

Quand  la  courbe  a  deux  asymptotes  imaginaires,  c'est  une  projection 
orthogonale  ou  oblique  du  folium  de  Descartes. 


V 
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En  effet,  si  l'on  rapporte  le  folium 

y'  +  ^  —  ^axy  =  0 

à  son  axe  de  symétrie  pris  pour  axe  des  x,  et  à  la  perpendiculaire  menée 
par  le  point  double,  pour  axe  des  y,  Téquation  de  la  courbe  devient 


/  -1=0'  —  •^" 

X  A     /   yj3i 


y/2 

Les  deux  courbes  sont  d'ailleurs,  comme  on  voit,  conjuguées  Tune  de 
Tautra, 


Fig.  33. 


L'équation  du  trèfle  peut  être  réduite  à 


V    X  —  m 


•Si  Ton  y  remplace  fc  et  m  par  ft  +  A'  v—^l  et  m  +  m'  ^ — 1,  on  aura 
un  lieu 


y  =  {k+k' 


^)^\/i^ 


3(m  +  m'\/Çn) 


(m+mV— 0 


dont  les  conjuguées,  du  neuvième  degré,  seront  également  quarrables 
algébriquement. 
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Sur  la.  courbe  la  plus  générale  du  quatrième  degré  quarrable 

algébriquement. 

446.  Toute  projection  orthogonale  ou  oblique,  sur  un  plan  quel* 
conque,  d'une  courbe  quarrable  algébriquement,  est  aussi  quarrable 
algébriquement;  parce  que  la  projection  est  de  même  degré  que  la 
courbe  projetée,  qu'elle  présente  le  même  nombre  de  points  doubles, 
et  que  chacune  de  ses  asymptotes  la  coupe  en  autant  de  points  à  Tin- 
fini  que  l-asymptote  dont  elle  est  la  projection  coupait  ^elle-même  \\. 
rinûni  la  courbe  projetée. 

Nous  pourrons  donc  nous  borner  à  la  recherche  de  la  projection  la 
plus  simple  possible  de  la  courbe  la  plus  générale  du  quatrième  degré 
quarrable  algébriquement. 

Or,  on  peut  toujours  transformer  par  projection  un  triangle  quel- 
conque en  un  triangle  équilatéral.  En  effet,  si  par  l'un  des  côtés  du 
triangle  on  fait  passer  un  plan  quelconjque,  et  que,  sur  le  côté  consi- 
déré du  triangle,  on  construise,  dans  le  plan  choisi,  un  triangle  équi- 
latéral, il  suffira,  pour  transformer  le  proposé  dans  ce  triangle  équila- 
téral, de  le  projeter  parallèlement  à  la  ligne  qui  joindrait  les  troisièmes 
sommets. 

Nous  pourrons  donc  supposer  que  les  trois  points  doubles  de  la 
courbe  cherchée  forment  les  sommets  d-un  triangle  équilatéral,  dont 
nous  désignerons  le  côté  par  d. 

Si  nous  rapportons  cette  courbe  à  deux  des  côtés  tlu  triangle  des 
points  doubles,  pris  pour  axes  de  coordonnées,  les  trois  points  doublés 
auront  pour  coordonnées 

[x  =  0,  y=i01,    [a:  =  rf,  y  =  0],     [x=0,  y  =  rf]. 

D'un  autre  côté,  en  représentant  par 

y  =  a^x  +  b^ 

les  équations  des  quatre  asymptotes,  l'équation  de  la  courbe  devra  être 

(y— a,x— 6i)(y— a^— 6,)(y— a,x— 6,)(y— (Ï4X— 6J+Aar+By+C=0, 

pour  que  chacune  des  quatre  asymptotes  coupe  la  courbe  en  trois  points 
situés  à  l'infini. 

Mais  les  constantes  A,  B,  C,  ff^,  b^,  a^y  6„  crj,  i^,  «4,  b^  devront  satis-^ 
faire  à  neuf  conditions  exprimant  que  les  troil  points  définis  plus  haut 
sont  des  points  doubles. 

Il*  p.  18 
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Four  que  Torigiiie  soit  un  point  double,  il  faudra  que 

^*A*4  +  G  =  0, 

—  b,bj>^  —  bjfjf,  —  b^hjb^  —  bj),b^  +  8  =  0, 

équations  qui  déterminent  A,  B  et  C. 

Si  Ton  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  x  =  0,  y  =  ^, 
l'équation  de  la  courbe  devient 

{y^-d—a^-c—bd  (y  +  d—a^—  *,) (y  +  d—a^^b;j  {y  +rf— a^x—  à^) 
+  Ax+B(y+rf)  +  G  =  0, 

m 

et,  pour  exprimer  que  la  nouvelle  origine  est  un  point  double,  on  aura 
les  trois  conditions 

{d—b,)  (d-*,)  {d—bji  (</— 6») + B</+  G = 0, 

{d^b,)  {d-b,)  {d-b,)  +  (rf-6,)  (rf-60  (rf-ô.)  +  (rf-6,)  (rf-A.)  (rf-é.) 
+  (d-éj  (rf-4,)  (rf-*,)  +  B  =  0, 

-ff»(d-*,)  (rf-é.)  (rf-«.)+ A  =0. 

En  remplaçant  dans  les  deux  premières  équations  de  ce  second 
groupe  B  et  G  par  leurs  valeurs  tirées  des  deux  premières  du  premier 
groupe,  elles  deviennent 


et 


d'où  Ton  tire 


d*  —  dlb,  +  26,*,  =  0 


4rf»  —  3dlb,  +  22*/,  =  0, 


2*,=2rf    et    2é/,  =  rf„ 

entre  les  ordonnées  à  Torigine  *|,  *,,  *,  et  b^  des  quatre  asymptotes. 

Ces  équations  se  traduisent  d*elles-inèmes,  mais  on  peut  encore  les 
transformer  avec  avantage  :  si  Ton  désigne  par  b\  la  distance  du  milieu 
du  côté  du  triangle  des  points  doubles,  couché  sur  Taxe  des  y,  au  point 
de  rencontre  de  ce  même  côté  avec  Tasymptote  y  =  a^x  -}-  *i,  cette  dis- 
tance étant  comptée  positivement  dans  le  sens  des  y  positifs,  *,  sera 

égal  ^z  +  b\;  par  conséquent,  les  conditions  précédentes  s'exprime' 


1 


Ë. 


ronl  par 


et 
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=  2rf 


OU 


26',  =0    et    2^7  =  rf*. 


On  trouverait  naturellement  des  conditions  identiques  pour  les  autres 
côtés  du  triangle  des  points  doubles. 

Ainsi,  les  conditions  sont  que  le  milieu  de  chaque  côté  du  triangle 
des  points  doubles  soit  le  centre  des  loQoyennes  distances  des  points  de 
rencontre  de  ce  côté  avec  les  quatre  asymptotes  et  que  la  somme  des 
carrés  des  mêmes  distances  soit  égale  au  carré  d'un  côté  du  triangle  de- 
venu équilatéral. 


CHAPITRE  XXXVIII 


CLÀSSIPICATTON  DES   INTÉGRALES  CUBATRICES  DES  SURFACES.  ALtiÉBRIQUfiS 


447.  Les  périodes  numériques  de  l'intégrale  double  cubatrice  d'une 
surface  sont  les  volumes  enveloppés  par  les  nappes  fermées  de  cette  sur- 
face, ou  les  produits  par  yj —  1  des  volumes  enveloppés  par  les  nappes 
fermées  de  ses  conjuguées. 

Pour  les  obtenir,  il  suffit  de  former  les  intégrales  du  type  /  c^/y, 

w  désignant  une  des  périodes,  fonctions  de  ^,  de  la  quadratrice  de  la 
section  de  la  surface  par  un  plan  mobile,  parallèlement  à  lui-même,  au- 
quel on  aurait  rendu  le  plan  des  0:2  parallèle,  chacune  de  ces  intégrales 
devant  d'ailleurs  être  prise  entre  les  limites  pour  lesquelles  (o  s'annule^ 
c'est-à-dire  entre  les  ordonnées  de  deux  plans  tangents  à  la  surface,  pa- 
rallèles au  plan  des  â:z. 

On  pourra  désigner  sous  le  nom  de  périodes  sphériques  les  périodes 
de  l'intégrale  double  qui  proviendront  des  périodes  cycliques  de  l'inté- 
grale simple.  Toutes  les  autres  prendront  alors  le  nom  commun  de 
périodes  ultra-sphériques. 

Si  Tune  des  périodes  cycliques  de  la  quadratrice  d'une  section  paral- 
lèle au  plan  des  xz  est  constamment  nulle,  la  période  sphérique  corres- 
pondante sera  aussi  nulle;  cela  arrivera  lorsque  la  section  parallèle  au 
plan  des  xz  aura  constamment  une  asymptote  qui  la  coupe  en  trois  points 
situés  à  rinfini. 

Si  l'une  des  périodes  ultra-cycliques  de  la  quadratrice  d'une  section 
parallèle  au  plan  des  xz  est  constamment  nulle,  la  période  ultra-sphéri- 
que  correspondante  sera  nulle  aussi.  Cela  arrivera  lorsque  la  section 
aura  constamment  un  point  double.  Mais  on  sait  de  plus  que,  dans  ce 
cas,  deux  autres  des  périodes  ultra-cycliques  de  la  quadratrice  de  la 
section  se  fondront  en  une  seule,  d'où  résultera  une  réduction  corres- 
pondante dans  le  nombre  des  périodes  ultra-sphériques  de  l'intégrale 
double. 

Supposer  que  la  section  parallèle  au  plan  des  xz  ait  constamment  un 
point  double,  c'est  supposer  que  la  surface  f{x,  y,  z)  =  0  présente  une 
courbe  double. 


t 


/ 
/ 
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Si  une  surface  f  [Xy  y,  z)  =  0  présente  une  courbe  double,  la  courbe 

f{x,  A,  z)  =  0 

aura  un  point  double,  quel  que  soit  A,  c'est-à-dire  que  les  équatibns 

f{x,  A,  2)  =  0,  r^{x,  A,  z)  =  0,   f'zix,  A,  z)  =  0 

auront  une  solution  commune,  quel  que  soit  A.  Réciproquement, 
s'il  existe  une  courbe  double  dans  une  surface,  les  points  suivant  les- 
quels elle  sera  coupée  par  un  plan  quelconque  seront  des  points  dou- 
bles de  la  section  de  la  surface  par  ce  plan.  Si  la  surface  est  de  degré  m^ 
sa  section  par  un  plan  quelconque  sera  de  degré  m  et  ne  pourra  pas  pré* 
senter  plus  de 

(m— l)(m  — 2) 

2 

points  doubles.  Une  ligne  double  d'une  surface  de  degré  m  ne  saurait 
donc  être  coupée  par  un  plan  quelconque  en  plus  de      ""         "^   ^ 

points.  Cette  ligne  double  ne  peut  être  au  plus  que  du  degré  '      ""  '. 

Si  unS  surface  de  degré  m  présente  une  courbe  double  du  degré 

(m^i)(m  —  ^) 

la  cubatrice  de  cette  surface  n'aura  aucune  période  ultra-sphérique. 
Si  la  courbe  double  que  présente  la  surface  est  du  degré 

2  A:, 

la  quadratrice  d'une  section  plane  quelconque  aura  2k  périodes  ultra- 
cycliques. 

Les  périodes  numériques  de  la  cubatrice  pourraient  s'annuler  sans 
que  les  périodes  correspondantes  des  quadratrices  des  sections  parallèles 
à  un  plan  choisi  fussent  constamment  nulles,  si  les  plans  où  ces  pé- 
riodes s'annulent  venaient  à  se  confondre. 

D'un  autre  côté,  le  nombre  des  périodes  numériques  ultra-sphériques 
pourra  s'élever  beaucoup  au  delà  du  double  2k  de  l'excès  du  degré 
maximum  de  la  ligne  double  sur  le  degré' effectif  de  cette  ligne,  parce 
que  la  même  période  ultra-cyclique  de  la  quadratrice  d'une  section 
plane  de  la  surface  pourra  s'annuler  dans  un  grand  nombre  de  plans 
tangents  (on  va  voir  que  cela  ne  saurait  arriver  pour  les  périodes  cycli- 
ques), mais  le  nombre  des  périodes  numériques  de  la  cubatrice  n'est 
pas  ce  qu'il  y  a  d'intéressant  dans  la  théorie.  C'est  le  nombre  des  pé- 
riodes de  la  quadratrice  d'une  section  mobile  parallèle  à  un  plan  quel- 
conque qui  affecte  surtout  la  nature  de  la  cubatrice. 
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448.  Soit 
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l'équation  de  la  surface  la  plus  générale  de  degré  m  décomposée  en  grou- 
pes de  termes  homogènes,  de  sorte  que  ç,  +,  X'  ^^^^  soient  des  poly- 
nômes homogènes  de  degrés  m,  m  —  1,  m  —  2,  etc. 
Soient  d'ailleurs 

les  équations  d*une  direction  asymptotique,  de  sorte  que^  (a,  p,  1)=^' 
et 


^  —  ^0      y  —  yc 


P 


4 


les  équations  d'une  parallèle  à  celte  direction  :  si  l'on  veut  avoir  les  in- 
tersections de  cette  parallèle  avec  la  surface  on  pourra  remplacer  dans 
l'équation  proposée  x^y  eiz  par 

J^o  +  «P»    yo  +  Pp    et    p, 
ce  qui  donnera 

p"*?(«,  P,  1)  +  r-'  [^o?.+yo?V  +  +  («>^  0] 


.m -2 


+  . . .  =  0. 

Mais  le  terme  en  p^  disparaîtra  de  lui-même,  7  (a,  ^,  1)  étant  supposé 

nul. 
Si  l'on  veut  exprimer  que  la  droite 

x—x^  _  y  —  ?/o  __  z 


!H 


4 


çst  une  asymptote,  il  faudra  poser 

(i)    '  ^•o?'.  +  yo?P  +  +  («,  ^i)  =  o, 

ce  qui  donnera  une  relation  entre  les  coordonnées  x^^  y^  de  la  trace  sur 

le  plan  des  x  y  de  l'asymptote  parallèle  à  la  direction  -  =  |  ==^775h'- 

Ton  voit  que  les  asymptotes  parallèles  à  une  même  direction  asympto- 
tique sont  généralement  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  voulait  déterminer  les  asymptotes  parallèles  à  la  même  direc- 
tion, qui  rencontrent  la  surface  en  trois  points  situés  à  l'inûni,  il  faudrait 
poser  la  nouvelle  condition 

(2)     x,V.-  +  yoV?'  +  âXaVof «P  +  2a;of a  +  2yofp  +  2^  (a,  P,  4)  =  0, 
d'où  Ton  voit,  comme  cela  avait  été  annoncé,   que  parmi  toutes  \J^ 


/■ 


IV 


r-^ 
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asymptotes  parallèles  à  une  même  direction,  il  y  en  aura  généralement 
deux  et  deux  seulement  qui  rencontrent  la  surface  en  trois  points  situés 
à  l'infini  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  si  un  plan  quelconque  se  dé- 
place parallèlement  à  lui-même,  chacune  des  périodes  cycliques  de  la 
quadratrice  de  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  mobile  s'annulera 
deux  fois  et  deux  fois  seulement,  de  façon  qu'on  ne  trouvera  jamais 
pour  la  cubatrice  que  m  périodes  sphériques  numériques. 

449.  Si  l'on  voulait  exprimer  que  les  deux  asymptotes  parallèles  à 

-  «=  I  =  -,  qui  rencontrent  la  surface  en  trois  points  situés  à  l'in&ni,  se 

confondent  et  que  la  période  sphérique  numérique  correspondante 
s'annule,  il  faudrait  éliminer  a?o,  par  exemple,  entre  les  équations  (1) 
et  (2)  et  exprimer  la  condition  pour  que  l'équation  restante  en  y^  eût 
ses  deux  racines  égales. 
L'équation  (1)  donne 

en  substituant  dans  Téquation  (2),  il  vient 

La  condition  cherchée  est  donc 

L     ?.  ?«JL  ?  «  9»  J 

ou 

(A)  .  [[?"..?'»-?".|.?'.l"!'(«'?'»)—l''.Vi>?'.+ *'?*".]• 

-[f^'?''f-2l'V.9'p+*''p'?''.][?''.'+*(«'P>>)-'*'.»'«'l'(''P'l>+2x(a.p,l)ç'«.]=0. 

• 

Si  <p,  '^  et  X  satisfaisaient  identiquement  à  cette  condition,  quels  que 
fussent  a  et  p  liés  entre  eux  par  la  relation  (p  (a,  p,  1)  =0,  toutes  les  pé- 
riodes sphériques  nuinériques  seraient  nulles. 

Mais,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  ce  point  est  peu  important. 

480.  Pour  que  la  période  cyclique,  relative  à  Tasymplote  parallèle  à 
-=-=-,  de  la  quadratrice  d'une  section  plane  mobile  pnrallèle  à 

oc  ^         1 
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cette  directioD,  restât  toujours  identiquement  nulle,  c'est-à-dire  pour 
que  la  période  sphérique  correspondante  qui,  autrement,  varierait  avec 
les  limites,  restât  constamment  nulle,  il  faudrait  qu'en  éliminant  Xq, 
par  exemple»  entre  les  équations  (1)  et  (2),  ou  iombftt  sar  une  équation 
identique  en  y^.  Ces  conditions  sont 

(B)  f^  gî+cpV^2<p%?)=0; 


ç  «  «p. 

Si  Ton  veut  que  ces  conditions  soient  satisfaites  quels  que  soient  «etp, 
c'est-à-dire  si  Ton  veut  que  toutes  les  périodes  sphériques  de  la  cuba- 
trice  disparaissent,  ces  trois  conditions  devront  ôtre  considérées  comme 
des  équations  aux  différentielles  partielles,  dont  7,  ^  et  x  seraient  les 
inconnues. 

Ces  équations  en  apparence  très -compliquées  sont  heureusement 
faciles  à  intégrer.  Ainsi  d'abord  l'équation 

OU 

.    ?'W % — V«p?'p?  «  +  ?"p'?''«  =  ^> 

qui  se  rapporte  exclusivement  à  la  fonction  ^ ,  exprime  que  le  cône, 

lieu  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'origine,  est  formé  d*un 

système  de  m  plans. 

En  effet  Téquation  de  ce  cône  est  9  (x,  y,  z)  =  0,  de  sorte  que 

?  i^f  yf^)  =  0  est  l'équation  dans  son  plan  de  la  section  de  ce  cône  par 

le  plan  z  =  {.  Or,  pour  exprimer  que  le  lieu  cp  (or,  y,  1)  =  0  se  compose 

d*v 
de  droites,  il  faudrait  exprimer  que  -7^,  en  un  quelconque  de  ses  points, 

eux* 

est  nul,  et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  l'équation  (B),car  l'équation 
?  (^»  y>  ^)  =  0  donne  d'abord 


,   dy 


et  ensuite 


♦•S+»v(l)'+v.|+,v-o, 


dy  fùx 

ou,  en  remplaçant  -^  par —  ~- 

dx  ^y 
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^^  rfx«  ^^  ^    fy  ^^  *y  ©'y  ^^  "^  ' 

d*où  l'on  voit  que  la  condition 
revient  à 

É 

Ainsi  la  fonction  cp  (x,  y,  z)  doit  être  le  produit  de  m  facteurs  li- 
néaires. 

(Aj5:+Bjy  +  C,z),    (A^  +  B,y  +  (V). . .    ( A«a?  +  Rny -}- C,„5). 
En  second  lieu^  l'équation  (G), 

[ç'Wp  —  ?"«??'•]  'l'  («»  ^  *)  —  ?*  [f «?p  —  f  p? «]  =  0» 

exprime  que  toutes  les  asymptotes  sont  effectivement  contenues  dans 
m  plans. 

En  effet  toutes  les  asymptotes  infiniment  peu  inclinées  les  unes  sur  les 
autres  doivent  déjà  être  parallèles  à  un  même  des  plans  représentés  par 
l'équation  ^  (x,  y,  z)  =0,  car  une  asymptote  variable  de  direction  d*une 
matière  continue  ne  pourrait  changer  de  plan  directeur  qu'en  prenant 
momentanément  la  direction  de  l'intersection  de  son  ancien  plan  direc- 
teur avec  Tun  des  {m  — •  i)  autres.  De  sorte  que  si  la  droite 

0)  ^0?.  +  yo?p +"K«>  P,  1)  =  0, 

lieu  des  traces  sur  le  plan  des  xy  des  asymptotes  parallèles  à  la  direc- 

X       y       z 
lion  -  =  ^  =  j,  ne  change.'pas  lorsque  a  et  ^  varieront  infiniment  peu, 

oc        p        1 

ou  varieront  dans  de  certaines  limites,  toutes  les  asymptotes  correspon- 
dantes seront  dans  un  même  plan. 
Or,  c'est  précisément  Tinvariabilité  de  la  droite 

^«?'.+  yo?P  +  +  («,P.O  =  0 

qu'exprime  l'équation  (G). 

En  effet  si  l'on  fait  varier  dans  l'équation  (1)  «  de  doL  et  ^  de  d^^  elle 
devient 

et  si  Ton  veut  exprimer  que  les  deux  droites  coïncident,  il  faudra  ex- 
primer que  les  accroissements  des  coefficients  sont  proportionnels  aux 
anciennes  valeurs  de  ces  coefficients,  ce  qui  donnera 
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?«  ~  ?i»  ""     4'(«>P»^) 

en  divisant  par  (fa  et  remplaçant  j-  par  —  V  ces  équations  deviennent 


// 


r  r 


?f 


+  («,?.«)  • 


c'est-à-dire 


y  ««y  p  —  y  «??«?» —  ?&*?«+?  «p? «y p y»yp  —  yp^a 

la  première  de  ces  conditions 


y  ««Ç  p  —  ?  «P?  «?  ?  —  —  ?  P*?  « "T  ?  «P?«?  P 

n'est  autre  que  la  condition  (B)  déjà  traitée,  quant  à  l'autre, 

<P  ««<p  p— y  «py«?p_?«y»— ?py« 

y«T*p  ?P+(«.P^O  ' 

elle  se  réduit  précisément  à  l'équation  (C) 

[f'.'y  p  —  cp'^.py.l  ^  (a,  P,  i)  --  y'.  [+Vp  —  f  py «]  =  0. 

Ainsi  les  équations  (B)  et  (G)  expriment  que  toutes  les  asymptotes  de 
la  surface  doivent  être  comprises  dans  m  plans. 

Quant  à  l'équation  (D),  il  est  inutile  d'«n  chercher  la  traduction  :  puis- 
qu'elle exprime  que  chacune  des  asymptotes  coupe  la  surface  en  un 
troisième  point  situé  à  l'infini,  elle  doit  exprimer  que  chacun  des  m 
plans  asymptotes  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  de  degré  (m  — 3) 
seulement. 

4Si.  Les  conditions  (B),  (C)  et  (D)sont  du  reste  faciles  à  réaliser. 
En  effet,  supposons  que 

V  +  B,y  +  C,z  +  D,  =  0 

représente  Tun  des  m  plans  en  question,  l'équation  de  la  surface  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

(A,x  +  B^y  +  GiZ  4-  D^)  ym-i  (ar,  y ,  2)  +  <I>m-3  (x,  y,  z)  =  0, 

4>m  -  3  désignant  un  polynôme  complet  en  x^  y,  z  de  degré  m  —  3. 
De  même,  si 

A^+B,y  +  G^  +  D,  =  0 
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est  réquation  du  second  des  m  plans  en  question,  l'équation  de  la  sur- 
face devra,  par  les  mômes  raisons,  être  de  la  forme 

[k,x+  B^+C,r+Dt)  (A^+B^+C^+D,)  tp^^î  {x,  iT.  t)+^m^z  {x.  y,  z)=0 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  si 

est  l'équation  du  dernier  plan  en  question,  l'équation  de  la  surface  sera 
(h^x  +  Bjy  4-  CjS+  Dj) . . .  {kmx  4-  Bmy  +  Cm;s  +  Dm)  +*m-3  {x,  y,z)  =  0 

4B2.  Les  conditions  précédemment  exprimées  ne  suffiraient  pas  en- 
core pour  que  la  cubatrice  de  la  surface  n'eût  aucune  période.  En  effet 
si  on  coupe  la  surface  dont  on  vient  de  poser  l'équation  par  un  plan  quel- 
conque 

Rj:  +  Sy  +'  Tz  4-  U  =  0, 

les  asymptotes  de  la  section  seront  bien  les  intersections  du  plan  sécant 
avec  les  m  plans  qui  forment  l'enveloppe  des  plans  asymptotes  et  cha- 
cun de  ces  m  plans  coupant  la  surface  suivant  une  courbe  du  degré 
(m  —  3)  seulement,  les  asymptotes  de  la  section  auront  bien  trois  points 
communs  à  l'infini  avec  cette  section.  Mais  pour  que  les  résidus  relatifs 
aux  asymptotes  de  la  section  soient  nuls,  il  faudra  que  cette  section 
soil  effectivement  du  degré  m.  Or  il  en  sera  bien  ainsi  si  le  plan  sécant 
est  quelconque,  mais  non  pas  s'il  est  parallèle  à  l'un  des  plans  asymp- 
totes. La  section  par  un  pareil  plan  ne  serait  plus  que  du  degré  {m  —  i) 
et  ses  asymptotes  la  coupant  en  (m  —  3)  points  à  distance  finie  n'au- 
raient avec  elle  que  deux  points  communs  à  l'infini,  le  résidu  relatif  à 
l'une  quelconque  d'entre  elles  serait  différent  de  zéro  et  ce  résidu  en- 
gendrerait une  période  de  l'intégrale  double. 

Pour  que  ces  dernières  périodes  disparaissent  aussi,  il  faudra  donc  que 
les  asymptotes  des  sections  par  des  plans  parallèles  aux  plans  asymp- 
totes ne  rencontrent  la  surface  qu'en  m  —  4  points  situés  à  distance  finie. 

Pour  exprimer  cette  dernière  condition,  nous  remarquerons  que  la 
projection  sur  le  plan  des  xy^  par  exemple,  de  la  section  d'une  surface 
par  un  plan  quelconque  est  coupée  par  une  de  ses  asymptotes  en  au- 
tant de  points  à  distance  infinie  que  la  section  elle-même  l'est  par  son 
asymptote  correspondante,  de  sorte  que  la  condition  qui  nous  occupe 
pourra  être  exprimée  par  rapport  aux  projections  sur  le  plan  des  xy  des 
sections  de  la  surface  par  les  plans  parallèles  à  ses  plans  asymptotes. 

Soit 

kpX  +  Bpy  4-  Cps  +  Dp  +  H  =  0 

réquation  d'un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  asymptotes  et  supposons 
que  cette  équation  donne 

z  =  apX  +  bpy  -]-  kp 
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OÙ  Op  et  bp  seront  oonstants,  Téquation  de  la  projection  de  la  section 
sur  le  plan  des  xy  sera 

+  *m-3  (x,  y  y  apx  +  bpi/  -f  hp)  =  0, 

et  comme 

(A,  +  C,ap)  x  +  {B,  +  C,bp)  y  +  D,  +  C,hp  =  0, 

(Am  4-  Cmffp)  X+{Bm+  Gmàp)  y  +Dm  +  CJlp  =«  0 

seront  les  équations  des  {m  —  1)  asymptotes  de  la  projection  de  la  sec- 
tion, il  faudra  que  les  termes  de  degré  {m  — 3)  disparaissent  de 

*m-3  {x,  y,  Opx  +  bpy  +  hp), 

ou,  si  l'on  désigne  par  çm  -  3  (x,  y,  z)  Tensemble  des  termes  de  degré 
{m  —  3)  contenus  dans  ^m  -  3  (a?,  y,  z),  que 

ifm^z  {x,  y.opx-i-  bpy), 

soit  identiquement  nul. 
Il  faudrait  de  même  que 

<fm-3  {x,  y,  a^x  4-  b^) 

^m-3  (Xf  yydmX-^-bmy) 

fussent  identiquement  nuls^  ce  qui  exigerait  que  <fm^z  {x,  y,  z)  fût 
identique  à 

{z  —  a^x  —  b^y)  ...  (z  -—  dm^  —  *my). 
Cette  condition  paraîtrait  impossible  à  remplir,  puisque  le  produit 

(z  —  a|X  —  ô,y)  ...  (z  --  ûmX  —  bmy) 

serait  de  degré  m. 

Mais  cela  prouve  seulement  que  les  m  plans  asymptotes  d'une  surface 
capable  d'être  cubée  algébriquement  n'auront  jamais  des  directions 
quelconques  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

455.  En  résumé  :  pour  que  la  cubatrice  d'une  surface  de  degré  m 
n'ait  de  périodes  d'aucun  genre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  surface  pré- 
sente une  courbe  double  de  degré      ""»         *"   ^  ;  que  toutes  ses  asymp- 

totes  soient  contenues  dans  m  plans  ;  que  chacun  de  ces  m  plans  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  de  degré  (m  —  3)  au  plus;  enfin  que  les» 
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asymptotes  des  sections  parallèles  aux  m  plans  asymptotes  de  la  surface 
ne  coupent  ces  sections  qu'en  (m  —  4)  points  à  distance  finie. 

4S4.  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant  celte  théorie  générale, 
que  le  cylindre  parabolique  y^  =  2px,  seule  surface  du  second  ordre 
irréductible  dont  tous  les-  segments  prismatiques  puissent  être  cubés 
algébriquement,  remplit  bien  toutes  les  conditions  imposées  par  la 
théorie.  En  effet  il  contient  à  l'infini  une  droite  double  parallèle  aux  2  ; 
les  asymptotes  de  toutes  les  sections  sont  comprises  dans  les  deux  plans 
y  =  db  00  ;  enfin  Tasymptole  de  la  section  de  la  surface  par  un  plan  y  =  A 
parallèle  aux  deux  plans  asymptotes,  se  confondant  avec  cette  section 
elle-même  remplit  par  conséquent  la  condition  de  la  couper  à  l'infini 
en  trois  points. 

Le  paraboloïde  hyperbolique  qui  s'approche  ensuite  le  plus  d'une  sur- 
face capable  de  cubature  algébrique,  a  bien  une  ligne  double  à  TinQui 
et  satisfait  bien  d'ailleurs  à  la  condition  représentée  par  l'équation  (B), 
il  satisfait  môme  aussi  à  la  condition  (D),  mais  il  ne  satisfait  pas  à  la 
condition  (G).  Tous  ses  plans  asymptotes  sont  parallèles  à  deux  plans, 
mais  il  y  en  a  une  infinité. 


Application  aux  surfaces  du  troisième  ordre. 

45S.  Les  surfaces  du  troisième  ordre  capables  de  cubature  algébrique 
doivent  être  recherchées  dans  le  type 

Si  l'on  suppose  la  surface  irréductible,  la  seule  ligne  double  qu'elle 
puisse  contenir  sera  une  droite.  Supposons  qu'on  ait  pris  cette  droite 
pour  axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  devra  se  réduire  à  une  Identité 
si  l'on  y  fait  jc  =  0  et  y  =  0,  ce  qui  donne 

cAd^  +  cA'^i  +  ^A^t  =  o> 

H  ne  pouvant  être  supposé  nul,  sans  quoi  la  surface  se  réduirait  à  trois 
plans,  rf„  ni  rf„  ni  rf,  ne  sauraient  non  plus  disparaître  :  il  en  résulte  évi- 
demment que  (?j,  r,  et  c^  doivent  être  nuls. 

G*est-à-dire  que  la  surface  doit  être  un  cylindre  parallèle  à  sa  ligne 
double. 

Les  conditions  précédentes  expriment  simplement  que  Taxe  des  z  est 
sur  la  surface,  pour  que  cette  ligne  soit  double  il  faut  et  il  suffit  que 
l'origine  soit  un  point  double  de  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  desâ^. 


1 
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Or,  réquation  de  cette  trace,  ou  celle  de  la  surface,  est  devenue 
(a,x4-  *,y  -f  rf,)  (û^  ^.  i^  -f-d^)  (o^  -f-  A,y  +  rf,)  —  rf^rf^rf,  =  0 

et  si  Torigine  est  un  point  double,  cette  trace  sera  quarrable  algébrique- 
ment, c'est-à-dire  sera  un  trèfle  ou  un  folium,  suivant  que  les  trois 
asymptotes  seront  réelles  ou  qu'il  y  en  aura  deux  imaginaires. 

.  Les  seules  surfaces  du  troisième  ordre  cubables  algébriquement,  en 
dehors,  bien  entendu,  des  surfaces  paraboliques  telles  que  par  exemple 
le  cylindre 

sont  donc  le  cylindre  à  base  de  trèfle  et  le  cylindre  à  base  de  folium, 
conjugués  l'un  de  l'autre. 


Remarque  relative  aux  intégrales  quadratrices  des  surfaces   . 

du  second  ordre. 

486.  On  sait  que  l'intégrale  double  quadratrice  d'une  surface  du  se- 
cond ordre,  pourvue  de  centre,  admet  deux  périodes  ultra-sphériques 
et  n'admet  aucune  période  sphérique.  Il  est  facile  de  vérifier  que  cette 
intégrale  remplit  effectivement  les  conditions,  assignées  dans  ce  qui  pré- 
cède, qui  conviennent  au  cas  où  elle  se  trouve. 

En  effet,  considérons  par  exemple  l'intégrale  quadratrice  de  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe 


-  +  ^  ~  1  =  i  • 


cette  intégrale  est 


dxdy 


c'est  le  quotient  par  c  de  l'intégrale  cubatrice  de  la  surface 


/'^- 


y  ^'  .  y* 


+  '^v-> 


qui  a  pour  période  réelle  le  volume  enfermé  par  la  portion  de  la  surface 
réelle  projetée  dans  l'intérieur  de  l'ellipse 


'  "J^IP?!".  ■' 
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et  pour  période  imaginaire  le  volume  enfermé  entre  le  cylindre 

^  .  y* 

et  la  conjuguée  à  abscisses  et  ordonnées  réelles,  laquelle  se  projette 
entre  les  deux  ellipses 

-^^+-^y"-i=o  et  ^  +  1-1=0. 

< 

11  s'agit  de  faire  voir  que  la  surface 

satisfait  aux  conditions  (B),  (G)  et  (D)  et  présente  d'ailleurs  une  courbe 
double  du  second  degré. 
Or  la  fonction  ^{x^y^  z)  est  ici 


ou 


1  (^  4-  t.\ 

;  !  (M  v^)  (M  ^-> 


Le  cône  ^  (x,  y^  z)  =  0,  se  compose  donc  bien  de  quatre  plans  (1). 

La  condition  (G)  est  remplie  d'elle-même,  puisque  la  fonction  \ 
manque.  « 

Quant  à  la  condition  (D),  en  raison  de  l'absence  de  la  fonction  ^,  elle 
se  réduirait  à 

c'est-à-dire  ici  à 


û«  4-  /.*  A»  4-  c*  1 


(1)  On  remarquera  à  ce  sujet  que  la  condition  (B)  sera  toujours  remplie  d'elle-même 
par  une  surface  de  degré  m  dont  les  asymptotes  formeraient  un  cylindre  de  degré  m, 
car  le  c6ne  lieu  des  parallèles  à  ces  asymptotes  menées  de  Torigine,  sera  alors  composé 
de  m  plans  se  coupant  suivant  la  parallèle  aux  génératrices  de  ce  cylindre,  menée  de 
rorîgîne. 


288  CHAPITRE  XXXVIII. 

relation  qui.ne  s'identifie  pae  avec 


Mais  la  non-concordance  des  équations  (B),  (G)  et  (D),  dans  le  cas  de  la 
surface  qui  nous  occupe,  s'explique  naturellement  par  Tabsence  de  la 
fonction  ^,  qui  dispense  les  asymptotes  d'être  contenues  dans  quatre 
plans;  de  sorte  que  la  condition  obtenue  pour  exprimer  que  chacun  de 
ces  quatre  plans  coupe  la  surface  suivant  une  ligne  de  degré  (4  —  3] 
n*est  plus  celle  qui  convient. 

Les  équations  (B),  (G)  et  (D),  établies  dans  le  cas  général,  n'avaient 
d'autre  objet  que  d'exprimer  que  toutes  les  asymptotes  de  la  surface  la 
coupent  en  trois  points  situés  à  l'infini;  or  il  est  facile  de  voir  que  cette 
condition  est  remplie  dans  le  cas  de  la  surface  qui  nous  occupe. 

En  effet,  d'abord  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z  constituent  le 
cylindre  réel 

et  ses  conjuguées.  Or,  si  l'on  donne  à  or  et  à  y  des  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  satisfaisant  à  l'équation 

l'équation  de  la  surface  ne  donne  pour  z  que  des  valeurs  infinies,  de 
sorte  que  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  z  ne  coupent  pas  seule- 
ment la  surface  en  trois,  mais  en  quatre  points  situés  à  l'infini. 

Quant  aux  deux  asymptotes  parallèles  au  plan  des  xy  de  la  section 
par  un  plan 

y  s^  mx  -^  n^ 
elles  auraient  pdur  seconde  équation 


=  ±:  c  1  / ' — 

V     -+~ 

V  ^1     1^    Al 


a' 

.1 1». 


or>  si  1  on  élimine  y  et  z  entre  ces  deujt  équations  et  celle  de  la  surface^ 
il  vient 


r 
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et  si  Ton  ramène  cette  équation  à  la  forme  entière,  elle  se  réduit  au 
premier  degré. 

Ainsi  les  conditions  qu'expriment  en  général  les  équations  (B),  (G) 
et  (D)  sont  bien  remplies  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe. 

Quant  à  la  condition  complémentaire,  elle  se  rapporterait  ici  soit  aux 

plans  parallèles  à 

b  I 

y  =  iiz-V— ^^» 

soit  aux  plans  parallèles  au  plan  des  xy  :  tous  ces  plans  coupent  en  ef- 
fet la  surface  suivant  des  courbes  de  degrés  inférieurs  au  quatrième. 
Un  plan 

M==-J— Ix  +  n 
^     a 

coupe  la  surface  suivant  une  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan 
des  xz  a  pour  équation 

or  l'asymptote 

2nb  yj—  1 

rencontre  la  courbe  en  trois  points  situés  à  l'infini ,  et  quant  aux  deux 
autres,  elles  sont  elles-mêmes  à  l'infini,  de  sorte  qu'elles  remplissent 
aussi  la  condition  ;  par  conséquent  les  sections  parallèles  aux  plans 


y  =  dr  -  J —  4  X  ^ 

ne  donnent  lieu  à  aucune  période. 
Quant  à  la  section  par  un  plan  z  =  A,  elle  a  pour  équation 

'et  cette  conique  ne  se  réduit  à  deux  droites  que  pour  A  =  db  c;  par  con- 
séquent l'intégrale  double  admettrait  pour  période 


/ 


(àdz, 
—  c 


«i>  désignant  l'aire,  fonction  de  z,  de  l'ellipse  d'intersection  de  la  surface 
par  un  plan  parallèle  aux  xy^  compris  entre  z  =  —  cet2  =  -f*^- 

Hais  cette  période  est  précisément  la  période  réelle  signalée  tout 
d'abord. 

!!•   P.  '  19 
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Cette  période  serait  ultra-sphérique  si  on  la  considérait  comme  en- 
gendrée par  la  période  de  la  quadratrice  d'une  section  quelconquei  pa- 
rallèle aux  z,  par  exemple,  elle  est  sphérique  si  on  la  considère  comme 
engendrée  par  la  période  de  la  quadratrice  d'une  section  parallèle 
aux  xy. 

Cette  coïncidence  particulière  réduit  le  nombre  des  périodes  à  deux. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  reconnaître  dans  la  surface  une  courbe  double  du 
second  ordre. 

Or  la  section  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z  a  deux 
asymptotes  parallèles  à  cet  axe,  ce  qui  équivaut  à  dire  que  cette  sec- 
tion a  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  des  z.  La 
surface  présente  donc  une  ligne  double  du  premier  ordre  rejetée  à  l'in- 
fini dans  la  direction  de  l'axe  des  z. 

D'un  autre  côté,  la  même  section  a  deux  asymptotes  parallèles  à  la 
trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des  xy,  ce  qui  équivaut  à  dire  qu'elle  a 
'un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  de  celte  trace.  Là  surface 
présente  donc  une  seconde  ligne  double  du  premier  ordre,  rejetée  à 
l'infini  dans  une  directioa  parallèle  au  plan  des  xy. 
.  Ainsi  toutes  les  conditions  assignées  dans  ce  mémoire  pour  une  dou- 
ble périodicité  sont  remplies  par  l'intégrale  en  question. 


Observation  générale  relative  aux  intégrales  cTordres  supérieurs» 

4S7.  J'ai  établi  dans  le  chapitre  précédent  que  les  courbes  de  degré  m 

quarrables  algébriquement  sont  celles  qui  présentent.^ -r 

points  doubles  et  dont  les  équations  rentrent  d'ailleurs  dans  le  type 

(y  —  ajX—-  b^)  (y  —  û'jiX  —  6,) . . .  (y  —  ampc  —  bm)  +  *m-3  {x,  y)=0. 

Je  viens  d'établir  que  les  surfaces  de  degré  m  capables  de  cubatiire 
algébrique    sont  celles  qqi   présentent   une  ligne  double   de   degré 

-^ -j  et  dont  les  équations  rentrent  d'ailleurs  dans  le  type 

Les  formes  de  l'équation  générale  des  courbes  quarrables  algébrique- 
ment et  de  l'équation  générale  des  surfaces  capables  de  cubature  algé- 
brique prêtent  d'elles-mêmes  à  un  rapprochement  important  par  les 
conséquences  qu'on  peut  en  tirer. 

La  forme  de  l'équation  générale  des  surfaces  capables  de  cubature 
algébrique  indique  d'elle-même  que  ces  surfaces  sont  telles  que  toutes 
leurs  sections  planes  sont  quarrables  algébriquement. 

C'est  du  reste  cette  condition,  de  ne  présenter  que  des  sections  quar- 
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rable^y  que  nou^  avons  tradui^te  en  formules,  en  sorte  que  ce  chapitre 
;Q'a  eu  d'autre  objet  que  d'établir  qae  l'équation  la  plus  générale  des 
surfaces  dont  toutes  les  sections  planes  sont  quarrables  est  précisément 
l'équation 

(A,^.+  B,y  +  C,z  +D,)  (A^  +B,y+C,z  +  D,) . . .  +  ^m-3  {x, y,  z)=0 

■    . 
dans  laquelle  on  eût  reconnu  d'avance  des  surfaces  capables  de  cuba- 

iure  algébrique,  puisque  si  Ton  eoupe  une  de  ces  surf acer  par  tin  plan 

quelconque 

z=(xx  +  ?y  +  5, 

•  •   «    a  •  • 

on  obtient  immédiatement,  pour  équation  de  la  projection  delà  section 
sur  le  plan  des  xy,  l'équation  d'une  courbé  quarrable  et  que,  la  pro- 
jection étant  quarrable,  la  courbe  elle-même  l'est. 

Mais  la  loi  de  dépendance  entre  les  équations  d'une  surface  cubable 
et  d'une  courbe  quarrable  étant  maintenant  fortement  établie,  il  semble 
qu'on  pourrait  étendre  de  proche  en  proche  la  proposition  aux  intégrales 
de  tous  les.  ordres. 

Ainsi». il  e^t  évident  que  pour  que  l'intégrale  triple  dont  l'élément  se- 
rait le  produit  de  Tune  des  quatre  variables  x,  y,  z,  u  liées  entre  elles 
par  une  équation  algébrique  /*  (x,  y,  z,  u)  =  0,  par  les  différentielles  des 
trois  autres,  pût  être  exprimée  algébriquement,  il  faudrait  que  la  sur- 
face dont  l'équation  résulterait  de  l'élimination  d'une  des  Variables  en- 
tre f{x,  y,  z,  u)  =  0  et  une  équation  linéaire 

Mar  +  Ny  +  Pz+  Qw  +  R  =  0 

fût  capable  de  cûbature  algébrique. 
Et  si  l'on  admettait  que 

(AiX-|-Bty+CiZ+DiM+Ei). . .  .(A,^+B„y4-C„8+D„M+E^)+*«-.3(*».'A2,tt)  =  0 

est  réquation  la  plus  générale  de  degré  m,  entre  x,  y,  z  et  ti,  telle  que 
l'élimination  d'une  des  variables,  upar  exemple,  entre  cette  équation  et 
une  équation  linéaire 

Ma?  +  Ny  4-  Pz  -f  Qm  +  R  =  0 

donnât  pour  résultat  une  équation  de  la  forme 

(A>+B',y  +  C>+D;). ,  .(A'ma;+B',ny+Cm2+D'm)+*m-3(x,y,z)=pO 

on  en  conclurait  que  les  conditions  à  remplir  par  l'équation 

/•(a:,  y,  z,  m)  =  0 
pour  que  l'intégrale 

/   /   /  udxdydz^ 


\ 
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par  exemple,  fût  exprimable  algébriquement,  seraient  :  i^  de  présenter 
en  double  les  solutions  d'un  système  de  deux  équations  en  Xy  y,  z  et  v, 
telles  que  l'élimination  d'une  des  variables  folrnlt  une  équation  de 

degré ^ ;  2®  de  rentrer  dans  le  type^ 

En  étendant  ainsi  la  proposition  de  proche  en  proche  on  en  conclu- 
rait que  les  conditions  à  remplir  par  une  équation 

f{x,y,z,...F)  =  0 

entre  m  -f-  ^  variables  â:,  y*  ^v*  F*  pour  que  Tintégrale 

Fdxdydx... 


f 


fût  exprimable  algébriquement»  seraient  :  1**  de  présenter  en  double 

les  solutions  d'un  système  de  deux  équations  en  a?,  y,  z,...  F,  telles 

<iue  l'élimination  d'une  des  variables  fournît  une  équation  de  de- 

^(m  — l)(m  — 2)    ^^j         .       .       ,    . 
gré  i i-i ;  2*  de  rentrer  dans  le  type 

(Aia:+B,y+- .  .-fKiF+Lt). . . .  (A,»a?+B^+..  •,-|-K„F-4-L«)+*«_3(x,y . . .  .F)  =0. 
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La  théorie  des  opérations  fictives  sur  les  nombres  négatifs  et  imaginaires,  et  Tap-r 
propriation  à  des  usages  pratiques  et  réels  de  ces  calculs  symboliques,  constituent 
l'un  des  beaux  titres  de  gloire  des  modernes. 

11  n'est  peut-être  pas  un  géomètre  distingué,  depuis  Viète,  qui  n'ait  tenu  à  bonneur 
d'apporter  sa  pierre  à  l'édifice.  Toutefois,  tandis  que  les  applications  de  la  métbode 
h.  l'analyse  pure  et  à  la  géométrie  faisaient  de  rapides  progrès,  la  théorie  elle- 
même  ne  se  régularisait  que  fort  lentement.  Deux  méthodes  jusqu'ici  ont  tour  à  tour 
dominé  l'enseignement.  Dans  l'une,  on  essaye,  h  l'aide  d'assimilations  forcées,  de  dé- 
montrer à  priori  les  règles  —  par  -4-.  et  —  par  — .  Dans  l'autre,  on  convient  de  faire 
les  opérations  conformément  à  des  règles  édictées  depuis  près  de  trois  cents  ans,  et 
dont  l'autorité  ne  devait  pas  donner  lieu  à  un  vote,  la  question  pouvant  être  bien 
posée. 

Â  la  base  de  l'un  des  systèmes,  des  démonstrations  impossibles  ;  à  la  ba^e  de  l'au- 
tre, un  aveu  dMm puissance. 

Les  deux  méthodes  péchaient  du  reste  par  un  défaut  commun  :  laprétention  de  faire 
connaître  et  de  justifier  un  moyen,  indépendamment  du  but  à  atteindre. 

Les  nombreux  usages  qu'on  fait  des  solutions  singulières  des  équations  sont  parfai- 
tement connus,  ils  peuvent  être  nettement  caractérisés;  la  réalisation  pratique  des 
avantages  que  peut  procurer  l'emploi  de  ces  solutions  forme  un  but  parfaitement  dé-  • 
fini  ;  enfin  la  connaissance  du  but  détermine  complètement  les  moyens  à  employer 
pour  l'atteindre. 

La  méthode  à  suivre  résulte  sûrement  de  ces  indications. 

Le  but  est  d'utiliser  les  solutions  singulières  (négatives  ou  imaginaires)  des  équa- 
tions traduisant  les  conditions  des  problèmes  impossibles,  en  les  interprétant  et,  par 
là,  de  donner  à  ces  équations  une  portée  plus  étendue. 

La  condition  d'interprétabilité,  pour  ces  solutions  singulières,  est  d'être  formée 
des  données  du  problème  comme  s'en  formaient  les  solutions  réelles  et  positives, 
lorsque  le  problème  était  absolument  possible  ;  car,  en  dehors  de  cette  condition,  au- 
cune assimilation  ne  pourrait  être  établie  entre  les  solutions  d'un  même  problème 
successivement  possible  et  impossible. 

£n  d'autres  termes,  les  solutions  négatives,  imaginaires  ou  encore  plus  singulières, 
s'il  en  existait  de  telles,  des  équations  à  considérer,  devront  toujours,  pour  être  utili- 
sables, être  fournies  par  les  mêmes  formules  qui  en  donneraient  les  solutions  réelles 
et  positives,  au  cas  qu'elles  existassent  :  d'où  résulte,  pour  les  racines  des  équations 
algébriques,  cette  définition  qui  ne  laisse  plus  subsister  aucune  équivoque  : 

Les  racines  tfune  équation  algébrique  sont  les  formules  qui  en  donneraient  les  solutions 
réelles  et  positives^  dans  le  cas  où  elles  existeraient,  dans  le  plus  grand  nombre  possibie. 

Les  règles  du  calcul  des  quantités  négatives  et  imaginaires,  solutions  d'équations  de 
problèmes  impossibles,  se  tirent,  dans  cet  ordre  d'idées,  des  propriétés  que  les  formu- 
les de  ces  solutions  ont  conservées  de  leur  identité  avec  les  formules  des  solutions 
réelles  et  positives  qui  conviendraient  aux  équations  des  mêmes  problèmes  supposés 
possibles. 

La  théorie  se  trouve  ainsi,  pour  la  première  fois,  rationnellement  établie^  sans  re- 
cours soit  à  des  conventions  fictives,  soit  à  une  obscure  métaphysique. 

Leçons  d'Arithmétique  élémentaire 4  fr. 

Une  longue  habitude  de  renseignement  avait  appris  h  l'auteur  avec  quelle  facilité 
les  enfants  saisissent  les  opérations  sur  les  nombres  concrets,  et  combien,  au  contraire, 
ils  ont  de  peine  h,  se  faire  une  idée  nette  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  abs- 
traits, il  s'est  attaché,  en  conséquence,  k  définir  toutes  les  opérations  parle  but  qu^on 
s'en  propose  dans  les  applications,  et  h  déduire  les  méthodes  propres  aies  effectuer  des 
définitions  concrètes  qui  en  avaient  été  données. 

Petit  Cours  méthodique  de  Géométrie  expérimentale 80  c. 

Nouvelle  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires.  —  Résum  é 
des  Mémoires  qui  ont  paru  de  1858  à  4862  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées  de  M.  Liouville i   fr. 
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L'Auteur  de  cet  ouvrage  se  réserve  le  droit  de  le  traduire  ou  de  le  faire  tra- 
duire en  toutes  langues.  11  poursuivra,  en  vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités 
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ses  droits. 
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L'histoire  d'un  ouvrage  scientifique  original  ne  peut  pas  être 
entièrement  indifiPérente  ;  c'est  pourquoi  j'ai  écrit  celle-ci.  Mais 
rhistoire  de  ce  livre  est  en  quelque  sorte  mon  histoire;  c'est 
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TROISIEME  PARTIE 


HISTOIRE    DE     CET    OUVRAGE 


Quelques  recherches  mathématiques  que  Ton  entreprenne,  on  ren- 
contre toujours  les  imaginaires,  soit  comme  obstacle,  soit  comme 
appât. 

Voici,  quant  à  moi,  comment,  pendant  l'hiver  de  1841-42,  j'ai  été 
amené  à  m'en  occuper.  . 

Considérant  qu'une  même  courbe  est  capable  d'une  infinité  de  défini- 
tions toutes  différentes  qui.  par  l'intermédiaire  de  calculs  n'ayant  pour 
ainsi  dire  pas  de  rapports  entre  eux,  ramènent  toujours  à  l'équation 
unique  de  cette  courbe,  je  cherchais  s'il  ne  serait  pas  possible,  inverse- 
ment, de  découvrir,  par  l'analyse  seule,  dans  l'équation  d'une  courbe 
complètement  inconnue,  toutes  les  propriétés  géométriques  capables 
de  lui  servir  de  •définitions,  ou,  du  moins,  autant  qu'on  en  vou* 
drait. 

Toute  définition  d'une  courbe,  considérée  comme  lieu  géométrique, 
revient  à  la  présenter  comme  formée  de  la  suite  des  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  mobiles,  définies,  mais  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire;  et  l'équation  de  la  courbe  en  question  résulte  de  l'élimination 
de  ce  paramètre  entre  les  équations  des  deux  courbes  mobiles. 

Ce  que  je  cherchais  était  donc  de  déduire  de  l'équation  donnée  de  la 
courbe  autant  de  couples  que  l'on  voudrait  d'équations  contenant  un 
paramètre  arbitraire  et  telles  que  l'élimination,  entre  elles,  de  ce  para^ 
mètre  reproduisît  l'équation  proposée. 

Soient 

iii^*  p.  1 
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réquation  du  lieu,  et 

deux  équations  telles  qu'en  éliminant  entre  elles  a,  on  retrouve 

F(:r,y)==0. 

Si,  avant  de  pratiquer  Téliminatlon,  on  accentuait  x  et  y^  dans  /^  par 
exemple,  et  qu'on  éliminât  û  entre 

X    fi^y  y ,  a)  =  0    et    /;  {x',  y,  a)  =  0, 
on  obtiendrait  une  équation 

Fi  (^,  y>  ^\  y')  =  0 

qui  reproduirait  identiquement 

P(^,y)  =  0, 

dès  qu'on  en  effacerait  les  accents. 
Réciproquement,  si  de  l'équation 

¥{x,y)  =  0, 

en  accentuant,  de  côtés  et  d'autres  â;  et  y,  on  déduisait  à  volonté  une 

équation  ^ 

F,  (a?,  y,  ar',  y')  =  0, 

qui  reproduisît  F  (ar,  y)  =  0,  dès  qu'on  en  effacerait  les  accents,  cette 
équation  ne  pourrait-elle  pas  être  considérée  comme  le  résultat  de  l'éli- 
mination du  paramètre  a  entre  deux  équations 

f[x,y,a)  =  0,      fA^',ya)  =  0    ? 

S'il  en  était  ainsi,  et  que,  connaissant  F,,  on  pût  trouver  /"et  /i,  on 
aurait  obtenu  un  système  de  deux  génératrices  de  la  courbe  proposée  ; 
on  connaîtrait  une  de  ses  définitions. 

Or,  la  recherche  des  équations  f=  0  et  /,  =  0  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté. En  effet,  si  l'on  suppose  que  ces  équations  existent  et  qu'elles 
soient  déterminées  par  la  forme  de  l'équation  F^  =  0,  il  est  clair  que 
donner  l'un  des  points  de  l'une  des  génératrices,  reviendrait  à  faire  con- 
naître a  et,  par  suite,  l'autre  génératrice,  de  sorte  que  si,  dans 

¥,{x,y,x\y')=Ç), 

on  considère  x'  et  y  comme  6xes,  l'équation  restante  en  ar  et  y  ne  pourra 
pas  différer  de  /"  =  0;  et  que  si,  au  contraire,  on  y  considère  xtiy 
comme  fixes,  l'équation  restante  en  a!  et  y'  ne  sera  autre  que  /",  =  0. 
Les  équations  cherchées  devraient  donc  rentrer  dans  les  types 

F,  {x,  y,m,n)-==Oy      F,  (/?,  q,  x', }/)  =  0. 
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Ces  deux  équations  contiennent  quatre  constantes  différentes,  parce  que, 
pour  détejrminer  chacune  des  génératrices,  on  a  supposé  connu  l'un 
quelconque  des  points  de  l'autre  ;  mais  on  atteindra  le  but  proposé  en 
supposant  que  les  deux  points  [m,  n]  et  [p,  q]  soient  venus  se'confondre 
justement  au  point  du  lieu  * 

oh  doivent  se  couper  les  deux  génératrices  /*=:  0  et  /^  =  0. 
Ainsi  soit 

tj  =  <f{x) 
la  valeur  de  y  tirée  de 

F(ar,y)  =  0, 

les  équations  cherchées  /*  =  0  et  /i  =  0  pourront  évidemment  être  for- 
mulées par 

/"(^,  y»  û)  =  Fi  [^y  y,  a,  ?  (a)]  =  0 
et  • 

A  {^\  y\  a)  =  F,  [a.  cp  (a),  x\  j/]  =  0, 

qui  remplissent  effectivement  les  conditions  du  problème.  Car  les  deux 
courbes 

F|  [a:,  y,  a,  9  (a)]  =  0, 
FJa,(p(a),j:,y]  =  0 

se  coupent  toujours  au  point 

[û.?(a)] 

de  la  courbe  proposée,  quel  que  soit  a. 
Prenons  pour  exemple  l'ellipse 

(P)  aY  +  6*  {x^  —  a*)  =  0, 

et  transformons  son  équation  en 

(PO  aV+**(^  — «)(^'  +  û)  =  0, 

nous  en  tirerons  pour  /*=  0  et  /i  =  0  les  équations 


(/•) 


y  a  -f-w* 


f'a-\-m 


m  désignant  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse. 
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En  reoiplacaiit  — ; —  par  a*,  on  donne  à  ces  équations  la  forme 

a-f-m 

y  =  —--{x  —  a)      et      y  =  --(x+a), 

cl  (ML 

OÙ  l'on  reconnaît  les  cordes  supplémentaires. 

Gomme  je  faisais  quelques  essais  de  recherches  pareilles»  une  remarque 
très-simple  m*en  a  complètement  distrait  en  me  suggérant  la  notion 
des  conjuguées,  telles  que  je  les  ai  définies  dans  cet  ouvrage. 

Soit  une  équation  du  second  degré  en  y 

Transformons-la  en 

Fi  =  [y  -  ?i  (^»  ^')]  y — ?.  {^^  ^')] — +1  (^,  ^') = 0,     . 

(pi  et  ^,  étant  séparément  tels  que,  si  on  y  effaçait  les  accents,  on  retrou- 
verait ç  (x)  et,  de  même,  «J/j  devant  reproduire  ^  (x),  par  la  suppression  des 
accents  :  les  génératrices  correspondant  à  ce  mode  d'accentuation  se'ront, 
m  étant  tel  que  ^  (m)  soit  positif, 


/*=  [y — ?i  (^>^)]  [?  (''0  +  ^^  ("0 — ?«  (^*»  ^)] — +1  (-^'i  ''*) = 0 

et 

si  l'on  veut  que  ces  deux  génératrices  se  coupent  sur  la  branche  de  la 
courbe  qui  est  au-dessus  de  son  diamètre;  tandis  qu'elles  seraient, 
dans  le  cas  contraire, 

et 


f\  =  [<p  (m)  -  \l^  (m)  -  (p,  (m,  x')]  [y'  -  ,.,  (m,  x')]  -  ^,  {m,  x'j  =  0. 

Gela  posé,  considérons  les  génératrices  de  systèmes  différents  qui 
émergent  de  deux  points  placés  symétriquement  par  rapport  au  dia- 
mètre, sur  la  courbe  proposée  ;  il  est  facile  de  voir  que  ces  génératrices 
seront  celles  de  la  courbe 

En  effet,  en  premier  lieu,  si  l'équation  /"  =  0  est  satisfaite  par  x  =  «, 
y  =  f  (o)  —  V — <!/(«),  a  étant  tel  que  —  4*  (*)  soit  positif,  en  même 
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temps  /i  =  0  le  sera  par  x  =  «,  y'  =  ç  (a)  -L  y  —  ^  («)  ;  c*est-à-dire  que 
les  deux  génératrices  /*  =  0  et  /i  =0  doivent  couper  la  courbe 
\y  —  Ç  W?  -+-  +  (^)  =  0  en  deux  points  symétriquement  placés  par 
rapport  au  diamètre. 

Pour  le  démontrer,  il  suffira  évidemment  de  vérifier  que  l'équation 
Ff  =  0  est  satisfaite  par  la  substitution 

a:  =  a,      y  =  cp(a)-- V— ^(a), 

x'=(iy    y'=9(«)  +  \/— +  («), 

car  cetteéquation  F^  résultant  de  l'élimination  de  m  entre  f{x,yy  m)  =0 
et  /i  {x'y  y',  wi)  =  0,  si  /*  =  0  et  F,  =  0  sont  satisfaites  par  la  substitution, 
f^  =  Ole  sera  aussi. 

Or,  la  substitution  dans  F^  =  0  donne 


[?(«)- \/- +  (a)  -  0)  («)][(?  (a) +V-1' («)-?(«)]-  + (a)  =0, 

c'est-à-dire  une  identité. 

D'un  autre  côté,  il  est  également  clair  que  si  l'équation /*=  0  est 

satisfaite  par  [a:  =  a,  y  =  <p  (a)  —  y  —  ^  («)J*  l'équation  /'  =  0  le  sera  en 

même  temps  pat  [j?  =  «,  y  =  <p  (a)  +  V  —  +  («)]>  car  les  deux  résultats 
ne  différeront  que  par  les  signes  des  radicaux. 
Mais  si  la  courbe  /"=  0  passe  au  point 


a:=a,      y  =  (p(a)  +  \/— ^(a), 

d'après  la  première  partie  de  la  démonstration,  la  courbe /\  =  0  passera 
au  point 


x  =  a,      y  =  <p(a)  — V— ^(a). 

Ainsi  les  deux  courbes  f  =  0  et  f\  =  0  se  coupent  toujours  sur   la 
courbe 

C'est  en  raison  de  cette  relation   remarquable  que  j'avais  nommé  la 
courbe 


y  ===  <p  (x)  ±  V-TW 
la  Conjuguée  de  la  courbe 

ij  =  (D[x)±yJ^{x), 

Les  deux  courbes  n'ont  pas  tous  les  mêmes  systèmes  de  génératrices, 
mais  elles  en  ont  une  infinité  communs. 
Tandis  que  les  quatre  courbes  /*,  /i,  /",  f\y  accouplées  /*,  /*„  d'une  part, 
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®t  A  /  Il  de  l'autre,  engendrent,  par  leurs  points  de  rencontre,  les  deux 
branches  delà  première  courbe,  les  mêmes  courbes  accouplées/",  f\ 
et  f^y  f  engendrent  les  deux  branches  de  la  seconde  courbe. 

D'ailleurs  les  quatre  courbes  /*,  /i,  f  /",,  se  réduisent  à  deux  lors- 
qu'elles viennent  couper  les  deux  courbes  conjuguées  sur  leur  diamètre 
commun,  et  Ton  peut  imaginer  que  réchange  se  fasse,  dans  le  quadrige, 
à  ce  moment-là  même,  ce  qui  établit  la  continuité,  au  moins  au  premier 
ordre  entre  les  deux  Conjuguées. 

Telle  est  la  propriété  qui  m'avait  frappé  et  dont  je  crus  pouvoir  faire 
l'objet  d'une  communication  à  l'Académie,  le  15  avril  1842. 

J'avais,  dans  ma  lettre  d'envoi,  demandé  à  M.  le  secrétaire  perpétuel, 
un  résumé  en  deux  mots,  sans  renvoi  à  une  Commission  et,  pour 
obtenir  ce  que  je  désirais,  j'avais  choisi  le  jour  du  dépôt  de  façon  que 
ce  dût  être  M.  Arago  qui  rendît  compte  de  la  correspondance.  Mais  il  y 
eut  une  interversion  ce  jour-là,  et  mon  mémoire  tomba  aux  mains  de 
M.  Flourens,  qui  ne  pouvait  pas  en  prendre  connaissance;  MM.  Sturm 
et  Liouville  furent  désignés  pour  l'examiner  et  en  rendre  compte  à 
l'Académie. 

Quoique  contenant  une  idée  originale,  ce  travail  ne  méritait  pas,  j'en 
conviens,  les  honneurs  d'un  rapport,  aussi  n'y  avais-je  pas  songé,  et 
c'était  bien  sincèrement  que  je  demandais  un  résumé  en  quelques 
mots. 

J'allai  voir  M.  Sturm,  qui  me  reçut  bien,  promit  de  me  lire  et  me 
donna  rendez-vous  pour  me  faire  connaître  son  avis. 

Au  jour  dit,  il  n'avait  pas  ouvert  mon  manuscrit,  mais,  me  mettant  en 
main  une  plume  et  du  papier,  il  me  pria  de  lui  expliquer  mon  travail. 

J'aurais  dû  répondre  bonnement  à  son  invitation  ;  mais  j'étais  dominé 
par  des  opinions  qui,  quoique  justes,  resteront  probablement  encore 
longtemps  en  dehors  des  idées  reçues.  Il  me  semblait  que  si  le  devoir 
des  jeunes  gens  était  de  travailler,  celui  des  vieillards  était  de  leur  épar- 
gner le  soin  humiliant  de  se  faire  valoir  eux-mêmes,  et  que  la  fonction 
d'académicien  était  précisément  de  découvrir  ce  qu'il  pouvait  y  avoir  de 
bon  dans  ce  qu'on  envoyait  à  l'Académie. 

La  seule  société  que  je  comprendrais  est  oelle  où  chacun  se  trouverait 
naturellement  porté  à  sa  place  par  la  voix  publique  ;  tandis  que,  dans 
celle  où  nous  sommes  plongés,  on  en  est  réduit  à  se  pousser  soi- 
même,  non  pas  seulement  pour  avancer,  mais  même  pour  n'être  pas 
renversé  et  abîmé  par  la  cohue  des  gens  trop  pressés  pour  observer 
bien  rigoureusement  les  lois  de  la  délicatesse. 

La  société  ayant  intérêt  à  utiliser  ceux  de  ses  membres  qui  peuvent 
lui  rendre  des  services,  on  ne  devrait  pas  être  obligé  à  tant  d'efforts  pour 
se  frayer  un  chemin. 


Quoi  qu'il  en  soit,  tout  ce  que  je  pus  faire  vis-à-vis  de  M.  Sturm,  fut 
de  supprimer  l'expression  de  mon  opinion. 

Je  me  présentai  quelques  jours  après  chez  M.  Liouville,  et  comme  il 
n'avait  pas  eu  communication  de  mon  mémoire,  je  crus  pouvoir,  sans 
tomber  au  rang  de  solliciteur,  lui  expliquer  de  vive  voix  ce  qu'il  conte- 
nait. M.  Liouville  me  parut  prendre  intérêt  à  ce  que  je  lui  disais  et  m'of- 
frit même,  à  défaut  de  rapport,  la  publication  de  mon  mémoire  dans 
son  journal.  J'eus. la  sottise  de  ne  pas  profiter  d'une  offre  si  obligeante, 
dont  au  reste  je  ne  connaissais  pas  le  prix. 

J'autographiaî  mon  mémoire  (juillet  1842)  et  l'adressai  à  quelques 
amis. 

Jusque-là,  en  nommant  conjuguées  l'une  de  l'autre  les  deux  courbes 

y  =  <^{x)±:yf^)    et    y=^{x)zt\J—^{x), 

je  ne  songeais  qu'à  l'analogie  des  définitions  qu'on  pouvait  en  donner, 
comme  je  viens  de  le  montrer.  Je  ne  regardais  pas  encore  l'une  comme 
représentée  par  les  solutions  imaginaires  de  l'équation  de  l'autre;  je  les 
voyais  encore  moins  simultanément  représentées  par  une  même  équa- 
tion. Ce  n'est  qu'à  la  fin  de  1842  que  je.fis  ce  nouveau  pas.  Voici  com- 
ment. 

La  remarque  qui  s'était  présentée  à  moi  ne  se  rapportait  qu'aux  équa- 
tions du  second  degré^  par  rapporta  l'ordonnée  y.  Mais  la  conclusion  en 
devrait  subsister  si  la  courbe  en  question  venait  à  subir  une  transforma- 
tion quelconque  de  coordonnées.  Seulement  l'expression  analytique  du 
fait  devrait  alors  changer  plus  ou  moins.  Que  deviendrait  cette  expres- 
sion? Gomment  la  conjugaison  des  deux  courbes  se  reconnaîtrait-elle 
dans  leurs  nouvelles  équations  et  comment  les  coordonnées  réelles  des 
points  de  Tune  se  formeraient- elles  des  coordonnées  imaginaires  des 
points  correspondants  de  l'autre? 

Les  solutions  correspondantes  des  équations  des  deux  courbes,  dans 
l'ancien  système,  étaient 

si  les  formules  de  transformation,  résolues  par  rapport  aux  nouvelles 
coordonnées,  étaient 

x'  ==  mx  -j-  ny    et    y'  =  nix  -j-  n'y, 

les  solutions  correspondantes  des  équations  des  deux  courbes,  dans  le 
nouveau  système,  seraient  donc 


/ 


et 
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X  =  wa  +  w  (a'  +  p'  \j~\), 
y'  =  m'ai  +  n'  («'  +  ^'  V=^) 


x\  =  »wa  +  n  (a  +  P'), 


les  parties  imaginaires  de  y  et  de  x,  tirées  de  Téquation  transforaiée  de 


n 


la  première  courbe,  seraient  dans  un  rapport  —       endant  exclusive- 


n 


ment  du  choix  du  nouveai^système  d'axes  et  les  coordonnées  des  points 

de  la  seconde  courbe  se  formeraient  encore  en  remplaçant  \j —  1  pari 
dans  les  coordonnées  des  points  correspondants  de  l'ancienne. 

Ainsi,  pour  que  deux  courbes  rapportées  à  un  système  quelconque 
d'axes  fussent  conjuguées  Tune  de  l'autre,  il  faudrait  que  les  coordon- 
nées des  points  de  l'une  d'elles  se  formassent  en  remplaçant  yj—i  par  1 
dans  les  solutions  de  l'équation  de  l'autre^  où  le  rapport  des  parties  ima- 
ginaires de  y  et  de  X  aurait  une  valeur  constante;  et  cette  constante  dé- 
finirait le  système  d'axes  par  rapport  auxquels  la  conjugaison  reparaîtrait 
directement,  si  la  transformation  ramenait  les  deux  équations  au  second 
degré  par  rapport  à  y. 

Mais  le  premier  membre  d'une  équation  algébrique  entre  x  et  y  pou- 
vant toujours  théoriquement  Être,  supposé  décomposé  en  facteurs  du 
second  degré,  par  rapport  à  y,  avec  ou  sans  addition  d'un  facteur  du 
premier,  il  n'était  pas  nécessaire,  pour  que  la  conjugaison  géométrique 
existât  entre  deux  courbes,  que  leurs  équations  redevinssent  du  second 
degré  par  rapport  à  y,  à  la  suite  du  retour  aux  axes  par  rapport  auxquels 
la  conjugaison  se  présenterait  le  plus  naturellement. 

Dès  lors,  une  courbe  quelconque  aurait  toujours  une  infinité  de  con- 
juguées, dont  chacune  s'obtiendrait  '  en  cherchant  d'abord  toutes  les 
solutions  de  l'équation  de  cette  courbe  où  le  rapport  des  parties 
imaginaires  de  y  et  de  x  aurait  une  valeur  donnée   et  remplaçant 

ensuite  \j —  1  par  1  dans  chacunç  de  ces  solutions. 

L'ensemble  de  ces  remarques  se  compléta  presque  aussitôt  par  une 
autre  plus  importante  que  la  marche  que  j'avais  suivie  devait  naturel- 
lement me  suggérer. 

La  manière  purement  géométrique  dont  j'avais  d'abord  conçu  la  con- 
jugaison entre  deux  courbes,  c'est-à-dire  la  génération  simultanée  de 
ces  deux  courbes  par  les  intersections  de  quatre  courbes  mobiles,  ratta- 
chait indissolublement  à  une  même  courbe  tout  le  système  de  ses  conju- 
guées. Ce  système  de  conjuguées  ne  dépendrait  en  rien  du  choix  des 
axes  auxquels  la  courbe  proposée  serait  rapportée.  Si  donc  on  changeait 


I 
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ces  axes  d'une   manière   quelconque,   chaque   conjuguée  devrait  se 

retrouver  identiquement  la  môme,  en  remplaçant  toujours  y— -1  par  1 
dans  les  solutions  de  l'équation  transformée  de  la*  courbe  primitive  où 
les  parties  imaginaires  dey  et  de  x  seraient  entre  elles  dans  un  nouveau 
rapport  constant. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  considérait  toutes  les  solutions  d'une  équa- 
tion quelconque  f  (a?,  y)  =  0,  rentrant  dans  le  type 

qu'on  fit  subir  à  la  courbe  f  (a?,  y)  =0,  une  transformation  arbitraire  de 
coordonnées,  et  qu'on  recherch&t  dans  la  nouvelle  équation  les  solutions 
transformées  des  premières  : 

1»  On  devrait  les  trouver  de  la  forme 


et  2^  la  suite  des  points 

rapportés  aux  anciens  axes,  devrait  coïncider  avec  celle  des  points 

,    ^1  =  «1  +  ^»      Vi  =  «1  +  ^fiv 
rapportés  aux  nouveaux. 

La  vérification  de  cette  induction  était  bien  aisée  à  obtenir.  En  efi'et, 
si  les  formules  de  transformation,  résolues  par  rapport  aux  nouvelles 
coordonnées,  étaient 

la  solution  [a:,  ,  y^\  correspondant  à  [ar=a  +  pV — *  îy=*'+PÇN/---ï]' 
serait 

X,  =a  +  m  (a  +  p  i/Tî)  +«  (a  +  P<^  V^), 

or  les  deux  points 

et 

x,  =  a+m{oL  +  ^)-^n  (a'  +  pC), 

coïncideraient  bien*  efTectivement. 

Ainsi  les  solutions  imaginaires  d'une  équation  quelconque, /(x,y)  =  0, 
rangées  par  groupes  du  type 
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I 

et  réalisées  sous  la  forme 

fournissaient  des  lieux  permanents,  indissolublement  liés  à  la  courbe 
représentée  par  cette  équation  f{x  ,  y)  =  0,  et  qui,  on  devait  s'y  at- 
tendre, présenteraient  avec  elle  les  plus  curieuses  analogies. 

Cette  importante  observation  changea  entièrement  la  direction  de 
mes  idées  :  j'étais  tombé  sur  une  des  grandes  lois  de  la  nature,  il  s'a- 
gissait d'en  tirer  toutes  les  conséquences;  ma  vie  dès  lors  était  fixée. 
Toutes  les  conjuguées  d'une  courbe  quelconque  se  trouvant  représentées 
aussi  réellement  par  les  solutions  imaginaires  de  son  équation  que  cette 
courbe  elle-même  pouvait  Tètre  par  les  solutions  réelles,  il  s'agissait  de 
tirer  de  cette  équation  unique,  dont  le  champ  se  trouverait  ainsi  indé- 
finiment étendu,  la  solution  de  toute  question  quelconque  se  rappor- 
tant à  l'une  des  conjuguées,  au  lieu  de  la  courbe  réelle.  Il  s'agissait  de 
fonder  la  méthode  à  l'aide  de  laquelle  tout  calcul  entrepris  pour  arriver 
à  la  solution  d'une  question  relative  à  une  courbe  réelle  s'appliquerait 
de  lui-môme  à  toutes  les  conjuguées  de  cette  courbe  et  donnerait  la 
solution  propre  à  chacune  d'elles  de  la  même  question. 

En  réalisant  ce  but,  je  devais  parvenir  indirectement  à  mettre  en  évi- 
dence les  propriétés  communes  à  toutes  les  courbes  qui  pourraient  être 
considérées  comme  conjuguées  les  unes  des  autres,  c'est-à-dire  à  créer 
les  éléments  d'une  sorte  de  géométrie  comparée. 

Ainsi,  l'ellipse  et  l'hyperbole,  de  mêmeis  axes,  sont  deux  courbes  con- 
juguées et  l'analogie  de  leurs  propriétés  a  été  en  effet  remarquée  de 
tout  temps  ;  mais  la  méthode  que  je  cherchais  à  fonder  devait  les  mettre 
bien  plus  complètement  en  évidence.  On  passe  en  effet  ordinairement 
de  Tune  à  l'autre  en  changeant  le  signe  du  carré  de  l'un  des  axes,  mais 
les  équations  des  deux  courbes  n'en  restent  pas  moins  distinctes,  tandis 
que  dans  les  applications  de  la  méthode  que  je  rêvais^  les  deux  courbes 
n'auraient  plus  qu'une  seule  équation,  où  elles  seraient,  il  est  vrai^  repré- 
sentées de  manières  différentes,  mais  où  on  les  étudierait  simultané- 
ment, les  résultats  de  chaque  recherche  devant  s'appliquer  indifférem- 
ment à  l'une  ou  à  l'autre. 

Il  en  serait  de  même  d'une  courbe  quelconque  et  d'une  quelconque 
de  ses  conjuguées. 

Le  grand  problème  que  je  me  posais  se  compose  d'autant  de  pro- 
blèmes que  l'on  peut  faire  de  questions  par  rapport  à  une  courbe,  il  n'y 
avait  donc  pas  à  espérer  de  le  résoudre  d'un  seul  coup.  J'y  ai  passé  le 
temps  que  m'ont  laissé  les  exigences  de  la  vie  matérielle,  laissant  là  le 
travail  commencé  lorsque  la  question  se  trouvait  trop  difficile,  mais  y 
pensant  toujours  et  y  revenant  lorsqu'une  inspiration  nouvelle  permet- 
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tait  de  l'attaquer  d*autre  manière.  C'est  ainsi  que  je  suis  armé  non- 
seulement  à  accomplir  la  tâche  que  je  m'étais  proposée  dans  Torigine, 
mais  encore  à  procurer  à  l'analyse  pure,  relativement  à  toutes  les  ques- 
tions qui  nécessitent  la  considération  des  imaginaires,  les  mêmes  res- 
sources, que  l'ancienne  géométrie  analytique  fournissait  pour  Tétude 
des  fonctions  réelles  de  variables  réelles. 

La  théorie  des  centres  ne  présente  aucune  difficulté  :  le  centre  d'une 
courbe  quelconque  est  en  même  temps  le  centre  de  toutes  ses  conju- 
guées et,  comme  la  proposée  est  conjuguée  de  chacune  de  ses  conju- 
guées, les  conjuguées  d'une  courbe  ne  peuvent  pas  avoir  de  centres  si 
cette  courbe  n'en  a  pas. 

Le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  demi-sommes  des  coordonnées 
de  deux  points  imaginaires  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points  ;  d'après  cela  on  trouve  aisément  que  si 

(p(j?,  y,  m)  =0 

est  l'équation  générale  des  diamètres  d'une  courbe, 

/*(x,y)  =  0, 

m  désignant  le  coefficient  angulaire  variable  des  cordes  bissectées, 

<p(x,  y,m  +  wV— i)  =  0 

pourra  être  considérée  comme  l'équation  générale  des  lieux  des  mi- 
lieux des  droites  gui  joindraient  deux  points  quelconques  de  deux  con- 
juguées quelconques. 

Mais  la  méthode  propre  à  permettre  d'extraire  de  cette  équation  con- 
fuse (car,  y^m  +  nyj — i)=0,  l'équation  d'un  diamètre  désigné  d'une 
conjugée  donnée  par  sa  caractéristique  0,  cette  méthode  ne  s'obtient 
pas  aisément,  je  l'avais  ébauchée  dès  1842,  je  l'ai  complétée  plus  tard. 

Pour  qu'une  droite  pût  être  mise  en  rapport  avec  une  courbe  imagi- 
naire, pour  qu'elle  pût  en  être  une  sécante,  une  tangente,  une  asym- 
ptote, il  fallait  qu'elle  fût  représentée  dans  le  même  mode  que  cette 
courbe  imaginaire,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  de  ses  points  fus- 
sent aussi  imaginaires  et  que  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  y  et 
de  X  fût  le  même  pour  les  points  de  cette  droite  que  pour  ceux  de  la 
courbe. 

Il  fallait  donc  avant  tout  rechercher  l'équation  de  la  ligne  droite  en 
coordonnées  imaginaires  de  même  caractéristique,  et,  d'ailleurs,  l'obtenir 
sous  une  forme  telle  qu'on  pût  ensuite  assujettir  cette  droite  à  passer 
par  deux  points  imaginaires  donnés  de  la  courbe  à  étudier. 
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La  solution  de  cette  question  ne  présenta  heureusement  aucune  diffi- 
culté :  les  conjuguées  de  Tellipse  étant  toutes  les  hyperboles  qui  ont 
avec  elle  un  système  de  diamètres  conjugués  commun,  les  conjuguées 
d'une  ellipse  évanouissante  devaient  se  réduire  aux  couples  de  droites 
dans  lesquelles  les  hyperboles  conjuguées  de  cette  ellipse  venaient  elles- 
mêmes  se  confondre,  c'est-à-dire  aux  couples  de  diamètres  conjugués 
de  Tellipse  évanouissante  ;  d'un  autre  côté,  l'équation  de  l'ellipse  éva- 
nouissante 

a 

(y  —  mx  —  pY  +  {nx  -f-  ?)'  =  0 
pouvant  se  décomposer  en  deux 


,  y  =  wa;-|-pzt(»x4-jr)v^— 1 
ou 

chacune  de  ces  équations  devait  représenter  l'un  des  deux  faisceaux  de 
diamètres  de  l'ellipse  évanouissante;  enfin  l'équation  de  chaque  faisceau 
contenait  bien  les  quatre  constantes  arbitraires  dont  la  présence  devait 
être  exigée  et,-par  surcroit,  Téquation  de  la  ligne  droite  restait  du  pre- 
mier degré. 
Un  succès  aussi  complet  était  encourageant. 

Je  commençai  par  faire  passer  une  droite  par  deux  points  donnés, 
imaginaires  :  x\yeix'\j/"  étant  les  coordonnées  de  ces  deux  points, 
l'équation  du  premier  degré  capable  des  deux  solutions  x  =  x\  y=y 
etar=a?"  .  y = y"  était  naturellement 


y 


-y'=^r^Ax-xr 


Si  les  deux  points  [ar',y'J,  [j:^^",y"J  étaient  de  caractéristiques  différentes, 
ce  seraient  deux  droites  différentes  du  faisceau 

qui  passeraient  par  ces  deux  points;  mais  si  les  parties  imaginaires  de 
leurs  coordonnées  présentaient  le  même  rapport,  ce  qui  arriverait  for- 
cément s'ils,  étaient  sur  une  même  conjuguée  d'un  lieu  quelconque,  ils 
appartiendraient  à  une  même  droite  du  faisceau;  on  aurait  donc  effec- 
tivement joint  ces  deux  points  par  une  droite  réelle,  imaginairement 
représentée,  on  aurait  une  sécante  de  la  conjuguée  en  question,  et 
cette  sécante  serait  désignée  d'avance,  au  milieu  des  autres  droites  du 


.1 

i 
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faisceau,  par  sa  caractéristique,  qui  serait  celle -même  de  la  conjuguée 
.  considérée. 

La  corde  menée  entre  deux  points  [x',y']  et  [x*,y'']  d'une  môme  conju- 
guée, de  caractéristique  C,  d'une  courbe  f{x,y)  =  0  étant  représentée 
dans  l'équation 

par  ses  solutions  de  même  caractéristique  G,  la  droite  de  caractéris- 
tique C,  que  représenterait  cette  équation  dans  son  état  limite,  lorsque 
tf"  et  x"  seraient  venus  se  confondre  avec  y'  et  x',  serait  la  tangente  à  la 
conjuguée  au  point  [x\y'].  Mais,  d'un  autrecôté,  la  limite  du  rapport 

y" — y" 

'-j, — ^,  serait  toujours  la  valeur  de  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  pour 

or  =  a;' et  y = y;  par  conséquent  la  tangente  aune  conjuguée  G  d'un 
lieu  f{x,y)=Oy  en  un  point  [x\y']  de  cette  conjuguée,  devait  être  la  con- 
juguée G  du  lieu 

fx  (x\  y') 

Ainsi  la  tangente  à 'une  conjuguée  quelconque  d'une  courbe,  en  un 
quelconque  de  ses  points,  serait  représentée  par  la  même  équation  que 
la  tangente  à  cette  courbe  en  un  quelconque  de  ses  points.  —  G'était 
là  un  résultat  d'une  importance  considérable. 

Il  serait  dès  lors  facile  de  résoudre  dans  telle  condition  que  l'on  vou- 
drait le  problème  des  tangentes  à  une  conjuguée  G  d'un  lieu  donné,  il 
n'y  aurait  pour  cela  qu^à  introduire  les  données  sous  une  forme  imagi- 
naire convenable. 

11  était  également  facile  de  préjuger  que  si 

y  =  mx  +  f{m) 

était  l'équalîon  générale  des  tangentes  à  une  courbe  f{x,y)  =  0, 

y=::{m-\-n  \/—  i)  X  +  <p  (m  -f-  n  \/-^  i) 

serait  celle  des  tangentes  à  toutes  les  conjuguées  de  cette  courbe,  c'est-^ 
à-dire  que  parmi  les  droites  du  faisceau 

y  =  (m  +  «  v'— i)  ^  -f  9  (m  -j-  n  v'' —  1  ) 

il  y  en  aurait  toujours  une  tangente  à  Tune  des  conjuguées  de  f{x,y)=0; 
les  coordonnées  du  point  de  contact  se  calculeraient  d* ailleurs  au  moyen 
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des  mêmes  formules  qui  les  donneraient  si  la  tangente  était  réelle,  el  la 
caractéristique  du  point  de  contact  ferait  connaître  la  caractéristique 
commune  de  la  conjuguée  et  de  sa  tangente. 

m 

Toutes  ces  inductions  étant  vérifiées  et  leur  exactitude  constatée  par 
des  démonstrations  directes,  je  songeai  de  nouveau  à  l'Académie  des 
sciences.  Mon  nouveau  travail  valait  mieux  que  le  précédent,  les  résul- 
tats obtenus  étaient  intéressants  et  la  facilité  aveclaquelle  ils  avaient  élé 
obtenus  promettait  de  nouveaux  succès;  j'avais  ouvert  une  voie  dans 
laquelle  il  n'y  avait  qu'à  entrer  pour  récolter  une  abondante  moisson 
de  faits  nouveaux,  de  vérités  inattendues.  La  vieille  géométrie  analy- 
tique venait  d'être  rajeunie  et  sa  puissance  infiniment  étendue  ;  j'avais 
bon  espoir.  Je  demandai  la  parole  pour  une  communication,  voici  ma 
lettre. 

«  Monsieur  le  Président,  je  viens  vous  prier  de  m'accordêr  la  parole, 
si  cela  vous  est  possible,  dans  une  des  procbaines  séances  de  l'Académie 
des  sciences.  Je  me  suis  occupé  depuis  un  an  de  chercher  une  interpré- 
tation des  solutions  imaginaires  en  géométrie.  Un  premier  mémoire  que 
j'adressai  sur  ce  sujet,  il  y  a  environ  six  mois,  à  M.  le  secrétaire  perpé- 
tuel n'ayant  pas  été  rapporté,  je  désirerais,  si  cela  se  pouvait,  dire  en 
quelques  mots  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  dans  celui  que  je 
viens  de  terminer. 

u  J'ai  l'honneur,  etc.  » 

Mais  j'avais  complètement  omis  de  songer  à  aucune  démarche  pour 
obtenir  la  prise  en  consideration.de  ma  demande.  Je  croyais  qu'il  devait 
suffire  d'avoir  trouvé  quelque  chose  d'intéressant  pour  obtenir  une  mi- 
nute d'attention;  je  croyais  bien  d'autres  choses  et  j'en  ignorais  davan- 
tage encore . 

J'attendis  deux  mois.  Au  bout  de  ce  temps  je  rappelai  timidement  au 
Président  que  j'étais  toujours  là,  attendant  mon  tour.  Je  lui  écrivis  : 

0  Monsieur  le  Président,  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire,  il  y  a  envi- 
ron deux  mois,  pour  vous  demander  la  parole.  Je  désirais  indiquer  en 
quelques  mots  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  relativement  à  la 
théorie  des  expressions  imaginaires,  considérées  comme  solutions  indi- 
rectes des  problèmes  de  géométrie  dont  les  conditions  se  trouvaient  in- 
compatibles. 

«  Depuis  cette  époque,  un  grand  nombre  de  personnes  ont  été  appe- 
lées et  je  crains  d'avoir  été  oublié  sur  la  liste  de  celles  qui  demandaient 
comme  moi  à  entretenir  l'Académie  de  leurs  travaux.  » 

Le  président  répondit  en  séance  à  ma  lettre  par  une  bonne  parole,  et 
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je  continuai  mes  stations  ;  mais  mon  tourne  vint  pas  davantage  et  je 
finis  par  renoncer  à  le  voir  venir. 

J'avais  beaucoup  réfléchi  sur  les  principes  du  calcul  algébrique  des 
quantités  négatives  et  imaginaires,  et  j'avais  établi  une  théorie  ration- 
nelle de  ce  calcul;  j'avais  aussi  une  démonstration  du  principe  de  la 
correspondance  entre  le  changement  de  signe  en  algèbre  et  le  change- 
ment de  sens  en  géométrie;  j'avais  mon  ancien  mémoire  et  le  nouveau. 
Je  fis  du  tout  un  ensemble  que  je  donnai  à  l'impression. 

G*était  un  livre  fort  mal  fait  :  les  parties  en  étaient  mal  soudées;  le 
titre  :  Discours  sur  la  nature  des  grandeurs  négatives  et  imaginaires ,  semblait 
annoncer  une  mauvaise  amplification  de  rhétorique.  Les  faits  n'étaient 
pas  mis  en  lumière  comme  il  aurait  convenu.  Il  fallait  chercher  ce  qu'il 
y  avait  dans  ce  livre;  la  jeunesse  y  débordait  et  en  avait  fourragé  toute 
l'ordonnance.  Et  puis  il  y  avait  une  préface  I  cette  préface  était  gaie, 
elle  ne  s'attaquait  à  personne  nominativement;  mais  elle  n'était  pas 
préoisément  composée  dans  le  style  adulatoire. 
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Je  fis  donc  paraître  le  livre  avec  sa  préface.  Me  fussé-je  mis  une  pierre 
au  cou?  comme  dit  Figaro. 

Je  vis  d'abord  fondre  sur  moi  les.  quolibets  d'un  journaliste,  qui,  ayant 
perdu  patience  au  milieu  de  la  lecture  de  mon  ouvrage,  n'y  avait  pas 
vu  renonciation  des  faits  nouveaux  qui  eussent  pu  frapper  son  esprit, 
je  veux  dire  la  théorie  des  tangentes  imaginaires,  et  déclarait  n'y  avoir 
rien  trouvé.  Puis  je  me  sentis  bien  tôt  paralysé  dans  tous  les  mouvements 
que  je  tentais  pour  arrivera  gagner  ma  vie;  j'étais  entouré  comme 
d'une'  glu  que  je  ne  pouvais  percer.  J'avais  osé  faire  un  total  de  la 
partie  réelle  et  de  la  partie  imaginaire  d'une  variable  I  Les  chers  cama- 
rades avaient  fait  ressortir  la  malhonnêteté  de  cette  conduite,  et  toutes 
les  portes  se  fermaient  devant  moi. 

Fou^  esprit  confus,  étaient  lesépithètes  les  plus  modérées  dont  on  m'af- 
fublât. On  poussa  même  le  zèle  en  faveur  des  saines  doctrines  jusqu'à 
aller  me  dénoncer  à  notre  excellent  camarade  M.  Lepennec,  alors  direc- 
teur de  l'institution 'Bourdon,  chez  qui  je  gagnais  bien  six  ou  huit  cents 
francs  par  an.  M.  Lepennec  me  conta  le  fait  Je  lui  expliquai  mes  ima- 
ginaires, et  nous  restâmes  bons  amis. 

Les  conjuguées  des  courbes  du  second  ordre  ne  sont  autre  chose 
que  les  courbes  que  le  général  Poncelet  nommait  ses  supplémentaires, 
et  dont  il  a  tiré  un  si  heureux  parti  dans  sa  théorie  des  propriétés 
projectives  des  figures . 

Si  j'avais  connu  cette  coïncidence  à  l'époque  de  mes  premiers  tra- 
vaux, j'aurais  pu,  en  la  signalant,  éviter  bien  des  critiques  injustes  ;  mais 
je  m'étonne  qu'elle  n'ait  été  aperçue  par  personne. 

L'exposition  du  général  Poncelet  différait  sans  doute  de  la  mienne  à 
beaucoup  d'égards^ 

Ainsi,  le  général  avait  bien  reconnu  que  chaque  supplémentaire  d'une 
conique  peut  être  fournie  par  les  solutions  imaginaires  par  rapport  à  y  de 
l'équation  de  cette  conique  rapportée  à  une  parallèle  à  la  direction  des 
sécantes  idéales  correspondantes,  prise  pour  axe  des  y,  et  au  diamètre 
conjugué  de  cette  direction,  pris  pour  axe  des  x  ;  mais,  plus  préoccupé 
de  recherches  géométriques,  où  son  génie  intuitif  devait  le  guider 
dans  la  découverte  de  la  supplémentaire  qui  jouerait  le  rôle  important 
dans  chaque  question,  il  ne  s'était  préoccupé  de  savoir  ni  quel  caractère 
présenteraient  les  solutions  relatives  à  une  supplémentaire  désignée,  les 


\ 
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axes  élant  quelconques  ;  ni,  à  plus  forte  raison,  comment,  pour  re- 
trouver cette  supplémentaire,  il  faudrait  construire  ces  solutions,  lors- 
qu'elles auraient  pris  la  forme  générale 

aulieu  de  la  forme  particulière 

X'-=ihj      yz=zk\ — J, 

qu*on  pouvait  toujours  leur  donner  en  choisissant  convenablement  les 
axes.  Il  s'est  même  défendu,  dans  sa  seconde  édition  des  I^opriétés 
projectives,  d'avoir  songé  à  rien  de  pareil. 

Toutefois,  il  était  aisé  d'apercevoir  que  si,  par  exemple,  on  construi- 
sait la  première  supplémentaire  de  l'ellipse 


y  =  zfc  -  y/a*  —  x* 
^  a^ 


en  effaçant  simplement  le  signe  ^ —  1,  qui  affectait  son  ordonnée,  il 
faudrait  bien,  pour  retrouver  la  môme  supplémentaire  dans  l'équation 
nouvelle  de  la  môme  ellipse,  rapportée  à  des  axes  paraUèles  auxanciens, 

effacer  encore  le  signe  V —  ^  ^^^^  ^^  valeur  de  son  ordonnée  parvenue 
à  la  forme 


y  =  k  V —  1  +  constante, 


et  ajouter,  comme  je  l'avais  fait,  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
de  cette  ordonnée. 

L'étonnement  qu'on  a  manifesté  lorsqu'on  m'a  vu  figurer  la  solution 
imaginaire 

par  le  point 

cet  étonnement  était  donc  tout  gratuit. 

Il  montre  sans  doute  combien  l'indispensable  perfectionnement  que 
j'apportais  était  peu  soupçonné,  mais  il  témoigne  aussi  d'une  bien 
grande  légèreté  de  la  part  des  personnes  qui  se  sont  hâtées  de  crier  au. 
scandale.         / 

La"  moindre  ^atteation  leur  eût  suffi  pour  apercevoir  que  je  n'avais  fait 
que  suivre  uneUradition  déjà  consacrée  par  elles-mêmes. 

Pour  qu'un  4  livre  soit  lu,  il  faut  que  les  personnes  réputées  capable 
d'en  juger  le  i^commandent,  ou  que  l'auteur  soit  très-connu.  Ni  Tune 

III*  p.  y  2 
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ni  Tautre  de  ces  deux  conditions  ne  se  trouvant  remplie,  mon  livre  ne 
parvint  pas  au  vrai  public. 

Je  dois  dire  que  je  n'en  fus  que  médiocrement  affecté.  Je  réfléchis 
en  effet  que  le  succès  m'aurait  aussitôt  dépossédé  ;  que  si  mes  essais 
avaient  été  appréciés,  tout  le  monde  se  serait  précipité  dans  la  voie 
que  j'avais  ouverte,  que  ipon  champ  aurait  été  dévasté  en  un  instant, 
et  que  les  semences  que  j'y  avais  jetées  n'auraient  germé  que  pour  les 
autres. 

Je  fus  même  tellement  frappé  des  inconvénients  que  pouvait  avoir  la 
publicité  que  j'avais  donnée  à  ma  méthode,  que  je  me  remis  aussitôt 
au  travail,  pour  prendre  nettement  possession  de  tout  mon  domaine. 

La  théorie  des  asymptotes  était  sans  doute  implicitement  contenue 
dans  celle  des  tangentes,  mais  il  restait  à  l'en  dégager. 

Si,  en  appliquant  à  une  courbe  f{x^  y)  =  0  la  méthode  ordinaire  des 
asymptotes,  on  trouve,  entre  autres  résultats  : 

lim~  =m  +  n  yJ — 1 

X  '" 

et 

lim[y— (m  +  nV^ar]  =  p  +  yV— ^ 
l'une  des  asymptotes  se  présente  algébriquement  so,us  la  forme 

Quel  sens  fallait-il  attribuer  à  ce  résultat?  L'équation  d'une  tangente 
représente  un  faisceau  de  droites,  mais  une  seulement  de  ces  droites 
est  tangente  à  l'une  des  conjuguées  du  lieu.  Une  seule  des  droites  du 
faisceau 

serait-elle  asymptote  au  lieu  ;  ou  bien  l'équation  représenterait-elle  un 
faisceau  d'asymptotes  à  toutes  les  conjuguées?  car  aucune  condition 
particulière  ne  viendrait  plus  alors  caractériser  une  des  conjuguées  au 
milieu  de  toutes  les  autres.  Je  pus  aisément  m'assurer  que  chacune  des 
droites  du  faisceau  serait  asymptote  à  la  conjuguée  de  même  caracté- 
ristique du  lieu  considéré. 

Cette  découverte  me  causa  un  mouvement  de  joie  difficile  à  exprimer. 
«  Ce  moment  est  divin  »,  a  dit  Proud'hon,  j'ai  éprouvé  ce  qu'il  voulait 
dire. 

Le  fait  tient,  mais  je  n'y  ai  songé  que  beaucoup  plus  tard,  à  ce  que 
l'infini  est  indéterminé  de  sa  nature  :  c'est  une  grandeur  dont  le  module 
est  infini,  mais  dont  l'argument  est  quelconque.  De  sorte  que  si  un, 
deux,  trois  points  d'intersection  de  deux  lieux  passe^nt  à  l'infini,  en 
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m^me  temps  ces  points  s*élirent  de  manière  à  former  à  l'infini  uno^ 
deux,  trois  lignes  communes  aux  deux  lieux» 

La  question  des  asymptotes  étant  résolue  h  ma  satisfaction,  je  songeai 
à  m'occuper  des  courbures.  Mais  il  semblait  que  la  considération 
d'angles  imaginaires  dût  intervenir  dans  cette  nouvelle  recherche,  mon 
attention  se  porta  donc  d'abord  sur  l'interprétation  du  coefficient  angu- 
laire d'un  faisceau  de  droites. 

L'équation  d'une  droite  réelle 

« 

n'est  capable  qae  de  solutions  imaginaires  do  la  forme 


«=«  +  ?>/  —  <, 

et,  du  reste,  le  lieu  des  points  correspondant  à  ces  solutions  n'est  autre  ' 
que  la  droite 

y  =  mX'\-p 

elle-même.  Ainsi- il  n'y  avait  pas  lieu  de  s'étonner  qu'il  ne  correspondît 
qu'un  angle  à  un  coefficient  angulaire  réel. 
Mais  l'équation 

y  =:(m  +  «V  —  l)a?  +  p  + j'y/— 1 

représente  un  faisceau  de  droites  émergeant  dans  toutes  les  directions 
du  point 

n  n 


le  coefficient  angulaire  m-^-nsl  —  1  correspondait  donc  à  une  infinité 
de  directions.  Cependant  si  l'on  posait 

tang{<p++\/— l)  =  m-hn\/— 1, 

les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires,  oa  ne  trouvait 
pour  <p  que  deux  valeurs  qui  sont  les  angles  avec  l'axe  des  x,  des  axes 
de  l'ellipse  évanouissante 

(y— »«?)•  + (na:  +  j)*  =  0; 
et  pour  ^f  \/ —  \  que  deux  valeurs,  dont  les  tangentes  sont  les  produits 


oar  ^  — i  des  rapports,  dans  les  deux  sens,  des  axes  de  cette  même 


Tf« 
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ellipse  évanouissante.  Si  Ton  prend  pour  valeur  de  f  l'angle  avec  l'axe 

tang  ^  v-~  i 
des  X  du  grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante,  —         —  est  le  rapport 

du  petit  au  grand  axe. 

Sans  doute  Tangle  ((p  4~  W  —  0  déterminait  parfaitement  le  faisceau, 
mais  il  ne  paraissait  se  rapporter  qu'à  deux  directions  particulières, 
celles  des  asymptotes  de  la  conjuguée  de  l'ellipse  évanouissante,  de 
mêmes  axes  qu'elle.  Pourquoi  les  directions  des  autres  droites  du  fais- 
ceau n'étaient*elles  pas  représentées  dans  la  formule 

tang  (9  +  ^^  V —  1)  =  m  +  n  v— 1  ;     - 

ou  comment  faudrait-il  entendre  l'angle  9  +  +  V —  *  P^^^  ^®s  y  trouver? 
Je  retournai  quelque  temps  ces  deux  questions  dans  mon  esprit,  mais 
sans  y  voir  aucun  jour.  J'y  fis  à  la  vérité  un  petit  progrès  deux  ans  plas 
tard,  en'i845,  mais  je  ne  les  résolus  entièrement  qu'en  1861. 

N'ayant  pu  parvenir  à  apercevoir  l'indétermination  de  l'angle 
(?  +  +  / —  0  défini  par  l'équation 

tang  (<p  -|-.  ^  ^—i)  =  m'^n  \—i, 

je  ne  pouvais  pas  aborder  directement  la  recherche  des  rayons  de  cour- 
bure des  courbes  imaginaires.  Je  cherchai  donc  à  former  une  équation 
propre  à  représenter  convenablement  le  cercle  en  coordonnées  imagi- 
naires, afin  d'établir  ensuite  un  contact  du  second  ordre  entre  ce  cercle 
et  la  conjuguée  que  je  voudrais  d'une  courbe  désignée. 

Le  cercle  devait  être  fourni  par  des  solutions  de  même  caractéris- 
tique, et  son  équation,  pour  pouvoir  se  prêter  à  toutes  les  combinaisons, 
devait  contenir  six  .paramètres  arbitraires,  dont  quatre  se  rapportassent 
au  centre  et  deux  au  rayon.  Je  parvins  assez  aisément  à  former  cette 
équation  qui,  dans  le  système  G  =  00 ,  est 

et  qui,  dans  un  système  G  quelconque,  se  déduirait  de  celle-ci  en  fai« 
sant  tourner  les  axes  autour  de  l'origine  d'un  angle  égal  à  —  arc  tang  G  ; 
eh  sorte  que  la  question  des  courbures  aurait  du  moins  pu  être  traitée 
dans  chaque  cas  particulier.  Mais  j'aurais  voulu  arriver  à  une  formule 
générale  du  rayon  d^  courbure,  et  la  méthode  ne  pouvait  pas  y  con- 
duire, en  sorte  que  je  me  réservai  de  revenir  plus  tard  sur  la  ques- 
tion. 
Ge  n'est  qu'en  1861  que  je  parvins  à  me  satisfaire  sous  ce  rapport. 
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II  ne  restait  plus  que  la  question  des  quadratures.  Aucune  difficulté 
ne  se  présentait  dans  la  quadrature  d'une  conjuguée  ramenée  préala^ 
blement  à  avoir  sa  caractéristique  infinie,  mais  je  ne  pensai  pas  alors  à 
aller  plus  loin,  à  quarrer  une  conjuguée  quelconque^  sans  transforma- 
tion préalable  d'axes.  Si  j'y  avais  pensé,  je  serais  naturellement  tombé, 
dès  1844,  sur  l'interprétation  géométrique  des  périodes  des  intégrales. 

Ayant  ainsi  parcouru  tout  le  champ  de  la  géométrie  plane,  je  songeai 
à  étendre  ma  méthode  à  la  théorie  des  surfaces. 

Les  conjuguées  d'une  surface  seraient  évidemment  fournies  par  les 
systèmes  de  solutions  de  son  équation  où  les  parties  imaginaires  des  trois 
variables  seraient  comme  des  nombres  constants,  et  que  Ton  réaliserait 

en  y  remplaçant  \/-—  1  par  1. 

Chaque  conjuguée  serait  définie  par  ses  deux  caractéristiques,  c'est- 
à-dire  par  les  rapports  des  parties  imaginaires  de  z  et  de  x,  de  z 
et  de  y. 

La  permanence  des  conjuguées  résultait,  comme  en  géométrie  plane, 
de  la  linéarité  des  formules  de  transformation. 

Les  conjuguées  d'uHe  courbe  la  touchaient  aux  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  cette  courbe  parallèlement  aux  directions  qu'il  fau« 
drait  successivement  donner  à  l'axe  des  y  pour  rendre  réelles  les  abs- 
cisses de  ces  conjuguées;  les  conjuguées  d'une  surface  la  toucheraient 
suivant  les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  à  cette  surface 
parallèlement  aux  directions  qu'il  faudrait  donner  à  Taxe  des  z  pour 
rendre  réelles  les  coordonnées  x  et  y  de  ces  conjuguées. 

On  avait  trouvé  pour  conjuguées  d*une  ellipse  toutes  les  hyperboles 
ayant  avec  elle  un  système  de  diamètres  conjugués  commun  ;  on  trou- 
vait de  môme»  pour  conjuguées  d'un  ellipsoïde  tous  les  hyperbololdes 
à  une  nappe  ayant  avec  cet  ellipsoïde  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués  commun,  et  les  relations  étaient  aussi  simples  entre  les  autres'^ 
surfaces  du  second  ordre  et  leurs  conjuguées. 

Les  conjuguées  d'un  cylindre  de  degré  quelconque  étaient  tous  les 
cylindres  ayant  leurs  génératrices  parallèles  à  celles  du  proposé  et  pour 
direptricôs  planes  les  conjuguées,  dans  son  plan,  d'une  section  plane 
quelconque  de  ce  cylindre. 

De  même  les  conjuguées  d'un  cône  de  degré  quelconque  étaient  tous 
les  cônes  de  môme  sommet  ayant  pour  directrices  planes  les  conjuguées, 
dans  son  plan,  d'une  section  plane  quelconque  de  ce  cône. 

Les  conjuguées  du  lieu 

)A  +  A'v/^)a;  +  (B+B'v^^)y+(G  +  C'V^^  =  l)  +  I>V^ 
se  trouvaient  être  tous  les  plans  passant  par  la  droite  réelle- 
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ÀA'+By +  Cz  =  D, 

A'ar+B'y+C'z=iy. 

Enfin  le  plan  tangent|à  une  conjuguée  [C,  C]  d'une  surface  f  {x,  y,ï)=0, 
en  un  de  ses  points  [x^  y,  z],  était  encore  la  conjuguée  [G,  G']  du  lieu 

ff 

(X-a:)A  +  (Y- y)  ry  +  (Z-z)/',=0. 

Ainsi  la  méthode  se  complétait  de  la  manière  la  plus  salisfaisanie  sous 
tous  les  rapports. 

J'avais  achevé  toutes  ces  recherches  vers  la  fin  de  1844.  Je  ne  voyais 
pour  le  moment  rien  de  plus  à  entreprendre.  Je  crus  bien  faire  de 
compléter  mon  premier  ouvrage  en  en  supprimant  la  dernière  feuille  et 
raccordant  le  nouveau  travail  à  l'ancien.  Le  second  tirage^  ainsi  com- 
posé^ parut  en  octobre  1844. 

M.  Terquem  s'était  moqué  de  moi  dans  ses  Annales,  je  crus  devoir  lui 
répondre.  Je  n'ai  pas  eu  d'autre  relation  avec  lui.  Il  paraît  que  son  in- 
justice envers  moi  lui  pesait  encore  à  la  fin  de  ses  jours,  car  il  clla^ 
gea,  le  jour  de  sa  mort,  un  de  ses  amis  de  me  transmettre  une  parole  de 
regret.  Il  aurait  peut-être  dû  revenir  sur  son  jugement,  dans  son  jour- 
nal, il  en  avait  certes  eu  le  temps  de  4843  à  1865. 

Quant  à  moi,  j'aurais  peut-être  dû  réprimer  le  mouvement  de  colère 
qui  m'emporta,  mais  on  conviendra  que  M.  Terquem ,  à  qui  je  ne  de- 
mandais rien^  à  qui  je  n'avais  pas  même  adressé  mon  ouvrage  (c'est 
Texceltent  M.  Carilian-Gœury  qui,  pensant  m'être  utile,  lui  en  avait 
remis  un  exemplaire),  pouvait  bien  au  moins  se  donner  la  peine  de  me 
lire  avant  d'essayer  de  me  ridiculiser. 

Au  reste,  je  crois  encore,  comme  en  1844,  que  le  monde  n'en  irait  que 
mieux  si  l'on  s'aplatissait  un  peu  moins.  Les  parvenus  y  regarderaient 
à  deux  fois  avant  de  couper  les  routes  et  de  faire  sauter  les  ponts  der* 
rière  eux,  et  les  sciences  en  progresseraient  davantage. 

Il  est  certain  qu'il  faut  avoir  Tâme  chevillée  dans  le  corps  pour  con- 
tinuer à  travailler  dans  les  conditions  qui  m'ont  été  faites. 
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Aussitôt  mou  nouveau  travail  publié,  je  me  remis  à  l'ouvrage.  L'idée 
m'était  venue  de  chercher  dans  lliyperbole  équilatère  une  représenta- 
tion de  Tàngle  imaginaire  sans  partie  réelle.  La  somme  des  carrés  du 
sinus  et  du  cosinus  d'un  angle  quelconque  étant  toujours  égale  à  1,  ce 
sinus  et  ce  cosinus  étaient  TorBonnée  et  l'abscisse  d'un  point  de  quel-, 
qu'une  dés  conjuguées  du  cercle  a:*  +  y'=  1. 

Si  l'angle  considéré  était  imaginaire  sans  partie  réelle,  son  cosinus 
était  réel  et  son  sinus  imaginaire  sans  partie  réelle  ;  ce  cosinus  et  ce 
ainus  devaient  donc  être  l'abscisse  et  Tordonnée  d'un  point  de  la  con-< 
juguée'G  =  OD  du  cercle.  Il  restait  à  connaître  la  représentation  géomé- 
trique de  cet  angle  imaginaire.  Or  l'angle  réel  est  la  mesure  du  double 
du  secteur  circulaire  compris  entre  ses  côtés  et.  je  reconnus  aisément 

que,  abstraction  faite  du  signe  y/ — i,  l'angle  imaginaire  est,  de  même, 
la  mesure  du  double  de  l'aire  du  secteur  hyperbolique  compris  entre 
le  rayon  origine,  couché  suivant  l'axe  des  x  et  le  rayon  aboutissant  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  le  cosinus  et  le  sinus  de  cet  angle. 
Le  fait  avait  été  signalé  longtemps  avant  moi  par  Lhuilier,  je  l'igno- 
rais. Je  l'appris  peu  de  temps  après.  Mais  je  reconnus,  ce  qui  était 
nouveau,  que  pour  construire  Tangle,  en  partie  réel  et  en  partie  imagi- 
naire, correspondant  à  un  sinus  et  à  un  cosinus  donnés,  savoir  : 

cos  (9  +  +  V— i)  =  a  +  ^  V-^  i 
et 

sin  {^  +  ^ yf^)  =  a'  +  pC  )/—l 

il  n'y  avait  qu'à  construire  le  point  a?  =  a  -f-  p,  y  =  a  -{-  ^G,  à 
le  joindre  au  centre,  à  mener  une  tangente  au  cercle  parallèlement  à 
y  =  G  x,  à  joindre  le  point  de  contact  au  centre  et  à  décrire  la  branche 
d'hyperbole  équilatère  passant  par  ce  point  de  contact  et  par  le  premier 
point  trouvé.  7  était  le  double  du  secteur  circulaire  compris  entre  le 
rayon  couché  sur  Taxe  des  x  et  le  rayon  mené  au  point  de  contact,  et  ^ 
le  double  du  secteur  hyperbolique  compris  entre  le  rayon  mené  au  point 
de  contact  et  le  rayon  mené  au  premier  point*  trouvé. 

De  plus,  si  Ton  marquait  le  point  or  =  a,  y  =  a'  qui  fournirait  un 
point  de  Taxe  transverse  de  l'hyperbole  construite,  on  avait  relative- 
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ment  à  l'angle  f  -{-^  sf—i  la  figure  analogue  à  celle  qui  donne  dans 
le  cercle  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  angles. 

La  figure  montre  que  Tangle  imaginaire  oo  \1 —  1  ne  correspond^  qu'à 
une  inclinaison  de  45*.  Son  cosinus  et  son  sinus  sont  infinis,  l'un  réel 

et  l'autre  imaginaire  sans  partie  réelle  et  la  tangente  est  égale  à  y^- 
Il  m'eût  été  dès  lors  très-facile  de  poursuivre  et  d'édifier  toute  la 
trigonométrie  imaginaire,  mais  je  n'y  voyais  pas  grand  intérêt.  Je 
n'avais  cherché  à  construire  l'angle  imaginaire  que  pour  tâcher  d'en 
découvrir  l'indétermination,  et  au  contraire  je  le  trouvais  plus  précisé- 
ment  défini  encore  que  par  le  passé.  La  question  relative  à  l'angle  indé- 
terminé du  faisceau 

y  =  (m-f-nv/^)a; 

avec  l'axe  des  x  et  par  suite  la  question  de  la  courbure  des  courbes  ima- 
ginaires se  trouvaient  ainsi  replongées  dans  le  futur  contingent.  Je  laissai 
là  les  angles  imaginaires.  Je  n'y  revins  qu'en  1885,  à  propos  de  diffé- 
rentes questions  que  M.  Babinet  me  fit  l'honneur  de  m'adresser  sur  leur 
compte  et  sur  celui  des  triangles  imaginaires. 

L'abbé  de  Ficquelmont  s'étant  fait  lapider  à  Metz,  en  1791,  pour  une 
escapade  anti- révolutionnaire  assez  mal  avisée,  le  comte  de  Fic- 
quelmont fut  arrêté  quelque  temps  après  dans  son  château  de  Paroy  et 
emmené  dans  les  prisons  de  Nancy.  Il  s'en  échappa  avec  Taide  de 
Régnier  et  parvint  à  passer  la  frontière.  Ses  deux  fils  le  rejoignirent.  Ses 
filles  furent  recueillies  par  leur  grand'mère  maternelle,  la  comtesse  de 
la  Marche.  Ma  mère  était  l'une  des  plus  jeunes.  Le  comte  de  Ficquel- 
mont rentra  en  France  dès  qu'il  le  put.  Le  plus  jeune  de  ses  fils  avait  été 
tué  à  la  bataille  dlllin.  L'alné  resta  au  service  d'Autriche  et  n'est  revenu 
depuis  qu'une  fois  en  France,  en  1820.  Ma  mère  se  rappelait  à  peine 
l'avoir  vu,  mais  ces  deux  esprits  supérieurs  s'étaient  attachés  l'un  à 
l'autre.  Le  frère  et  la  sceur,  malgré  la  distance  et  malgré  la  différence 
des  situations,  ne  cessèrent  jamais  de  correspondre. 

En  1846,  le  comte  de  Ficquelmont,  qui  avait  été  longtemps  ambassa* 
deur  en  Russie,  venait  de  rentrer  en  Autriche,  pour  y  occuper  le  poste  de 
ministre  de  la  guerre.  Ma  mère  voulut  lui  envoyer  mon  ouvrage^  espé- 
rant qu'il  le  ferait  connaître  en  Allemagne.  Voici  ma  lettre  d'envoi,  je 
la  transcris  parce  qu'on  pourra  y  voir  comment  je  comprenais  alors  le 
but  que  je  m'étais  proposé  dans  mes  recherches. 
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LBTTBE  D  ENVOI    AU    COMTE    DE   FICQUELMOiNT. 

((  Mon  cher  oncle, 

«  Je  n'ai  pas  la  présomption  de  croire  que  votre  obligeance  vous 
puisse  engager  à  lire  cet  ouvrage.  Nos  infiniment  petites  ergoteries  ma- 
thématiques sont  trop  au-Klessous  des  grands  problèmes  sociaux  que 
vous  avez  chaque  jour  à  poser  et  à  résoudre.  C'est  pourquoi  je  vous 
prie  de  me  permettre  quelques  explications  propres  à  vous  faire  pren- 
dre rapidement  une  idée  de  mon  travail. 

«  La  facilité  avec  laquelle,  armés  de  la  puissance  déductive  que  nous 
donne  Talgèbré,  nous  pouvons  poursuivre  jusque  dans  les  plus  petits 
détails  l'étude  particulière  d*un  phénomène  géométrique  ou  mécanique 
peut  être  opposée  à  l'immense  difficulté  qui  vous  arrête  dans  l'analyse 
des  phénomènes  sociaux.  Nous  pouvons  bien  accumuler  une  infinité  de 
petits  faits  secondaires  autour  d'un  autre  donné  ou  supposé,  mais  il  nou$ 
est  impossible  de  les  réunir.  Les  ensembles  nous  manquent  absolument. 
Dans  les  grands  problèmes  que  vous  agitez,  au  contraire,  l'ensemble 
est  fait,  il  est  devant  nos  yeux,  ce  sont  les  rouages,  c'est  le  mécanisme 
que  vous  cherchez,  ce  sont  surtout  les  causes  des  effets  ou  des  mouve^ 
ments  produits.  Dans  les  deux  sciences  aussi,  les  points  de  départ  étant 
opposés,  les  conditions  de  perfectionnement  sont  inverses  :  les  hommes 
d'État  supposeront  les  grandes  lois  historiquement  découvertes  du  mou- 
vement des  sociétés  humaines  et  chercheront  à  ramener  ces  lois  à  des 
principes  plus  élémentaires  ;  tandis  que  les  géomètres  partiront  de 
quelques  axiomes  évidents  pour  rechercher  les  lois  de  plus  en  plus 
élevées  qui  régissent  la  coexistence  des  phénomènes  qu'ils  ont  à  étu- 
dier. On  peut  dire  que  non-seulement  ce  sont  là  des  convenances,  mais 
qu'il  y  a  obligation  majeure  :  car  si  en  politique  l'anarchie  se  produit 
par  réclosion  de  systèmes  à  priori,  elle  naît  aussi  sûrement  en  mathé- 
matiques de  l'introduction  de  nouveaux  petits  détails  incohérents. 

tt  Ce  serait  donc  un  travail  utile  que  de  chercher  les  moyens  de  réunir 
par  des  procédés  assez  simples  l'étude  de  plusieurs  phénomènes  géomé^ 
triques  ou  mécaniques  suffisamment  analogues;  de  faire  disparaître  entre 
eux  les  différences,  en  reportant  le  point  de  vue  assez  haut  pour  que  les 
analogies  restassent  seules.  On  aurait  trouvé  un  chemin  pour  arriver  à 
des  relations  plus  générales  que  celles  qui  pouvaient  être  antérieure* 
ment  formulées. 
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«  Ce  sont  ces  idées  qui  m'ont  guidé  dans  le  choix  du  sujet  de  mes 
récherches. 

((  Descartes  avait  fait  faire  un  pas  immense  aux  sciences  mathémati- 
ques en  enseignant  à  réduire  une  certaine  différence  très-embarrassante 
que  Ton  rencontrait  souvent  entre  les  diverses  phases  d'un  phénomène 
toujours  identique  h  lui-même,  mais  dont  l'accomplissement  avait  subi 
une  certaine  modification  particulière  définie,  dont  une  foule  d'exemples 
sont  devenus  vulgaires.  Ainsi  le  mouvement  d'un  corps  lancé  vertica- 
lementy  aurait  été  sans  lui  décomposé  toujours,  pour  les  savants  comme 
pour  le  vulgaire,  dans  ses  deux  parties  ascendante  et  descendante.  Les 
lois  des  deux  mouvements  auraient  pu  être  rapprochées,  comparées  par 
les  géomètres,  mais  jamais  confondues,  comme  elles  l'ont  été  depuis, 
dans  une  seule  formule.  Or,  si  une  pareille  réduction  avait  peu  d'im- 
portance dans  ce  cas,  à  cause  de  son  extrême  simplicité^  vous  savez  que 
quand  on  s'élève  à  Tétude  d'un  phénomène  un  peu  complexe,  elle 
acquiert  une  valeur  immense,  parce  que  la  réduction  porte  alors  sur 
des  différences  dont  le  nombre  croit  d'une  manière  extrêmement  ra- 
pide, conime  il  arrive  par  exemple  dans  la  moindre  question  trigono- 
métrique. 

«  Descartes  avait  été  conduit  à  la  découverte  de  la  belle  loi  dont  il  a 
doté  la  science  mathématique,  par  de  longues  méditations  sur  un  certain 
genre  de  réponses  singulières  que  fournit  l'algèbre  aux  questions  qui 
n'en  comportent  pas  d'immédiates,  faute  d'une  suffisante  concordance 
entre  les  données.  Il  reconnut  d'abord  que  la  réponse  fournie,  dénuée 
de  sens  relativement  à  la  question  proposée,  pourrait  toujours  être 
transportée  à  une  question  voisine  et  analogue  intimement  liée  à  elle 
par  une  dépendance  réciproque  telle,  que  l'une  ne  devenait  soluble  que 
quand  l'autre  cessait  de  l'être;  il  donna  avec  une  certaine  généralité, 
que  d'ailleurs  on  a  peu  accrue  depuis,  le  moyen  de  former  l'énoncé  de 
Tune  des  questions  lorsque  celui  de  l'autre  était  connu,  et  enfin  prouva 
que  le  calcul  algébrique  propre  à  les  résoudre  étant  identique,  elles 
pouvaient  être  réduites  en  une  seule^  habituellement  posées  et  résolues 
ensemble. 

«  Ce  grand  travail  portait  sur  un  seul  des  deux  genres  de  réponses  sin- 
gulières que  l'algèbre  a  jusqu'ici  fournies  aux  questions  impossibles; 
on  avait  tenté  plusieurs  fois  de  faire  pour  la  seconde  espèce  ce  que  Des- 
cartes avait  fait  pour  la  première,  mais  jusqu'ici  c'avait  été  sans  succès. 
Cependant  on  avait  tout  lieu  d'espérer  qu'une  découverte  semblable 
serait  féconde  en  grandes  et  importantes  conséquences. 

A  Enthousiasmé  moi-même  par  la  beauté  du  problème,  je  l'ai  entrepris. 
Voici  ce  à  quoi  je  suis  arrivé. 

«  Descartes  avait  enseigné  à  embrasser  dans  une  même  formule  toutes 
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les  phases  successives  d'un  même  phénomène,  quelles  que  Tussent  les 
modifications  particulières  (appartenant  à  une  certaine  classe  définie) 
qu'eût  dû  subir,  en  passant  de  Tune  à  Tautre,  le  mode  essentiel  d'ac- 
complissement. J'ai  montré  que  de  môme  qu'on  avait  pu  réduire  les 
différences  accessoires  qui  séparaient  les  diverses  phases  d'un  môma 
phénomène,  on  pourrait  de  même  réduire  la  différence  encore  acces- 
soire, quoique  plus  tranchée,  qui  se  trouverait  entre  àeux  phénomènes 
différents,  mais  suffisamment  analogues,  quand  celte  différence  serait 
d'un  certain  genre.  /: 

a  Descartes  avait  réuni  toutes  les  branches  d'une  même  courbe  en  un 

eul  tout,  j'aifaitvoirquetoute  courbe  aune  infinité  d'analogues,  toujours 

aisées  à  découvrir,  qui  peuvent  être  fondues  toutes  dans  la  principale  et 

traitées  en  môme  temps  qu'elle  pour  les  mômes  questions  qui,  une  fois 

résolues  pour  la  première,  le  sont  dès  lors  pour  les  autres. 

:  c(  Le  résultat  final  de  l'ouvrage  consiste  donc  dans  la  possibilité  nouvel- 
lement introduite  d'une  façon  générale,  de  quitter  l'étude  isolée 'des 
phénomènes  pour  s'élever  à  celle  de  groupes  définis,  et  qu'il  sera  tou- 
jours facile  de  former,  où  les  analogies  et  les  différences  entre  les  indi- 
vidus, d'ailleurs  indéfiniment  multiples,  seront  suffisamment  grandes 
pour  permettre,  d'une  part,  de  trouver  des  propriétés  communes,  et  de 
Toir,  de  l'autre,  dans  rénumération  de  ces  propriétés,  au  moins  des 
rudiments  de  lois,  non  plus  seulement  l'expression  de  faits  isolés. 
Spécialement,  poTùr  la  géométrie,  lé  travail  que  j'ai  achevé  permettra 
d'étudier  non  plus  une  courbe  isolée^  mais  simultanément  tout  un 
groupe  de  courbes^  groupe  composé  d'une  infinité  d'individus  consi- 
dérés jusqu'alors  comme  nécessairement  distincts. 

«  L'analogue  de  l'ellipse  (cette  courbe  étant  très-simple  n'en  a  qu'une) 
est  l'hyperbole;  les  propriétés  connues  de  ces  deux  courbes  les  rap- 
prochaient déjà  l'une  de  Tautre,  mais  la  fusion  n'avait  pas  encore  été 
tentée  entre  elles. 

«  Je  crains  de  vous  avoir  ennuyé,  mon  cher  oncle,  par  ce  long  bavar- 
dage, mais  j'attache  tant  d'importance  au  service  que  vojus  voulez  bien 
rendre  à  moi  et  à  mon  livre  que  je  n'aurais  pu  m'empôcher  d'entrer 
dans  les  détails  que  vous  venez  de  lire.  » 
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« 

J'avais  rapporté  de  Metz,  en  1841,  une  lettre  pour  M.  iiardin,  que 
m'avait  remise  M.  Blanc,  rédacteur  en  chef  du  Courrier  de  la  Moselk^ 
pour  qui  j'avais  conçu  beaucoup  d'affection.  J'étais  allé  chez  M.  Bardia 
peu  après  mon  retour  et  ayant  trouvé  en  lui  un  excellent  homme  et  un 
digne  citoyen,  j'avais  continué  à  le  voir  de  temps  à  autre.  Nous  causions 
politique  et  mathématiques.  Nous  n'aimions  pas  plus  l'un  que  l'autre 
le  roi  ni  son  premier  ministre.  Quant  aux  mathématiques,  M.  Bardin 
me  parlait  reliefs  et  je  lui  répondais  imaginaires.  Je  lui  avais  porté  la 
première  édition  de  mon  ouvrage,  il  m'avait  prêté  la  géométrie  de  po- 
sition de  Gamot  et  les  propriétés  projectives  du  général  Poncelet. 

J'avais  lu  avec  d'autant  plus  d'intérêt  la  partie  de  la  géométrie  de 
position  où  Gamot  traite  de  la  correspondance  entre  le  changement  de 
signe  en  algèbre  et  le  changement  de  sens  en  géométrie,  que  préoccupé 
moi-même  depuis  long-temps  de  cette  grande  question,  je  l'avais  traitée 
à  Metz,  à  mon  point  de  vue,  pour  ce  qui  concerne  la  trigonométrie  et 
la  géométrie  analytique  et  en  avais  fait  l'objet  d'un  chapitre  de  moD 
livre. 

La  méthode  dont  je  m'étais  servi  pour  traiter  la  question  différant 
totalement  de  celles  de  Gamot  et  de  Poncelet,  je  reproduirai  ici  le  petit 
travail  dont  je  parle  et  qui  me  paraît  encore  intéressant. 
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THÉORIE    DES   SIGNES    QU'ON    DOIT  ATTRIBUER  AUX  LIGNES 

TRIGONOMÉTRIQUES. 

Lorsque  l'on  compare  entre  elles  les  lignes  trigonométriqûes  d'un 
môme  arc,  on  trouve 

sîn'a  +  cos*a  =  l, 

sin  a  .  cos  a 

tang  a  = ,      cotang  a  =  -: — , 

°         cosa  ^         sm  a 

sec  a  = et     cosec  a  = 


cos  a  sin  a 

formules  qui  restent  invariables  quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'arc  à. 
La  généralité  de  la  première  tient  à  ce  que  les  termes  qui  y  entrent  sont 
tous  trois  carrés  ;  celle  des  quatre  dernières  à  ce  que  les  membres  en 
sont  monômes,  de  sorte  que  la  construction  qu'on  a  faite  pour  les  éta- 
blir,  reproduite  dans  tous  les  cas  imaginables,  conduira  toujours  ^aux 
mêmes  résultab,  la  comparaison  des  mêmes  triangles  devant  toujours 
fournir  les  mômes  proportions. 

Au  contraire  les  formules  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la 
somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs,  en  fonction  des«inus  et  cosinus 
de  ces  arcs,  sont  essentiellement  variables.  Si  l'on  refait  dans  des  cas 
différents  la  môme  figure,  en  ayant  soin  de  mener  les  mômes  lignes  par 
les  points  qui  ont  la  môme  définition,  on  trouvera  bien  que  chacune 
des  inconnues  sin  (a  -|-  à)  et  cos  (a  -|-  b)  se  compose  toujours  des  mômes 
parties,  définies  de  la  môme  manière  et  exprimées  par  les  mÔmes  for- 
mules, tirées  de  la  comparaison  des  mômes  triangles  semblables,  mais, 
suivant  les  cas,  ces  parties  devront  ôtre  tantôt  ajoutées,  tantôt  retran- 
chées et,  dans  le  second  cas,  la  différence  devra  ôtre  prise  tantôt  dans 
un  sens,  tantôt  dans  Tautre. 

Cette  diversité  de  forme  tient  à  ce  que  les  seconds  membres  des  for- 
mules sont  binômes  et  se  reproduira  dans  tous  les  cas  analogues.  En 
effet  si  la  distance  de  deux  points  A  et  B  est  évaluée  au  moyen  des  dis- 
tances de  ces  deux  points  à  un  troisième  G,  situé  sur  la  ligne  qui  les 
joint,  suivant  la  disposition  relative  des  trois  points  on  trouvera 

AB  =  AC  +  GB 

si  le  point  G  est  entre  A  et  B  ; 

AB  =  AG  — GB 
si  le  point  B  est  entre  A  et  G; 

AB  =  GB  —  AG 
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SI  le  point  A  est  entre  B  et  C  ;  il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autre  combinaison 
possible. 

Ainsi,  la  construction  faite  décomposant  sin  (a  -f-  ^j»  P^r  exemple,  en 
deux  parties,  pour  lesquelles  la  comparaison  des  mômes  triangles  four« 
nira  toujours  les  mêmes  valeurs  sin  a  cos  b  et  cos  a  sin  b,  on  trouvera 
nécessairement^  suivant  les  cas, 

sin  (a  +  *)  =  sin  a  cos  i  +  cos  a  sin  ô, 
sin  (a  +  6)  =  sin  a  cos  *  —  cos  a  sin  b, 
sin  (a  +  *)  =  cos  a  sin  i  —  sin  a  cos  ô, 

les  formules  qui  donnent  sin(a-f  b)  et  cos  (a -f- 6),  devant  ainsi  comporter 
chacune  trois  formas  différentes,  Tusage  n'en  serait  possible  qu'après 
une  discussion  préalable,  lorsque  les  angles  a  et  i  seraient  donnés  et 
deviendrait  impossible  lorsque  ces  angles  seraient  inconnus,  puisqu'on 
ne  saurait  alors  à  quelle  forme  recourir. 

Mais  la  théorie  algébrique  du  calcul  des  quantités  négatives  permet 
de  lever  cette  difQculté  à  l'aide  d'un  artifice  que  suggérera  l'étude  des 
lois  d'après  lesquelles^  chaque  formule  change  de  forme. 

Considérons  par  exemple  la  formule  qui  donne  sin  (a  -f-  b)  ;  suppo- 
sons que  a  et  A  aient  actuellement  des  valeurs  telles,  que  la  figure  donne 

•    sin  (a  +  6)  =  sin  a  cos  é  +  cos  a  sin  b 

et  faisons  croître  a,  en  laissant  à  &  la  valeur  qu'il  avait  d'abord. 

Soient  A  le  pied  du  sinus  de  (a  -|-  b)  sur  le  diamètre  origine,  B  l'extré- 
mité de  l'arc  (a  +  b)eiC  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  A  B, 
du  pied  du  sinus  de  A  :  la  formule  ne  pourra  changer  de  forme  qu'aux 
instants  où  deux  des  trois  points  A,  B  et  C^  après  s'êtte  rapprochés,  se 
croiseront  ensuite,  de  façon  que  l'ordre  s'intervertisse  entre  les  trois: 
mais  au  moment  où  deux  des  trois  points  viendront  se  confondre,  une 
des  trois  dislances  s'annulera  ;  les  instants  où  la  formule  pourra  changer 
de  forme  seront  donc  ceux  où  sin  a,  cos  a  et  sin  (a  4-  b)  passeront;  par 
zéro,  puisque  sin  b  et  cos  b  resteront  fixes. 

Sin  (a  -|-  b)  étant  actuellement  une  somme  ne  pourra  pas  s'annuler 
le  premier  ;  supposons  que  ce  soit  cos  a  qui  doive  s'annuler  d'abord  et 
soit  oc  la  valeur  qu'aura  alors  a,  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  a  aura 
dépassera  valeur  a  l'équation  ne  pourra  pas  conserver  la  même  forme. 
En  effet,  depuis  la  valeur  (a  —  90*)  jusqu'à  la  valeur  a  de  a,  sin  (a  +  *) 
n'aura  pas  pu  s'annuler,  car  pour  qu'il  en  eût  été  ainsi,  il  eût  fallu 
qu'après  le  passage  a  =  a  —  90*»,  sin  (a  +  b)  fût  devenu  une  différence; 
mais  cette  différence  n'eût  pu  que  changer  de  sens,  par  l'effet  du  pas- 
sage de  sin  (a  -]-  b)  par  la  valeur  zéro  et  ne  se  serait  pas  transformée  en 
une  somme  que  nous  avons  maintenant. 
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Cependant,  sin  (a  -f*  b)  doit  s'annuler  une  fois  dans  chaque  intervalle 
de  180*  et  puisqu'il  ne  se  sera  pas  annulé  de  a  =  a  —  90**  à  a  ==  a,  il  de- 
vra donc  s'annuler  dea  =  aàa  =  Qc-f~^>  ^^îs  il  ne  pourrait  pas  s'an- 
nuler dans  ce  dernier  intervalle  s'il  n'avait  préalablement  pris  la  forme 
d'une  difTérence,  donc  au  moment  oîi  a  prendra  la  valeur  a  il  devra 
changer  de  forme.  D'ailleurs  il  ne  pourra  pas  alors  devenir 

cos  a  sin  ô  —  sin  a  cos  b 

puisque  cos  a  sin  6  sera  d'abord  moindre  que  sin  a  cos  b,  il  deviendra 
donc 

sin  a  cos  é  —  cos  a  sin  b; 

.ainsi  le  terme  qui  aura  passé  par  zéro  aura  changé  de  signe  dans  la  for- 
mule. 

Lorsque  sin  (a  +  6)  va  devenir  nul,  la  formule  devra  encore  changer  ; 
car  autrement^  dans  le  second  membre,  la  quantité  à  retrancher  sur- 
passerait celle  dont  elle  devrait  êtreretranchée,  puisque  cos 'a  conti- 
nuera à  croîti'e  et  sin  a  à  décroître,  elle  deviendra  donc 

sin  (a  +  *3  ==  cos  a  sin  6  —  sin  a  cos  b,  • 

c'est-à-dire  que  le  terme  sin  (a  +  b),  qui  vient  de  passer  par  zéro,  aura 
dû  changer  de  signe. 

Enfin  quand  sin  a  passera  par  zéro,  la  formule  devra  encore  changer 
de  forme,  sans  quoi  sin  (a  -{-  b)  s'annulerait  encore  une  fois  de  a  -f-  ^0® 
à  a  ^180^;  d'ailleurs  elle  ne  pourra  pas  devenir 

sin  (a  -}-  6)  =  sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  b 

puisque  sin  a  cos  b  sera  d'abord  moindre  que  cos  a  sin  6,  elle  deviendra 
donc 

sin  (a  +  i)  =  sin  a  cos  6  +  cos  a  sin  é, 

.  c'est-à-dire  que  le  terme  sin  a  cos  b  qui  se  sera  annulé,  aura  changé  de 
signe. 

La  formule  étant  alorsjevenueàson  premier  état,  les  mêmes  permu- 
tations se  reproduiront  ensuite  périodiquement,  toujours  dans  le 
môme  ordre  et  conformément  aux  mêmes  lois. 

Ainsi  l'arc  a  croissant,  chaque  fois  que  cos  a  passe  par  zéro,  le  terme 
cos  a  sin  b  change  de  signe  :  chaque  fois  que  sin  a  passe  par  zéro,  le 
terme  sin  a  cos  b  change  désigne,  et  chaque  fois  que  sin  (a-}-  6)  passe  pat 
zéro,  ce  terme  change  de  signe.  - 

On  a  supposé  que  a  variât  seul,  mais  il  est  clair  que  si  a  et  i  crois- 


^ 
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saient  en  même  temps,  chaque  terme  changerait  de  signe  à  la  suite  de 
l'annulation  de  l'un  de  ses  facteurs.  On  a  ainsi  l'expression  de  la  loi  des 
variations  de  forme  de  l'équation  qui  donne  sin  (a  -|-  i). 

Cela  posé,  si  l'on  attachait  à  tout  sinus  ou  cosinus  un  signe  qui  chan- 
geât chaque  fois  que  ce  sinus  ou  cosinus  passerait  par  zéro,  l'arc  conti- 
nuant à  croître  dans  le  môme  sens^la  forme  primitive  de  l'équation,  cor> 
respondant  au  cas  oil  a,  &  et  a  -f-  useraient  moindres  que  90^,  compren- 
drait les  deux  autres  formes  puisque,  sous  la  môme  forme  apparente, 
les  changements  de  signes  convenables  se  produiraient  effectivement. 

Le  même  artifice  servirait  de  même  à  rendre  applicable  à  tous  les  arcs 
la  formule  qui  donne  ços  {a  -|-  b). 

Mais  la  méthode  n'est  pas  encore,  complète.  En  effet  le  cosinus  d'un 
arc  est  le  sinus  de  son  complément,  mais  que  faudrait-il  entendre  parle 
complément  d'un  arc  plus  grand  que  90*. 

Si  l'on  veut  étendre  à  tous  les  arcs  la  formule 

complément  de  a  =  9(f  —  a, 

l'algèbre  en  donnera  immédiatement  le  moyen  en  introduisant  la  no- 
tion des  angles  négatifs  et  le  signe  attribué  au  complément  servira 
à  indiquer  si  l'arc  lui-même  était  inférieur  ou  supérieur  à  90®. 

Mais  il  reste  à  assigner  les  conséquences  de  l'adoption  de  ce  nouvel 
artifice; 

On  y  arrivera  en  étudiant  concurremment  les  deux  membres  de  l'é- 
quation 

cos  a  =  sin  (90  —  a), 

dont  le  premier  a  maintenant  une  définition  nette  pour  toutes  les  va- 
leurs positives  de  a,  et  qui  suffira  ^ar  conséquent  à  définir  sin  (90® —  a), 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a. 

Or,  de  90®  à  270®  cos  a  est  négatif,  par  conséquent  le  sinus  d'un  arc 
compris  entre  0  et  — 180®  sera  négatif.  De  270®  k  450®  cos  a  est  positif, 
par  conséquent  le  sinus  d'un  arc  compris  entre  —  180®  et  —  360®  sera 
positif,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  résultats  se  condensent  dans  une  même  formule 

sin  ( —  a)  =  —  sin  a. 

On  trouverait  de  môme  que  la  formule 

sin  a  =  cos  (90®  —  a), 

dont  le  premier  membre  ^st  défini  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a, 
entraine  comme  conséquence  la  formule 

cos  (—  a)  =  cos  a. 
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On  voit  que  ratlribution  de  signes  variables  aux  lignes  trigonomé- 
triques  obligeait  à  introduire  la  notion  d'angles  négatifs.  Cette  notion 
une  fois  acceptée,  il  est  du  reste  facile  de  voir  que  les  mêmes  formules 
fondamentales 

sin  (a  -|-  *)  =  sin  a  cos  6  -|-  cos  a  sin  i 
et 

cos  {a'\'b)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  é, 

sous  leur  forme  primitive,  comportent  également  Tattribution  h  a  et  h  b 
de  valeurs  négatives,  car  les  mêmes  observations,  présentées  dans  le 
cas  où  Ton  supposait  que  l'arc  a  crût  indéfiniment,  pourraient  être  repro- 
duites dans  l'hypothèse  où  il  décroîtrait  indéfiniment.  Les  formules  qui 
donnent  sin  (a  -{-  b)  et  (cos  a  +  6)  étant  ainsi  étendues  même  aux 
arcs  négatifs,  on  pourra  poser  d'une  manière  générale  les  nouvelles 
formules 


et 


sin  (a  —  ô)  =  sin  a  cos  6  —  cos  a  sin  b 


cos  {a  —  b) = cos  a  cos  é  +  sin  a  sin  b. 


Nous  n'avons  encore  parlé  que  des  sinus  et  cosinus,  quant  aux  autres 
lignes,  puisqu'on  a  attribué  des  signes  aux  premières,  on  devra  leur 
en  attribuer  aussi  pour  conserver  leur  généralité  première  aux  for- 
mules 

sin  a         ,               cosa       ,             1  ,  1 

tanga  = ,    cotanga=-: — ,    séca  = et   coséca==-r 


cosa  sma  cosa  sma 

mais  les  seconds  membres  de  ces  équation^  ayant  maintenant  une  défi- 
nition nette  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  a,  ils  servi- 
ront à  définir  les  premiers. 

Les  règles  obligatoires  qu'a  fournies  la  théorie  précédente,  seraient 
un  peu  confuses,  mais  on  peut  les  résumer  en  un  mot. 

Si,  en  effet,  on  compte  tous  les  arcs  positifs  dans  le  même  sens  à 
partir  d'une  même  origine  A  et  qu'on  transporte  tous  les  sinus  parallè- 
lement à  eux-mêmes  sur  le  diamètre  OB  perpendiculaire  à  OA  et 
tous  les  cosinus  sur  le  diamètre  OA,  on  reconnaît  aisément  que  les  sinus 
qui  doivent  être  positifs  sont  placés  d'un  côté  de  OA  et  les  autres  de 
l'autre,  que  les  cosinus  qui  doivent  être  positifs  sont  placés  d'un  côté  de 
OB  et  les  autres  de  l'autre  ;  de  sorte  qu'on  peut  résumer  toutes  les 
règles  données  précédemment  en  rattachant  les  changements  de  signes 
aux  changements  de  sens. 

D'ailleurs,  si  en  se  laissant  guider  par  cette  indication,  on  porte  les 
m*  p.  3 


—  34  — 

arcs  négatifs  à  partir  de  la  même  origine  que  les  arcs  positifs,  mais  en 
sens  contraire,  on  reconnaît  que  la  môme  règle  convient  encore  à  Tex- 
pression  des  lois  suivant  lesquelles  varient  les  signes  de  leurs  sinus  et 
cosinus. 

Cette  théorie  des  signes  attribués  aux  lignes  trigonométriques  était 
suivie  d'une  théorie  analogue,  et  tout  aussi  indispensable,  des  signes 
attribués  aux  coordonnées  en  géométrie  analytique,  la  voici. 


Théorie  des  signes  qu'on  doit  attribuej*  aux  coordonnées  en   géométrie 

analytique. 

Ce  n'est  rien  que  de  convenir  qu'on  portera  les  valeurs  négatives  des 
coordonnées  x  et  y  en  sens  contraires  de  ceux  dans  lesquels  on  porterait 
leurs  valeurs  positives  :  la  question  est  de  savoir  si  par  là  on  ne  créera 
pas  des  rapprochements  inacceptables  entre  des  branches  étrangères  les 
unes  aux  autres,  si  la  continuité  géométrique  n'est  pas  rompue,  dans  la 
courbe  construite  d'après  la  prétendue  convention  adoptée,  lorsque  l'on 
traverse  l'un  des  axes.  Ce  n'est  pas  par  convention  qu'il  y  a,  sous  une 
infinité  de  rapports,  continuité  géométrique  entre  tous  les  points  d'une 
même  ellipse  ;  ce  ne  doit  pas  être  par  convention  que  l'on  prolonge  une 
courbe  dont  on  a  déjà  construit  une  partie. 

Considérons  une  courbe  définie  par  une  propriété  commune  à  tous 
ses  points  et  tracée  à  l'avance.  Prenons  deux  axes  quelconques  de  coor- 
données et  considérons  la  portion  de  la  courbe  comprise  dans  un  même 
angle  formé  par  ces  axes  :  soii  f{x,  y)  =^  l'équation  qui  convienne  à 
tous  les  points  de  cette  portion^  xei  y  désignant  les  coordonnées  sans 
signes  des  points  qui  en  font  partie. 

Si  l'on  faisait  avancer  l'axe  des  y,  parallèlement  à  lui-même,  d'une 
quantité  a  dans  le  sens  des  x,  une  nouvelle  portion  de  la  courbe  passe- 
rait à  la  gauche  de  Taxe  des  y.  Soient  M  un  point  de  cette  nouvelle 
portion,  x  etx'  son  ancienne  et  sa  nouvelle  abscisse,  x'  étant  aussi  bien 
positif  que  x^  le  point  M  étant  maintenant  rapporté  aux  côtés  de  l'angle 
où  il  se  trouve. 

Comme  l'ordonnée  du  point  M  n'aura  pas  changé  et  qu'on  aura  entre 
son  ancienne  et  sa  nouvelle  abscisse  la  relation 

x  =  a  —  x\ 

les  nouvelles  coordonnées  de  ce  point  se  trouveront  parmi  les  solutions 
de  l'équation  j 

/■(a-^',.y)  =  0.  y 
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Mais  d*un  autre  côté  les  coordonnées  nouvelles  d*un  point  de  la  portion 
de  la  courbe  qui  sera  restée  à  droite  de  Taxe  des  y,  satisferont  à  l'é- 
quation 

par  conséquent  on  retrouverait  les  points  de  la  portion  de  la  courbe 
anciennement  contenue  dans  le  premier  angle  des  axes  et  qui  aurait 
passé  à  la  gaucbe  de  l'axe  des  y,  en  chercbant  les  solutions  négatives  par 
rapport  à  a/  et  positives  par  rapport  à  y  de  la  nouvelle  équation  de  la 
portion  restée  à  droite,  et  portant  les  valeurs  négatives  de  x'  en  sens  con- 
traire des  valeurs  positives. 

Les  mêmes  observations  pouvant  être  reproduites  dans  Thypothèse  où 
ce  serait  Taxe  des  x  qu'on  aurait  fait  avancer  dans  le  sens  des  y,  et  par 
suite  dans  celle  où  Ton  transporterait  l'origine  des  coordonnées  en  un 
point  [a,  à]  pris  à  volonté  dans  le  premier  angle  des  anciens  axest  il  en 
résulte  que  pour  retrouver,  dans  la  nouvelle  équation 

de  la  portion  de  la  courbe  "qui  sera  restée  dans  le  premier  angle  des 
nouveaux  axes,  les  points  des  portions  qui  auront  passé  à  gauche  de 
Taxe  des  y,  au-dessous  de  l'axe  des  x^  ou  dans  l'angle  opposé  par  le 
sommet  à  celui  des  nouveaux  axes,  il  suffira  de  rechercher  dans  la  nou- 
velle équation 

f{a  +  x\b  +  y')  =  0. 

les  solutions  négatives  par  rapport  à  x'  seulemeint,  ky'  seulement  ou  à 
af  et  à  y',  et  de  porter  chaque  fois  les  valeurs  [négatives  trouvées  en  sens 
inverses  des  sens  positifs. 

Mais,  quels  que  soient  les  axes  choisis,  on  peut  toujours  supposer  qu'ils 
aient  été  amenés  à  leurs  positions  actuelles  par  des  transports  analogues 
à  ceux  qu'on  vient  de  supposer,  l'ancienne  origine  se  trouvant  reculée  à 
des  distances  telles  des  nouveaux  axes,  qu'une  partie  indéfinie  de  la 
courbe  se  trouvât  comprise  dans  le  premier  angle  des  coordonnées,  et 
quelque  part  que  soient  les  axes,  il  faudra  opérer  comme  s'ils  avaient 
parcouru  des  distances  infinies.  On  devra  donc  toujours  joindre  aux 
points  dont  les  coordonnées  seraient  positives,  ceux  dont  les  coordon- 
nées négatives  auraient  été  construites  d*après  la  règle.  On  ne  courra  par 
là  aucun  nsque  d'associer  entre  elles  des  branches  disparates. 
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J'avais  lu  avec  un  intérêt  bien  vif  les  quelques  pages  que  le  général 
Poncelet  a  consacrées  à  sa  théorie  des  supplémentaires  des  coniques, 
mais  je  m*étonnais  qu'il  n'en  eût  pas  aperçu  la  définition  abstraite,  ca- 
pable d'être  étendue  aux  courbes  de  tous  les  degrés  et  de  permettre  de 
les  déterminer  toutes,  par  rapport  à  tous  les  systèmes  d^axes,  au  moyen 
de  leurs  coordonnées  imaginaires. 

Je  comprenais  bien  que  le  but  que  s'était  proposé  le  général  Poncelet 
avait  été  précisément  de  donner  au  langage  et  au  raisonnement  géo- 
métriquesune  extension  nouvelle,  sans  rien  leur  enlever  de  leur  rigueur 
ancienne  et  sans  recourir  au  secours  de  l'algèbre.  J'admettais  que  le  but 
avait  été  atteint  et  j'en  comprenais  l'ibiportance  ;  mais  je  ne  me  rendais 
pas  compte  que  le  général  eût  pu  côtoyer  de  si  près  une  méthode  bien 
plus  sûre,  bien  plus  féconde,  sans  en  faire  la  découverte.  Je  priai 
M.  Bardin  de  lui  demander  de  me  permettre  de  venir  causer  avec  lui. 

Le  général  me  reçut  avec  bienveillance  et  m'écouta  avec  intérêt.  Je 
lui  expliquai  ma  méthode  et  les  résultats  auxquels  j'étais  parvenu  pour 
les  tangentes,  les  asymptotes  et  les  plans  tangents;  puis  nous  parlâmes 
des  analogies  et  des  différences  de  sa  méthode  et  de  la  mienne.  En  le 
quittant,  je  le  priai  de  m'obtenir  de  M.  Lamé,  pour  qui  j'avais  conservé 
depuis  l'école  une  grande  vénération,  la  faveur  d'un  entretien  comme 
celui  dont  il  venait  de  m'honorer. 

Le  jour  pris,  à  quelque  distance,  par  M.  Lamé,  se  trouva  être  celui 
de  la  fête  du  roi.  M.  Lamé  n'y  avait  pas  soiigé,  mais  il  me  fit  l'honneur 
de  s'esquiver  des  rangs  de  ses  collègues,  pour  venir  me  recevoir.  Le 
théorème  relatif  aux  asymptotes  le  frappa  beaucoup,  il  me  remercia 
vivement  et  quelques  jours  après  je  recevais  de  lui,  sans  lui  avoir  rien 
demandé,  d'abord  une  lettre  de  recommandation  pour  le  directeur  de 
l'institution  Massin,  puis  sur  une  grande  feuille  aux  nom  et  armes  de 
l'Institut,  la  déclaration  suivante  : 

«  Je  soussigné,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  section  de  géo- 
métrie, après  avoir  étudié  les  travaux  mathématiques  de  M.  Marie, 
ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  et  notamment  son  ouvrage  inti- 
tulé :  Discours  sur  la  nature  des  grandeurs  négatives  et  imaginaires,  recon- 
nais que  ces  travaux  ont  une  valeur  scientifique  incontestable  et  qu'il 
serait  à  désirer  que  l'auteur  fût  en  position  d*y  donner  suite  et  de  les 
faire  connaître.  G.  Lamé. 

Je  joins  volontiers  le  suffrage  de  mon  opinion  personnelle  à  celui 
émis  ci-dessus  par  mon  savant  confrère,  M.  Lamé. 

Poncelet. 
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Cet  âcle,  entièrement  spontané,  fait,  ce  me  semble,  le  plus  grand  hon- 
neur à  ces  deux  illustres  savants. 

J'ai  beaucoup  regretté  d'avoir  fait  de  cette  déclaration  le  mauvais 
usage  que  je  vais  dire. 

Le  comte  de  Ficquelmont  avait  répondu  à  ma  mère:  n  J'ai  attendu, 
pour  te  répondre,  l'arrivée  des  livres;  ce  paquet  m'a  été  remis  avant- 
hier,  et'  déjà  hier  j'ai  fait  remettre  trois  exemplaires  à  trois  savants, 
bons  juges  en  cette  matière.  Dis  à  ton  fils  combien  je  le  remercie  de 
l'excellente  lettre  qui  accompagnait  cet  envoi,  elle  expose  le  but  de  son 
travail  de  la  manière  la  plus  lucide  ;  j'y  ai  reconnu  avec  grand  plaisir, 
pour  lui  et  pour  toi,  l'élévation  de  la  sphère  dans  laquelle  son  esprit  se 
trouve  placé.  Je  répondrai  à  sa  lettre  dans  quelque  temps.  » 

Sa  réponse  fut  une  offre  indéfinie  de  services  et  d'aide  pour  tout  ce 
que  je  tenterais.  Elle  était  accompagnée  d'une  lettre  d'introduction 
auprès  de  M.  de  Barante  avec  qui  il  avait  vécu  i][itimement  à  Saint- 
Pétersbourg  pendant  qu'ils  y  étaient  tous  deux  ambassadeurs  l'un  d'Au- 
triche, l'autre  de  France. 

M.  de  Barante  m'avait  parfaitement  reçu  et  m'avait  promis  son  appui, 
quelque  chose  que  je  demandasse.  Il  m'avait  seulement  recommandé 
de  trouver  quelque  chose  de  possible. 

D'un  autre  côté  M.  de  Brosse,  un  des  descendants  du  président  de 
Brosse,  si  vivement  pris  à  partie  par  Voltaire,  et  un  de  nos  cousins  (il 
avait  épousé  une  demoiselle  de  Villeneuve,  petite- fille  de  madame  de 
Montureux,  sœur  de  ma  mère),  m'avait  proposé  de  me  recommander  à 
M.  le  vicomte  Benoist,  député,  qui  m'avait  d'autant  mieux  accueilli 
qu'il  se  trouvait  qu'un  élève  de  l'École  polytechnique  à  qui  j'avais 
donné  des  leçons  tous  les  mercredis  et  quelquefois  le  dimanche,  pendant 
près  d'un  an,  était  précisément  son  fils. 

Je  désirais  ardemment  propager  ma  méthode  par  la  parole. 

Sûr  des  appuis  qui  m'avaient  été  promis  et  après  avoir  demandé  leur 
agrément  à  M.  de  Barante  et  à  M.  Benoît,  j'écrivis  à  M.  de  Salvandy, 
alors  grand  maître  de  l'Université,  pour  le  prier  de  m'accorder  la  fa- 
veur d'ouvrir  dans  une  salle  quelconque  de  la  Sorbonne  ou  du  Collège 
de  France  un  cours  de  géométrie  comparée. 

Je  disais  au  ministre  : 

«  Mes  travaux  consignés  dans  un  ouvrage  intitulé  Discours  sur 
la  nature  des  grandeurs  négatives  et  imaginaireSy  m'ont  conduit  insen- 
siblement à  créer  dans  la  géométrie  une  branche  entièrement  neuve  et 
digne,  je  crois,  par  le  degré  de  perfectionnement  où  elle  est  parvenue,  de 
recevoir,  dans  un  cours  oral,  une  extension  plus  grande  que  ne  peut  le 
comporter  une  publication. 

«  Si  vous  en  jugez  ainsi,  j'ai  l'honneur  de  vous  demander,  à  titre  de 
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mission  scientifique  temporaire,  un  petit  traitement,  que  tous  assigne- 
riez, et  une  salle  dont  je  puisse  disposer  soit  au  Collège  de  France,  soit  à 
la  Sorbonne. 

«  Je  n'ai  pas  la  présomption  de  solliciter  mon  annexion  à  l'une  de 
ces  célèbres  compagnies^  j'en  resterais  naturellement  tQut  à  fait  en  de- 
hors, et  mon  cours  seul  se  ferait  dans  l'une  des  deux^enceintes,  de  façon 
que  personne  n'en  pourrait  prendre  ombrage. 

((  Je  crois,  monsieur  le  Ministre,  qu'en  m'investissant temporairement, 
pour  dix  ans  par  exemple,  de  la  mission  que  j'ai  l'honneur  de  vous  de- 
mander, vous  concilieriez  à  la  fois  et  les  raisons  de  prudence  et  celles 
qui  peuvent  vous  engager  à  accorder  votre  faveur  à  une  tentative  qui 
peut  avoir  d'utiles  résultats.  » 

Je  remis  la  déclaration  de  M.  Lamé  et  de  M.  Poncelet  à  M.  Benoît, 
qui  la  donna  à  M.  dé  Salvandy,  en  y  joignant  l'avis  verbal  conforme  de 
M.  Poinsot^  car^  avant  de  s'aventurer,  M.  Benoît  m'avait  donné  une 
lettre  d'introduction  près  de  Ce  vénérable  maître  et  était  allé  le  voir 
ensuite,  pour  connaître  ses  impressions. 

M.  de  Bàrante  était  parti  pour  ses  ^rres^  mais  il  m'avait  permis  de 
lui  écrire  pour  le  tenir  au  courant  de  mes  démarches  et  il  a  dû  écrire  de 
son  côté  à  M.  de  Salvandy. 

Au  bout  de  deux  ou  trois  moii$  je  reçus  à  Saint-Rémi  près  Ghe- 
vreuse,  où  j'étais  allé  passer  mes  vacances  de  1846,  une  lettre  qui  m'ap- 
pelait au  ministère  de  l'Instruction  publique  pour  affaire  me  concer- 
nant; je  devais  demander  M.  X...,  chef  du  personnel. 

La  lettre  reçuei  à  dix  heures,  j'étais  à  trois  dans  le  cabinet  de  M.  X... 
11  me  dit  :  «  Vous  avez  demandé  au  ministre  une  place  de...  —  Pas  une 
place,  lui  dis-je,  une  salle.  —  Une  place  de  professeur  de  géométrie  des- 
criptive.—  Pas  descriptive>interrompis-je  de  nouveau,  comparée.— Le 
ministre  m'a  chargé  de  vous  faire  savoir  qu'il  n'y  en  a  pas  de  vacante.  )> 
J'essayai  de  dire  encore  quelques  mots  :  mon  interlocuteur  était  sourd. 

Ainsi  les  efforts  de  deux  pairs  de  France,  un  député,  trois  membres 
de  l'Académie  des  sciences  et  un  membre  de  l'Académie  française 
avaient  abouti  en  quatre  ou  cinq  mois  à  me  procurer  trois  minutes 
d'entretien  avec  un  sourd. 

M.  de  Barante  revint  un  instant  à  Paris  dans  l'automne  de  1946. 
Malheureusement,  il  perdit  peu  de  temps  après  une  fille  qu'il  idolâtrait 
et  quitta  Paris  pour  n'y  plus  revenir. 

Le  chemin  de  fer  du  Nord  venait  d'être  concédé  à  M.  de  Rothschild. 
M.  Emile  Péreire  était  chargé  du  choix  du  personnel.  J'adressai  une 
demande  d'emploi.  Je  reçus  peu  de  temps  après  une  invitation  à  me 
présenter  devant  le  conseil.  M.  Péreire  me  demanda  mes  titres.  Je  lui 


i  i 


—  39  — 

répondis  :  Ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  et  lui  présentai  mon 
livre.  Le  titre  le  fit  sourire  :  «  Imaginaires,  »  me  dit-il.  Je  lui  répondis  : 
«  Toutes  les  aptitudes  se  tiennent.  »  Il  ne  dit  pas  non,  mais  passa  à 
l'examen  d'un  autre  candidat. 

Cependant  M.  Benoît,  ne  comptant  peut-être  pas  beaucoup  sur  un 
coup  de  tête  scientifique  de  la  part  de  M.  de  Salvandy,  m'avait  adressé 
à  un  ancien  chef  d'institution,  M.  Mage,  dont  le  fils,  officier  de  marine 
d'un  grand  avenir,  est  venu  mourir  si  malheureusement  sur  les  côtes  de 
France,  après  avoir  tenté  avec  dix  ou  douze  compagnons  déroute  d'aller 
de  Saint- Louis  du  Sénégal  à  Tomboiictou.  M.  Mage  me  présenta  à 
M.  Blanchet,  directeur  de  l'École  préparatoire  da  Sainte-Barbe,  qui,  * 
sans  me  donner  encore  une  fonction  permanente,  me  procura  toute- 
fois assez  de  leçons  particulières  pour  que  je  pusse  vivre,  et  je  ne  son- 
geai plus  au  ministre. 

Le  comte  de  Ficquelmont  était  devenu  premier  ministre,  après  la 
mort  du  prince  de  Metternich.  Lorsque  survinrent  les  événements  de 
4848,  l'intérêt  de  la  France  et  son  honneur  exigeaient  qu'elle  intervînt 
auprès  de  l'Autriche  pour  obtenir  sa  neutralité  dans  les  affaires  de  Po- 
logne et  le  retrait  de  ses  troupes  en  deçà  des  Alpes.  Le  terrain  sur  le- 
quel l'entente  pouvait  se  faire  était  tout  trouvé  :  le  gouvernement;  fran- 
çais, en  s'employant  à  aplanir  le  différend  hongrois,  pouvait  compter 
sur  une  compensation  en  Pologne  et  en  Italie.  Les  intérêts  de  la  France 
étaient  du  reste  les  vrais  intérêts  de  l'Autriche  et  de  la  Hongrie.  Il  ne 
s'agissait  que  de  le  faire  comprendre  au  comte  de  Ficquelmont  et  à 
Kossutb  ;  je  proposai  à  M.  Armand  Marrast,  dont  j'avais  l'honneur  d'être 
connu,  de  faire  une  tentative  près  du  comte  de  Ficquelmont.  Je  crois 
que  j'aurais  réussi.  M.  Marrast  ne  me  dit  pas  non,  mais  il  n'agit  pas,  puis 
survint  le  15  mai  qui  changea  la  situation,  en  amoindrissant  la  France  et 
la  destinée  s'accomplit  impitoyablement. 

Le  comte  de  Ficquelmont  montra  dans  la  tourmente  la  plus  grande 
noblesse.  Une  émeute  venait  de  massacrer  son  cousin  le  comte  de  La- 
tour  et  roulait  vers  le  palais  qu'habitait  mon  oncle.  Il  jeta  à  la  multi- 
tude quelques  paroles  de  mépris  pour  l'acte  de  férocité  qu'elle  venait 
d'accomplir,  fit  ouvrir  les  portes,  sortit  du  ministère  et  traversa  la 
foule  haletante,  mais  dominée. 

A  sa  mort,  quelques  mois  après,  le  National  rendit  un  respectueux 
hommage  à  son  beau  caractère. 

Il  avait  publié  sur  la  politique  générale  différents  ouvrages,  entre 
autres  Lord  Pahnerston,  l'Angleterre  et  le  Continent^  où  Ton  est  étonné 
de  rencontrer  les  sentiments  d^une  justice  impartiale  envers  toutes  les 
nations.  Il  a  laissé  en  mourant  les  éléments  d'un  ouvrage  beaucoup  plus 
étendu  et  d'une  portée  tout  autre,  que  M.  de  Barante  a  bien  voulu  dis* 
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poser  pour  Timpression  et  qui  porte  le  titre  de  Pensées  moraks  et  poHtî- 
tiques  du  comte  de  Ficquelmont . 

Ce  recueil  où  Ton  peut  lire  à  livre  ouvert  dans  Tune  des  plus  belles 
âmes  qui  aient  existé,  est  à  la  morale  religieuse  et  à  la  politique  d'un 
monde  écroulé  ce  que  sont  les  actes  du  concile  de  Trente  au  dogme 
catholique  et  à  la  méthode  de  gouvernement  de  la  papauté  ;  ce  que 
les  œuvres  de  Joseph  de  Maistre  sont  à  Tensemble  d'idées  qui  achevait 
de  s'écrouler  durant  la  Restauration.  Mais  ici  l'auteur  n'est  plus  un 
sectaire  vaincu,  dont  la  parole  aboie,  ce  n'est  plus  le  naufragé  qui  es- 
saye de  s'accrocher  aux  épaves  d.e  l'absurde  ;  c'est  un  philosophe  dont 
'  les  événements  n'ont  pu  renverser  la  foi,  mais  qui  se  dégageant  des 
liens  étroits  de  ses  affections  féodales  et  religieuses,  consent  à  se  placer 
au  point  de  vue  général  des  hommes  de  son  époque,  cherche  à  sauver 
du  naufrage  les  principes  immortels  de  la  morale  et  retrouve,  dans  les 
meilleures  couches  des  opinions  d'un  temps  qui  n'est  plus,  le  flambeau 
qui  peut  encore  conduire  l'humanité  en  gestation  d'une  nouvelle  ère. 

J'ai  dit  que  M.  Benoit  m'avait  donné  une  lettre  pour  M.  Poinsot,  il  y 
en  avait  joint  une  autre  quelques  jours  après  pour  M.  Cauchy. 

M.  Poinsot  était  extrêmement  affable  et  bienveillant,  mais  sa  santé 
alors  était  tout  à  fait  ruinée.  Deux  ou  trois  fois,  à  3  et  4  heures  de 
l'après-midi  il  m'a  fait  l'honneur  de  se  lever  pour  me  recevoir,  mais 
c'était  vraiment  conscience  de  l'importuner. 

M.  Cauchy  était  tout  aussi  affable,  mais  plus  actif  et  mieux  portant. 
Je  le  vis  plusieurs  fois,  nous  causâmes  imaginaires  ;  il  était  assez  facile 
d'exciter  son  attention,  mais  non  pas  de  la  captiver.  Quelque  chose 
qu'on  lui  annonçât,  il  prenait  la  plume  et  essayait  d'en  faire  la  démons- 
tration lui-même  ;  souvent  il  s'égarait  et  deux  heures  se  passaient  sans 
qu'on  eût  pli  lui  donner  une  démonstration  qui  eût  duré  ,deux  minutes. 
Mes  visites  furent  interrompues  par  son  départ  pour  Sceaux.  Noos 
avions  beaucoup  bavardé,  et  je  ne  lui  avais  pour  ainsi  dire  rien  montré 
de  ce  que  j'avais  fait.  Cependant  à  force  de  parler  d'imaginaires  on  y 
repense  et  je  ne  serais  pas  étonné  que  ce  fussent  nos  causeries  qui  aient 
été  l'occasion  de  son  puissant  retour  sur  ce  terrain.  C'est  en  effet  pen- 
dant son  temps  de  villégiature  à  Sceaux,  cette  année-là,  qu'il  mit  le 
comble  à  sa  gloire  en  donnant  l'explication  des  périodes  des  intégi^ales 
simples.  i 

Je  ne  suivais  plus  depuis  longtemps  les  séances  de  l'Académie  i  des 
sciences,  aussi  n'ai-je  appris  qu'en  1831,  de  M.  Hermite,  Inexistence  de 
ce  beau  travail.  C'est  chez  M.  Moutard  que  j'ai  vu  pour  la  première 
fois  M.  Hermite,  vers  le  mois  de  mai  1851  ;  nous  nous  y  rencontrâipes 
ensuite  de  temps  en  temps.  Naturellement,  nous  causions  mathéilaa- 
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tiques.  Je  proposai  un  jour  à  ces  Messieurs  de  leur  expliquer  ce  que 
j'avais  fait,  et  ma  proposition  ayant  été  acceptée,  je  leur  fis,  le  jour 
convenu,  une  leçon  sur  les  imaginaires. 

M.  Hermite  était  au  courant  de  tout  ce  qu'avait  fait  Gaucby  sur  les 
résidus,  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  et  les  périodes  des  inté- 
grales ;  il  nous  en  dit  quelques  mots  et  nous  étonna  fort  par  renon- 
ciation de  ces  faits  bien  connus  aujourd'hui  que  la  valeur  d'une  inté- 
grale prise  entre  deux  limites  identiques  pourrait  n'être  pas  nulle,  si  la 
variable  pour  revenir  à  son  point  de  départ  avait  suivi  un  chemin  con- 
venable ;  il  me  demanda  malicieusement  si  je  pourrais  rendre  compte 
de  ces  faits  par  ma  méthode. 

J'avais  employé  tout  le  temps  que  j'avais  eu  de  libre,  depuis  ma 
sortie  de  l'école,  d'abord  à  la  résolution  du  problème  du  mouvement 
d'un  corps  solide  libre,  que  je  croyais  alors  entier  et  qui  m'avait  tenu 
un  peu  plus  d'un  an,  car  je  m'en  occupais  déjà  à  l'école,  et  ensuite  à 
ma  théorie  géométrique  des  imaginaires.  Aussi  étais-je  très-peu  au 
courant  de  tout  ce  qui  ne  nous  avait  pas  été  enseigné  à  l'école;  je  me 
serais  en  conséquence  jugé  très -peu  capable  de  relever  le  défi,  si  une 
idée  qui  me  parut  être  celle  qui  devrait  être  mise  en  œuvre  pour  ré- 
soudre la  question,  ne  m'avait'Subitementpassé  par  la  tête. 

La  périodicité  d'une  intégrale,  pensai-je,  pouvait  être  prévue  lorsque 
cette  intégrale  devait  fournir  un  segment  d'une  grandeur  limitée  de 
toutes  parts,  comme  la  longueur  d'iine  courbe  fermée  ou  l'aire  com- 
prise dans  son  intérieur,  le  volume  enveloppé  par  une  surface  fermée, 
etc.  :  la  grandeur  elle-même,  dans  son  entier,  devrait  en  eifet  être 
comprise  un  nombre  quelconque  de  fois  dans  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  propre  à  en  donner  un  segment  quelconque,  parce  qu'on  n'au- 
rait pas  pu  introduire  la  restriction  que  les  variables  ne  dépassassent 
pas  leurs  limites.  Un  exemple  de  cette  loi  presque  évidente  se  présentait 
du  reste  de  lui-même  :  si  l'idée  était  juste,  l'intégrale 
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qui  représente  un  segment  du  cercle 
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devait  avoir  pour  période  -jïR*,  c'est-à-dire  l'aire  du  cercle  entier.  Et  en 
effet  elle  s'exprime  par 


r Vi^^  arc  sm  -, 

2  '  2  R 

X 

mais  arc  sin  ^  désigne  l'un  quelconque  des  termes  d'une  progression 

H 
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arithmétique,  dont  la  raison  esl  2  ir,  de  sorte  que  Tintégraie  a  efTecliYe- 
ment  une  infinité  de  valeurs  en  progression  arithmétique  ayant  pour 
raison  wR^. 

Ce  raisonnement  s'était  formulé  dans  ma  tête  en  moins  de  temps 
que  je  n'en  ai  mis  à  récrire;  il  me  paraissait  valoir  toutes  les  considé- 
rations abstraites  imaginables  ;  d'ailleurs  je  savais  combien  une  idée 
concrète  simple  et  juste  simplifie  les  recherches  quand  elle  a  un  carac- 
tère suffisant  de  généralité.  Je  ne  voyais  pas,  il  est  vrai,  comment  celle 
qui  venait  de  m'arriver  pourrait  être  mise  en  œuvre  pour  l'explicalion 
des  périodes  imaginaires  des  intégrales,  mais  je  savais  quarrer  les  con- 
juguées d'une  courbe  et  je  pensais  que  ces  conjuguées  ne  me  cache- 
raient pas  longtemps  l'analogie  qui  restait  à  trouver  ;  je  répondis  à 
M.  Hermite  plus  qu'affirmativement  ;  je  ne  lui  demandai,  qu'un  mois 
pour  faire  entièrement  non-seulement  la  théorie  des  périodes  des  in- 
tégrales simples,  que-  Gauchy  avait  seules  considérées,  mais  encore 
celle  des  intégrales  doubles.  Le  délai  que  j'avais  demandé  ne  me  fut  pas 
même  nécessaire. 

L'intégrale  j  dx  v^R'  — x*  n'avait  plus  rien  à  m'apprendre  ;  je  com- 
mençai par  me  demander  pourquoi  les  yitégrales 


/'    dx  r  dx 

qui  ont  pour  valeurs 

arc  sin  x    et    arc  tang  x, 

avaient  pour  périodes  l'une  Stc,  l'autre  n,  les  courbes 

dont  elles  donnent  les  quadratures,  n'étant  pas  fermées  :  je  m'en  rendis 
compte  en  observant  que  ces  courbes  limitaient  des  espaces  finis  ;  et 
que,  bien  que  les  points  qui  les  terminaient  fussent  tout  le  contraire 
d'être  en  continuité,  il  ne  manquait  pas  d'exemples  qui  permissent  de 
raisonner  comme  s'ils  se  rejoignaient  à  l'infini. 
Les  périodes  des  deux  intégrales  devaient  donc  être 

+  1      dx  /♦  +  *     éte 


/»  +  !      dx  /♦  +  *     dx 


et  en  effet,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  ces  intégrales  définies  ont 
pour  valeurs 

27C    et  'ic, 
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qui  sont  les  périodes  de 

arc  sin  x    et  de    arc  tang  x. 

La  démonstration  n'était  pas  bien  régulière,  mais  si  Ton  voulait 
renoncer  au  bénéfice  de  cette  notion  paradoxale,  quoique  si  souvent 
vérifiée  cependant,  que  les  infinis  contraires  se  rejoignenj;,  ou  plus  exac- 
tement que  les  choses  se  passent  comme  s'ils  étaient  en  continuité, 
parce  qu'ils  sont  les  inverses  de  0  et  de  —  0,  on  pourrait  toujours  relier 
les  points  situés  à  l'infini  dans  les  deux  sens  opposés  par  un  chemin 
imaginaire  qui  rétablirait  la  continuité,  sans  introduire  que  des  parties 
nulles  vdans  la  valeur  de  l'intégrale. 

/»  +  !     dx 
Âinsi,pourengendrerd'unemaniërecontinuetouteraire2  /         . 

de  la  coarbe 


VI —ar* 

on  partirait,  par  exemple,  du  point  [a:  =  —  i,  y  =  -f  oo],  on  suivrait 
la  branche 

y=+     ' 


VT—^ 


de  la  courbe,  jusqu'au  point  [ar  =  -|-l,y=-4-oo];on  rejoindrait  le 
point  [a?  =  +  l,y  =  -f-  «  ]  au  point  [x  ==  +  1,  y  =  —  8]  par  un  che- 
min imaginaire  quelconque,  au  parcours  duquel  correspondrait  une 
somme  nulle  des  éléments 


dx 


y/i—x" 
puis  on  suivrait  la  branche 

i 


y=— 


Vi— X*' 


du  point  [ar  =  -j-  1,  y  =  —  oo  ]  au  point  [x  =  —  l,y=  —  oo],  enfin  on 
rejoindrait  le  point  [jr=  — i,y  =- —  oo]au  point  [j:  =  — -l^y  =-[-oo] 
par  un  nouveau  chemin  imaginaire  auquel  correspondrait  encore  une 
somme  nulle  des  éléments  de  l'intégrale. 

On  agirait  semblablement  dans  tous  les  cas  analogues.  Ainsi  l'aire 
finie  comprise  entre  les  branches  indéfinies  d'une  courbe  devait  encore 
être  une  des  périodes  de  l'intégrale  quadratrice  de  cette  courbe. 

Dans  les  exemples  examinés  jusqu'alors,  les    courbes  considérées 
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étaient  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x^  mais  l'absence  de  cette 
circonstance  n'amènerait  aucune  difQculté,  car  lorsque  le  point  [x^  y] 
décrirait,  de  gauche  à  droite,  par  exemple,  la  partie  de  la  courbe  supé- 
rieure à  son  diamètre,  les  éléments  de  l'intégrale  ajoutés  entre  eux,  four- 
niraient Taire  du  diamètre,  prise  positivement,  plus  l'aire  comprise  entre 
la  courbe  et  son  diamètre,  prise  aussi  positivement,  tandis  que  quand  le 
point  [x,  y]  décrirait  de  droite  à  gauche  la  partie  inférieure  de  la  courbe, 
les  éléments  de  l'intégrale  formeraient  l'aire  du  diamètre,-prise  négati- 
vement, plus  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  son  diamètre,  prise  en- 
core'positivement,  car  la  différentielle  de  x  et  Tordonnée  au  diamètre 
auraient  à  la  fois  changé  de  signes.  Le  parcours  de  la  courbe  étant  achevé, 
il  ne  resterait  donc,  pour  somme  totale  des  éléments  de  l'intégrale,  que 
le  double  de  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  son  diamètre,  soit  au- 
dessus,  soit  au-dessous,  c'est-à-dire  Taire  enveloppée  par  la  courbe. 

Les  périodes  réelles  étant  ainsi  expliquées  d'une  manière  à  peu  près 
satisfaisante,  bien  qu'on  ne  vît  pas  encore  comment  elles  s'engendre- 
raient habituellement,  puisqu'on  n'avait  fait  parcourir  au  point  mobile 
qu'un  chemin  tout  particulier,  il  y  avaif  avant  tout  à  faire  au  moins 
l'équivalent  pour  les  périodes  imaginaires. 

Ce  n'élait  pas  bien  difficile  :  en  effet,  que  Ton  imaginât  la  conjuguée 
à  abscisses  réelles  d'une  courbe  dont  la  quadratrice  aurait  une  période 
réelle,  et  qu'on  en  prît  Téquation  en  coordonnées  réelles,  sa  conjuguée 
à  abscisses  réelles  serait  précisément  la  courbe  primitive  ;  mais  les  ordon- 
nées des  deux  courbes  se  déduisant  Tune  de  l'autre  en  remplaçant 

V —  1  pari  dans  celle  qui  était  imaginaire,  il  en  serait  de  même  des  élé- 
ments des  deux  intégrales,  pour  les  mêmes  valeurs  réelles  de  x  et  decir, 
de  sorte  que  la  première  admettant  une  période  a>,  la  seconde  admettrait 

nécessairement  la  période  <o  yj —  1  • 

Ainsi  la  quadratrice  d'une  courbe  dont  la  conjuguée  à  abscisses  réelles 
présenterait  un  anneau  fermé  ou  deux  branches  infinies  asymptotes  à 
deux  parallèles  à  Taxe  des  y  et  comprenant  entre  elles  une  aire  finie, 

devrait  admettrç  pour  période  le  produit  par  sj —  1  de  Taire  enveloppée 
par  l'anneau,  ou  comprise  entre  les  deux  branches  infinies  consi- 
dérées. 

Ce  raisonnement  même  était  superflu,  car  rien  n'empêchait,  ayant 
affaire  à  la  quadratrice  de  la  seconde  courbe,  de  faire  parcourir  au 
point  [xy]  l'anneau  de  la  première  courbe  imaginairement  représenté 
dans  Téquation  de  la  seconde  \  x  ^i  dx  restant  réels,  quand  le  point 
[x,  ^]  parcourrait  de  gauche  adroite  la  partie  supérieure  de  l'anneau,  les 
éléments  de  l'intégrale,  ajoutés  entre  eux,  fourniraient  Taire  réelle  du 

diamètre,  prise  positivement,  plus  le  produit  par  \/  —  1  de  Taire  com- 
prise entre  la  courbe  et  son  diamètre  ;  puis  quand  le  point  [x^y]  revien- 


/ 


I 
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drait  au  point  de  départ,  en  parcourant  la  branche  inférieure   de 

Tanneau,  les  éléments  de  l'intégrale  reproduiraient  l'aire  du  diamètre,  1 

affectée  alors  du  signe  — ,  parce  que  dx  aurait  changé  de  signe,  plus 

Taire  comprise  entre  la  courbe  et  son  diamètre,   multipliée  encctre 

par  +  ^ —  ^  »  parce  que  dx  et  l'ordonnée  au  diamètre  auraient  en  même 
temps  changé  de  signes, 
Ainsi  l'intégrale 


/-  V^  —  a'  dx, 
a 


qui  donne  la  quadrature  de  l'hyperbole 

ay  —  6  V  =  —  a^b\ 


devait  avoir  pour  période  w  ab  \ —  1,  c'est-à-dire  le  produit  par  sj —  1 
de  l'aire  de  la  conjuguée 

ay  _|-  é«ar"  =  a  W 
de  cette  courbe^  ce  qui  a  bien  lieu  en  effet,  car 


J   a  2a  2  a 

m 

de  même  l'intégrale 

/'    dx 
Va-*— J 

devait  avoir  pour  période 

/»  +  *      dx 

ou  2îc  s/^^,  et  en  effet 

r-i==L(x+v?3T); 

Js]x'  —  i 
de  même  encore  l'intégrale 


H'-^- 


qui  donne  la  rectification  de  l'ellipse,  ayant  pour  période  réelle 

—  ^x" 


fH'i^ 


4  ^ 

0 
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et  rintégrale 


H'-^ 


avant  pour  période  réelle 

1 


('     .  /l  — eV 


la  première  devait  avoir  pour  période  imaginaire 


•v=ïpV^ 


et  la  seconde 


•^^X'^Vî^- 


Ainsi  les  périodes  des  intégrales  elliptiques  se  trouvaient  expliquées. 

Toutefois  le  principal  restait  à  faire,  puisque  je  n^arrivais  à  la  notion 
des  périodes  imaginaires  que  d^une  manière  détournée,  en  les  ramenant 
à  des  périodes  réelles^  par  la  comparaison  des  quadratrices  de  deux 
courbes  conjuguées. 

D'ailleurs,  l'intégrale  / — ,   qui    admet   pour    période  2ic   y^^i, 

échappait  entièrement  à  ce  mode  de  réduction,  et  il  devait  sans  doute 
en  être  dé  même  de  beaucoup  d'autres. 

Je  sentais  bien  que  pour  résoudre  complètement  la  question  il  faudrait 
trouver  un  moyen  de  quarrer  les  conjuguées  d'une  courbe  quelconque 
sans  rendre  préalablement  leurs  abscisses  réelles;  mais  on  pouvait  en- 
core faire  un  pas  important  sans  entamer  cette  recherche,  qui  parais- 
sait difficile. 

Si  une  courbe  présentait  un  anneau  fermé,  l'aire  enveloppée  par  cet 
anneau  se  représenterait  toujours  comme  période  de  la  quadratrice  de 
cette  courbe,  quels  que  fussent  les  axes  auxquels  elle  vint  à  être  rap- 
portée. 

La  permanence  de  la  période  réelle  n'avait  pas  le  même  degré  d'évi- 
dence lorsque  celte  période  était  l'aire  totale  d'une  courbe  présentant 
des  branches  infinies  asymptotes  à  des  parallèles  à  l'axe  primitif  des  y; 
mais  on  devait  l'admettre,  par  analogie. 

Ainsi  les  périodes  réelles  de  la  quadratrice  d'une  courbe  resteraient 
invariables,   quels  que  fussent  les  axes  auxquels  cette  courbe  vînt  à 


.9 


^ 
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être  rapportée.  Maïs  cette  invariabilité  ne  devait  pas  tenir  à  la  réalité 
des  périodes  en  question,  car  les  périodes  de  laquadratrice  d'une  courbe 
devaient  être  des  fonctions  déterminées  des  coefficients  de  Téquation  de 
cette  courbe;  quelques  valeurs  que  prissent  ces  coefficients,  les  mêmes 
expressions  formées  d'eux  représenteraient  toujours  les  périodes  de  la 
quadratrice  et  si  ces  coefficients  pouvaient  devenir  tels  qu'une  période 
précédemment  réelle  devînt  imaginaire,  la  fonction  des  coefficients 
propre  à  la  représenter,  qui  resterait  invariable  dans  un  cas,  le  serait 
également  dans  l'autre. 

Les  périodes  imaginaires  des  intégrales  devaient  donc  aussi  être  inva- 
riables. 

Cette  induction  en  suggérait  immédiatement  d'autres  :  en  effet,  si  la 
conjuguée  à  abscisses  réelles  d'une  courbe  quelconque  présentait  un 
anneau  fermé,  nécessairement  compris  entre  deux  branches  de  la  courbe 
réelle  et  les  touchant  aux  points  de  contact  de  deux  tangentes  parallèles 
à  l'axe  des^,  deux  autres  tangentes  parallèles,  menées  à  la  courbe  réelle 
sous  une  inclinaison  assez  petite  par  rapport  aux  premières,  compren- 
draient de  même  un  anneau  fermé  de  la  conjuguée  ayant  pour  caracté- 
ristique le  coefficient  angulaire  de  ces  nouvelles  tangentes. 

Or  le  produit  par  \/ —  1  de  l'aire  enveloppée  par  le  premier  anneau  se- 
rait une  période  imaginaire  de  la  quadratrice  de  la  courbe  proposée,  rap- 
portée aux  premiers  axes;  et  le  produit  par  y —  ^  de  l'aire  enveloppée 
par  le  second  anneau  devrait  de  même  être  une  période  imaginaire  de 
la  quadratrice  de  la  même  courbe  rapportée  à  un  système  d'axes  dans 
lequel  les  ordonnées  seraient  parallèles  aux  nouvelles  tangentes  consi- 
dérées. Mais  si  la  période  imaginaire  de  la  quadratrice  devait  être  la 
même  dans  les  deux  cas,  les  deux  anneaux  devaient  donc  entourer  des 
aires  égales. 

Ainsi,  quelque  courbealgébrique  que  l'on  considérât,  si  deux  branches 
de  cette  courbe  se  tournaient  mutuellement  leurs  convexités,  les  an- 
neaux fermés  de  toutes  ses  conjuguées,  qui  se  trouveraient  compris  entre 
ces  deux  branches,  devraient  embrasser  des  aires  égales. 

Ce  serait  là  le  plus  beau  théorème   connu  de  géométrie  analytique. 

Cette  vision  allait-elle  disparaître  ? 

Le  raisonnement  paraissait  inattaquable.' 

Mais  d'ailleurs,  Apollonius  n'avait-il  pas,  il  y  a  deux  mille  ans,  dé- 
montré le  fait  dans  un  cas  particulier.  Qu'est-ce  en  effet  que  le  théorème 
de  la  constance  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
jugués de  l'hyperbole?  En  multipliant  par  tz  les  deux  membres  de  l'é- 
quation 

a'b'  sin  ô  =  aô, 

* 

on  lui  fait  précisément  exprimer  l'équivalence  en  surface  de  toutes  les 
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conjuguées  d'une  hyperbole,  en  y  comprenant  même  celle  qui  se  réduis 
sant  à  Tune  des  asymptotes,  présente  une  épaisseur  nulle  sur  une  base 
infinie. 
Cette  coïncidence  était  éblouissante. 

Mais  si  le  fait  était  vrai,  la  période  de  l'intégrale  /  —  devait  être  le 

produit  par  \/—  i  de  Taire  d'une  des  conjuguées  de  l'hyperbole  xy=^i. 
Or,  le  cercle  conjugué  de  cette  hyperbole  équilatère  a  pour  rayon  \^  2, 
on  aire  est,  par  suite,  2%  et  2ir  y/ — i  est  précisément  la  période  de 


J    X 


Ainsi,  toutes  les  vérifications  arrivaient  h  souhait. 

Bien  plus,  non-seulement  les  périodes  imaginaires  s'interprétaient 
plus  aisément  que  les  périodes  réelles,  en  raison  de  la  variété  infinie  de 
formes  géométriques  qu'elles  pouvaient  revêtir,  mais  l'interprétation 
qu'on  venait  d'en  obtenir  permettrait  d'acquérir  des  périodes  réelles 
une  idée  à  la  fois  plus  nette  et  plus  générale,  en  recourant  pour  cela  à 
la  représentation  sous  forme  imaginaire  de  la  courbe  réelle  considérée, 
dans  l'équation  d'une  quelconque  de  ses  conjuguées,  car  l'ancienne  pé- 
riode réelle,  en  devenant  imaginaire^  acquerrait  par  cela  même  une 
infinité  de  figures. 

Ainsi,  quand  la  période  réelle  était  représentée  géométriquement 
par  une  aire  finie  comprise  entre  des  branches  infinies,  non-seulement 
elle  ne  se  présentait  pas  très-naturellement,  mais  quand  on  l'avait 
aperçue,  comme  elle  n'avait  pas  d'autre  forme  sensible,  il  fallait  ima- 
giner un  moyen  factice  de  l'engendrer. 

Au  contraire,  une  période  imaginaire  est  représentée  sous  une  infi- 
nité de  formes  et  quelques-unes  seulement  ne  sont  plus  celles  d'aires 
d'anneaux  fermés. 

En  d'autres  termes,  les  conjuguées  qui  présentent  des  branches  in- 
finies comprises  entre  des  asymptotes  parallèles,  ne  sont  que  les  limites 
de  séries  de  conjuguées  présentant  des  anneaux  fermés  compris  entre 
des  tangentes  parallèles  menées  à  la  courbe  réelle,  tangentes  qui  se 
transforment  à  un  moment  donné  en  asymptotes;  les  aires  finies  com- 
prises entre  les  branches  infinies  de  ces  conjugués  limites  et  leurs 
asymptotes  sont  les  limites  d'aires  d'anneaux  fermés,  va^iablô^de 
forme,  mais  constantes  en  étendue.  ^^^^ 

Or  une  courbe  réelle  étant  conjuguée  d'une  quelconque  de  ses  con-^^^ 
juguées,  on  pourrait  maintenant  trouver  une  infinité  de  formes  géo- 
métriques à  chacune  des  périodes  réelles  de  sa  quadratrice:  si  cette 


r 
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période  se  présentait  d'abord  sous  la  forme  d'une  aire  finie  comprise 
entre  des  branches  infinies,  elle  serait  reproduite  sous  forme  d'anneaux 
fermés  dans  les  conjuguées  d'une  quelconque  de  ses  conjuguées. 

A  cette  hauteur,  on  découvrait  encore  de  nouveaux  horizons  :  si  l'on 
considérait  une  courbe  quelconque  et  l'une  de  ses  conjuguées,  les  pé- 
riodes de  la  quadratrice  de  la  première  se  retrouveraient,  multipliées 

par  V — 1,  dans  les  périodes  de  la  quadratrice  de  la  seconde;  si  Ton 
prenait  une  conjuguée  quelconque  de  la  seconde  courbe,  les  périodes 
de  la  quadratrice  redeviendraient  celles  de  la  première  courbe  ;  si  Ton 
prenait  encore  une  conjuguée  de  la  troisième  courbe,  les  mômes  pé~ 

riodes  reparaîtraient  multipliées  par  y/ —  ! ,  et  ainsi  de  suite.  Les  qua- 
dratrices  de  toutes  les  courbes  coijjuguées  les  unes  des  autres,  à  Tinfini, 
devaient  avoir  les  mêmes  périodes  multipliées  par  les  puissances  succès* 

sives  de  \/—  1. 

C'était  magnifique. 

Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  aux  intégrales  de  fonctions  diffé- 
rentielles explicites  ou  implicites,  à  coefficients  réels,  ou  plutôt  défi- 
nies par  des  équations  à  coefficients  réels.  Les  périodes  de  ces  inté- 
grales ne  peuvent  être  que  réelles  ou  imaginaires  sans  parties  réelles. 
En  effet ,   si   la    somme    des  éléments  ydx ,    le   long  d'un   chemin 

imaginaire  fermé,  est  w  -f-  w'  y —  *  j  1^  ^ong  du  chemin  formé  des 
points  imaginaires  conjugués  de  ceux  du  premier,   la   somme  sera 

<o  —  <o'  V -7  1,  de  sorte  quel'intégrale  aura  à  la  fois  pour  périodes 
et 

mais  on  pourra  leur  substituer 

20)    et    2(1)'  yf^. 

11  restait  à  considérer  les  intégrales  de  fonctions  différentielles  dé* 
finies  par  des  équations  à  coefficients  imaginaires,  mais  on  pouvait  se 
dispenser  d'en  faire  l'étude  directe. 

En  effet  les  périodes  d'une  intégrale 


Jydx, 


où  y  est  défini  par  une  équation 

réo'    '    devant  être  des  fonctions  permanentes  des  coefficients  de  cette  équa- 
ett?        lion,  il  suffisait  de  les  avoir  reconnues  dans  l'équation  à  coefficients  réels. 

ni«  p.  4 
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Par  exemple  la  période  de 


ft/dx^ 


où  y  serait  défini  par  Téquation 

étant  icR'y  la  période  de  la  quadratrice  du  lieu 

(x— fl— a'v/^'  +  (y^A  — *W^^*  =  (R  +  R'v^y 

serait  évidemment 

Ainsi  non-seulement  toutes  les  questions  relatives  aux  périodes  se 
trouvaient  résolues  par  des  inductions  très-simples,  mais  même  la 
théorie  allait  bien  au  delà  de  ce  qui  était  demandé  d'abord,  puisqu'elle 
permettait  de  déterminer  les  périodes  des  intégrales  de  fonctions  impli- 
cites définies  par  des  équations  algébriques  de  tous  les  degrés.  Une 
seule  idée  juste,  mais  bien  appropriée  à  la  question,  avait  fait  évanouir 
des  difficultés  devant  lesquelles  les  analystes  les  plus  intrépides  recu- 
leraient cent  fois  et  avait  mis  en  évidence  des  faits  géométriques  du 
plus  haut  intérêt. 

J'avais  jusqu'alors  reculé  devant  les  transformations  analytiques  que 
je  pensais  devoir  être  nécessaires  pour  arriver  à  quarrer  directement 
une  conjuguée  quelconque  ;  je  n'ai  pas  en  efi'et  une  foi  bien  grande 
dans  l'analyse  comme  moyen  de  recherche. 

L'histoire  des  malhématiqyes  est  pleine  en  effet  d'exemples  de  théo- 
ries que  des  analystes  étaient  parvenus  à  rendre  inextricables,  et  que 
des  géomètres  ont  pu  réédifier  en  quelques  mots  procédant  d'une  idée 
simple. 

M.  Hermite  me  disait  un  jour,  charitablement,  de  ma  manière  de 
procéder  :  mathématiques  de  sentiment! 

Sentiment  soit.  Je  n'en  recommanderai  pas  moins  ma  méthode  aux 
jeunes  gens.  Elle  m'a  servi,  avec  le  même  succès,  dans  des  recherches 
encore  plus  difficiles  où  tous  les*  analystes  qui  s'y  étaient  attelés 
avaient  bravement  commis  les  plus  lourdes  bévues,  et  ceux  qui  sauront 
s'en  servir  ne  s'en  trouveront  pas  plus  mal  que  moi.  Si  en  effet  on  com- 
pare la  simplicité  du  raisonnement,  dans  toutes  les  parties  achevées  des 
mathématiques,  à  la  complication  habituelle  des  artifices  des  inventeurs, 
on  reconnaîtra  précisément  que  c'est  le  sentiment  net  des  choses  qui  a 
manqué  à  ceux-ci  et  que  la  faculté  de  sentir  n'a  pas  achevé  son  rôle 
dans  les  sciences. 


/" 


•f 
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L'analyse  permet  bien,  il  est  vrai,  de  donner  aux  idées  une  préci- 
sion à  laquelle  elles  n'arriveraient  pas  sans  son  secours,  mais  elle  ne 
fournit  pas  les  idées.  Dans  toutes  les  questions  difficiles,  un  examen  en 
quelque  sorte  extérieur  du  sujet  est  toujours  le  premier  moyen  d'inves- 
tigation à  employer.  Cet  examen  prépare  l'induction,  et  quand  elle  s'est 
produite,  quand  les  idées  se  sont  bien  enchaînées,  les  conséquences  les 
plus  imprévues  se  dégagent  en  foule,  avec  une  facilité  et  une  lucidité 
incomparables. 

C'est  arrivé  à  ce  terme,  mais  alors  seulement,  qu'il  convient  de 
recourir  à  l'analyse  pour  vérifier  les  inductions  et  coordonner  les  faits. 

Tous  les  segments  trapézoïdaux  que  l'on  peut  former  avec  un  même 
arc  d'une  courbe  ne  diffèrent  les  uns  des  autres  que  par  des  parties  po- 
lygonales^  triangles  ou  trapèzes,  qui  peuvent  être  évaluées  directement, 
dont  les  expressions  sont  algébriques  et  dont  Tintroduction  ou  la  sup^ 
pression  n'ajoutent  ni  ne  retranchent  rien  aux  propriétés  essentielles  de 
l'expression  de  cette  aire.  Il  n'y  avait  donc  pas  lieu,  dans  le  problème 
delà  quadrature  d'une  conjuguée  quelconque,  de  s'astreindre  à  évaluer 
l'aire  du  segment  compris  entre  un  arc  de  cette  conjuguée,  deux  pa^ 
rallèles  à  l'axe  actuel  des  ordonnées  et  Taxe  des  x;  on  pouvait  se  bor- 
ner à  évaluer  Paire  du  segment  compris  entre  le  même  arc,  deux  pa- 
rallèles aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée,  c'est-à-dire  à  la  direction 
qu'il  faudrait  donner  à  Taxe  des  y  pour  rendre  ses  abscisses  réelles,  et 
l'axe  desx,  qu'il  n'y  aurait  aucun  avantage  à  déplacer,  à  moins  qu'il  ne 
s'agît  de  la  conjuguée  dont  les  cordes  réelles  lui  seraient  parallèles. 

Si  la  transformation  de  coordonnées  avait  été  faite,  c'est-à-dire  si 
l'axe  des  y  avait  été  rendu  parallèle  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée 
à  quarrer,  [x'q,  y\]  et  [x\,  ^',]  désignant  les  coordonnées  nouvelles  des 
extrémités  de  Tare  considéré,  [x\  y'\  les  coordonnées  d'un  quelconque 
de  ses  points,  et  V  le  nouvel  angle  des  axes,  l'intégrale 


y'dx' 


représenterait  l'aire  du  segment  considéré.  La  question  était  donc  d'ob« 
tenir  en  fonction  dexei  y  l'équivalent  arithmétique  de  celte  intégrale. 
Or  s'il  s'agissait  d'un  arc  de  la  courbe  réelle,  on  aurait 

Jr»«iyi  r^'\y\  { 

ydx = sin  6'  /  y'dx'  +  -  {y^^  —  y^y\)  sin  Y' Y , 

XfOfo  •^^'oy'o 

d'où 

t/dx'  =  sin  e  /        ydx  +  ^  {y^y\  -  y^',)  sin  YTT . 
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Mais  cette  égalité  permanente,  poar  tous  les  systèmes  de  valeurs 
réelles  de  x^,  y^  et  x^^  y^,  ne  pouvant  être  qu^une  identité  absolue,  elle 
conviendrait  donc  aussi  bien  au  cas  où  les  limites  de  Tintégration  se- 
raient imaginaires. 

Ainsi  le  problème  était  résolu  et  l'était  d'une  façon  bien  plus  satis- 
faisante qu^on  n'aurait  pu  s'y  attendre  :  une  seule  intégration  suffirait 
pour  quarrer  une  courbe  réelle  et  toutes  ses  conjuguées. 

Yoilàpour  la  partie  géométrique  de  la  question. 

Mais  ridentité 

ydx = sin  6'  /         y'da^  -f  -  (y^;  _  y^y',)  sin  Y'Y, 

dont  le  second  membre  aurait  toujours  un  sens  bien  déterminé,  allait 
permettre  d'interpréter  complètement  dans  tous  les  cas  l'intégrale 

jydx, 

quelles  qu'en  fussent  les  limites  :  on  saurait  comment  elle  s'accroît 
lorsque  la  limite  supérieure  varie  d'une  manière  continue,  comment 
les  périodes  s'engendrent,  etc. 

En  effet,  d'abord,  si  les  points  limites  [x^^  y^y  [x,,  yj  appartenaient 
à  une  même  conjuguée  G,  l'intégrale 

sin  ô  /  ydx 

représenterait,  à  la  différence  près  de  l'expression  algébrique, 


ou 

i  sin  6 


2    G 


(yo*  -  y.^ 


Taire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiendraient  les  limites,  comprise 
entre  l'arc  de  cette  conjuguée  allant  de  l'une  des  limites  à  l'autre,  deux 
parallèles  à  ses  cordes  réelles  et  l'axe  des  x. 

Si  au  contraire  les  limites  M^,  Mj  appartenaient  à  deux  conjuguées 
différentes  G^,  G^,  et  que  N^  et  N^  désignassent  les  points  de  contact 
avec  la  courbe  réelle  des  branches  des  conjuguées  G^  et  G|,  issues  de 
Mo  et  M,,  parmi  les  valeurs  de  l'intégrale 


sin  6  r      ydx. 


r 
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se  trouverait  la  somme 


ydx  -f-  sin  ô  I      ydx  +  sin  6  /       ydx, 
Mo  *^No  J^x 

C'est-à-dire  que,  à  la  différence  près  des  parties  algébriques  qui  ne 
pourraient  embarrasser  dans  aucun  cas,  une  intégrale 


sin  6 


jydx 


se  composerait  de  l'aire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiendrait  la 
limite  inférieure,  comprise  entre  la  corde  réelle  menée  par  cette  limite 
et  la  tangente  menée  à  la  courbe  réelle  parallèlement  à  cette  corde,  de 
Taire  de  la  courbe  réelle  comprise  entre  les  ordonnées  menées  des 
points  où  elle  serait  touchée  par  les  conjuguées  passant  par  les  deux 
.limites,  enfin  de  l'aire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiendrait  la  li- 
mite supérieure^  comprise  entre  la  tangente  commune  à  cette  conju- 
guée et  à  la  courbe  réelle  et  la  cordé  réelle  menée  par  la  limite  supé- 
rieure. 

Si  la  limite  supérieure  variait,  les  deux  dernières  parties  seulement 
varieraient,  de  sorte  qu'une  intégrale  prenant  naissance  et  grandissant 
ensuite  par  la  variation  continue  de  la  limite  supérieure  confondue  d'a- 
bord avec  la  limite  inférieure,  l'intégrale  s'accroîtrait  d'instant  en  ins- 
tant, à  la  différence  près,  toujours,  des  expressions  variables  des  trian- 
gles introduits  aux  limites  par  suite  du  changement  de  direction  des 
ordonnées,  de  Taire  correspondant  à  la  partie  de  la  courbe  réelle  dé- 
crite par  le  point  de  contact  de  cette  courbe  avec  la  conjuguée  passant 
par  la  limite  supérieure  mobile  et  de  Taccroissement  de  Taire  corres- 
pondant à  Tare  de  cette  conjuguée  mobile  compris  entre  son  point  de 
contact  avec  la  courbe  réelle  et  la  limite  supérieure^ 

La  notion  du  mode  le  plus  général  de  formation  des  périodes  réelles 
des  intégrales  résultait  immédiatement  de  là,  comme  simple  scholie.Ën 
effet,  si,  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  restant  fixe,  la  limite  supé^ 
rieure  se  transportait  successivement  sur  toutes  les  conjuguées  tan- 
gentes à  un  anneau  fermé  de  la  courbe  réelle  et  revenait  se  confondre 
avec  la  limite  inférieure,  la  conjuguée  mobile  qui  la  contenait  à  chaque 
instant  ayant  ainsi  achevé  un  tour  complet  autour  de  Tanneau,  Tac- 
croissement total  de  l'intégrale  se  réduirait  à  Taire  enveloppée  par  cet 
anneau. 

Si  la  limite  supérieure  continuait  à  se  mouvoir  dans  le  même  sens, 
une  nouvelle  période  s'engendrerait  à  chaque  tour  ;  et  si  les  limites  res- 
taient séparées  par  un  certain  intervalle,  il  faudrait  ajouter  au  nombre 
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des  périodes,  calculé  à  raison  de  une  par  tour,  la  valeur  de  l'intégrale 
correspondant  à  cet  intervalle. 

La  démonstration  analytique  du  théorème  général  de  Téquivalence 
des  aires  enveloppées  par  les  anneaux  fermés  de  conjuguées  compris 
entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle,  se  présentait  aussi  comme 
un  simple  corollaire  de  ce  qui  précède.  En  effet,  si  les  limites  de  Tinté- 
grale  étaient  prises  sur  la  courbe  réelle,  la  partie  complémentaire 

-  — —  (yo*—  yi')  serait  réelle;  de  sorte  que  si  les  deux  limites  corres- 
pondaient aux  points  de  contact  d'un  même  anneau  avec  les  deux 
branches  de  la  courbe  réelle,  la  partie  imaginaire  de  l'intégrale  serait  la 
demi-aire  de  cet  anneau.  D'un  autre  côté,  si  M^  et  M„  N^  et  N^  dési- 
gnaient les  points  de  contact  de  deux  conjuguées  voisines  avec  les 
deux  branches  de  la  courbe  réelle,,  on  aurait  identiqué'ment 

Jr»Mi  /»No  /»Ni  /«Mj 

ydx  =  sin  6  t       ydx  -f  sin  6  l      ydx  -|-  sin  6  /       ydx,  ' 
Mo  «^Mo  »^No  •^Nj 

Mais  les  parties 

sin 


ydx     et    sin  6  I       ydx 

Mo  J^x 


seraient  réelles,  par  conséquent  les  parties  imaginaires  de 


ydx    et    sind  l      ydx 

Mo      '  «^No 


seraient  égales.  Or  ces  deux  parties  imaginaires  seraient  précisément 

les  demi-aires  des  deux  anneaux  voisins,  multipliées  par  sj —  1. 

Enfin  le  mode  le  plus  général  de  formation  des  périodes  imaginaires 
se  trouvait  aussi  mis  en  évidence  :  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  se 
déplaçant  d'une  manière  continue  entre  deux  branches  de  la  courbe 
réelle,  qui  comprendraient  des  anneaux  fermés  de  conjuguées,  la  partie 
imaginaire  de  l'intégrale  s'accroîtrait  d'une  demi-période  chaque  fois 
que  cette  limite  passerait  sur  une  des  branches^  en  venant  de  l'autre, 
^i  après  son  passage  sur  une  des  branches  de  la  courbe  réelle,  la  litqUe 
supérieure  continuait  son  chemin  sans  rebroussement,  de  manière  à  se 
transporter  du  côté  opposé  à  celui  où  elle  s'était  trouvée  d'abord,  par 
rapport  au  point  de  contact  de  l'anneau  qui  la  contenait  avec  la  courbe 
réelle,  une    nouvelle    demi-périod6  commencerait  à  s'engendrer  e 
s'achèverait  lorsque  la  limite  supérieure  parviendrait  à  l'autre  branch 
et  ainsi  de  suite. 


4" 
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—  et  ren- 

X 

dent  compte  de  ce  fait  d'origine  algébrique  que  le  logarithme  d'un 
nombre  positif  a  est 

tandis  que  celui  d'un  nombre  négatif—  a  est 

p«  dx 
en  eifety  si  x  est  positif,  les  deux  limites  de  '  /     —  correspondent  à  des 

points  de  la  branche  de  droite  de  l'hyperbole,  et  quel  que  soit  le  che- 
min intermédiaire  qu'ait  suivi  la  limite  supérieure,  il  n'a  pu  s'engendrer 
qu'un  nombre  pair  de  demi-périodes  imaginaires.  Au  contraire,  si  la 
limite  supérieure  est  négative,  elle  correspond  à  un  point  de  la  branche 
de  gauche  et  comme  la  limite  inférieure  correspond  à  un  point  de  la 
branche  de  droite,  quelque  chemin  qu'ait  suivi  Xy  il  n'a  pu  s'engendrer 
qu'un  nombre  impair  de  demi-périodes. 

X   C^'^'d^      C'^  dx  /r-'^dx    r-Ux    ,     /— 7 

Au  reste  /        —=/        — f-/       — ;/       —  est«  y— 1  ou 

Jj  X  J^  X  J_j      X       J^  X 

plus  généralement  (2  K  +  1)  tt  y —  i  et    /       —  est  précisément  égal  à 

r+^djc 

f        — ,  parce  que  dans  les  deux  intégrales  les  éléments  sont  compo- 

1 

ses  de  facteurs  dx  et  -^  égaux  au  signe  près  ;  ce  qui  explique  pourquoi 

la  partie  réelje  de  L  ( —  a)  est  la  même  que  la  partie  réelle  de  L  (-f-  a}- 
Il  restaittoutefois,  en  ce  qui  concerne  la  dernière  partie  delà  théorie, 
un  cas  d'exception  qu'il  faut  signaler.  La  valeur  d'une  intégrale  prise 
entre  des  limites  imaginaires  ne  pouvait  pas  toujours  recevoir  l'inter- 
prétation qu  on  en  a  donnée  plus  haut,  parce- que  toutes  les  conjuguées 
d'une  courbe  réelle  ne  la  touchent  pas  toujours.  Gela  arrive  toutes  les 
fois  que  la  courbe  n'a  pas  de  tangentes  parallèles  aux  droites  comprises 
dans  un  certain  secteur  et  que  les  parallèles  à  ces  droites  ne  coupent 
cependant  pas  la  courbe  en  autant  de  points  réels  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  degré.  Dans  ce  cas  on  ne  peut  naturellement  plus  décomposer  l'in- 
tégrale dans  les  trois  parties  qui  ont  été  énumérées  plus  haut. 
Cette  difficulté  m'amena  à  examiner  une  question  fort  intéressante  qui 
Uk    m'avait  échappé  jusque-là  :  les  conjuguées  d'une  courbe  réelle  ont  cette 
lautK>urbe  pour  enveloppe,  mais  elles  peuvent  en  avoir  une  autre,  imagi- 


« 
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naire  :  par  exemple,  les  conjuguées  d'une  hyperbole  ont  cette  byper* 
bole  pour  enveloppe  réelle  et  sa  supplémentaire  pour  enveloppe  imagi- 
naire. Il  y  avait  lieu  de  chercher  à  déterminer  dans  tous  les  cas  Tenve- 
loppe  imaginaire. 

Je  reconnus  aisément  que  l'enveloppe  totale,  composée  de  ses  deux 
parties  réelle  et  imaginaire,  est  le* lieu  des  points  réels  ou  imaginaires 

dy 
pour  lesquels  -^  a  une  valeur  réelle;  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  lesélé- 

dy 
ments  d'un  lieu^  en  un  point  où  -^  est  réel,  se  confondent  géométri- 
quement en  un  seul,  car  si 


il  en  résulte 


dy  _dff:  +  d^'\l-^i 


---  =  a    et    -^=a, 


d'où 


éj!  +  d^' 

quelles  que  soient  les  parties  indépendantes  dd  et  d^  qui  entrent  dans 
la  composition  de  dx. 

Quant  à  la  valeur  d'une  intégrale  prise  entre  des  limites  correspon- 
dant à  des  points  situés  sur  des  conjuguées  non  tangentes  à  la  courbe 
réelle,  elle  se  décomposerait  bien  en  trois  parties  dont  les  limites  inter- 
médiaires correspondraient  aux  points  de  contact  avec  l'enveloppe  ima- 
ginaire, des  conjuguées  passant  par  les  limites  assignées.  M^is l'intégrale 
prise  le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  n'aurait  plus  de  rapport  simple 
avec  l'aire  de  cette  courbe,  et  elle  devrait  être  calculée  à  part,  ce  qui  ne 
laisserait  pas  que  de  présenter  souvent  de  grandes  difficultés. 

Cette  question  m'embarrassait  beaucoup  et  de  quelque  manière  que 
je  la  retournasse,  la  difficulté  restait  toujours  la  même.  J'en  étais  tel- 
lement agacé  que  je  finis  par  n'y  voulbir  plus  croire  et  comme,  dans  les 
exemples  que  je  connaissais,  l'enveloppe  imaginaire  était  fournie  par 
des  valeurs  imaginaires  sans  parties  réelles  des  deux  coordonnées,  au- 
quel cas  rintégration  le  long  de  cette  enveloppe  était  possible,  je  finis 
par  me  persuader  qu'il  en  devait  toujours  être  ainsi.  C'était  absurde, 
mais  après  une  longue  contention,  l'esprit  a  de  ces  faiblesses.  Lorsque, 
plus  tard,  je  donnai  mon  manuscrit  à  M.  Liouville,  la  disposition  d'es- 
prit où  je  m'étais  trouvé  n'avait  pas  encore  changé  et  je  laissai  passer 
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Terreur.  Voici  en  quels  termes  je  la  rectifiai,  dans  une  note,  lorsque 
je  m'en  aperçus. 

«  Je  dois,  en  terminant  cette  troisième  partie^  signaler  une  erreur  con- 
tenue au  chapitre  III. 

«  Lorsque  j'écrivais  ce  chapitre,  je  croyais  que  Tenveioppe  imaginaire 
des  conjuguées  aurai!  habituellement  les  parties  réelles  de  ses  coor» 
données  constantes  ;  et  j'en  concluais  que  l'évaluation  approximative 

de  l'intégrale  /  ydx  prise  le  long  de  cette  enveloppe  pourrait  se  faire, 

dcau  le  plus  grand  nombre  des  cas,  par  la  quadrature  approchée  de  l'en- 
veloppe. 

n  J'avais  évidemment  pris  l'exception  pour  la  règle  générale. 

«Quant  aux  raisons  que  je  donnais  à  Tappui  de  mon  opinion^  elles  sont 
aussi  mauvaises  que  possible.  »  Je  cite  cette  note  dans  l'espoir  qu'elle 
pourra  tomber  sous  les  yeux  de  M.  Puiseux  ou  de  H.  Bouquet. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  considérations  auxquelles  je  m'étais  abandonné 
m'avaient  conduit  àtrouver  l'explication  inattendue  d'un  fait  intéressant: 
on  sait  que 

* 


et  que 


L{—a\f^)=::La+(2k-{-fj'ityJ—i. 


L'explication  de  ces  faits  résulte  de  ce  que  les  coordonnées  des  points  de 

i 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  l'hyperbole  y  =  -  sont  ima- 

ginaires  sans  pftrties  réelles  et  que  les  quatre  points  de  contact  de  l'une 
des  conjuguées  avec  les  deux  enveloppes  la  partagent  en  quatre  parties 
auxquelles  correspondent  des  aires  égales  et  égales  au  quart  de  la  pé- 
riode, ou  à  -  J— I. 

Les  mômes  considérations  m'avaient  amené  à  envisager  la  question 
de  la  rectification  de  l'enveloppe  imaginaire.  C'est  ainsi  que  je  reconnus 
que  la  période  imaginaire  de  la  rectificatrice  d*une  hyperbole  est  le 

produit  par  ^—  1  de  la  différence  entre  la  longueur  totale  de  l'hyper- 
bole supplémentaire,  enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  pro- 
posée,' et  la  longueur  totale  des  deux  asymptotes.  Je  n'ai  trouvé  Tin- 
terprétation  ansdogue  de  la  période  réelle  qu'en  écrivant,  pour  le 
journal  de  M.  Liouville,  le  chapitre  relatif  aux  intégrales  d'ordre  quel- 
conque. 
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L'édification  de  la^théorie  que  je  viens  de  résumer  m'avait  coûté 
bien  moins  que  le  mois  que  j'avais  demandé  à  M.  Hermiteet  je  ne 
doutais  pas  que  celle  des  .périodes  des  intégrales  doubles  ne  fût  encore 
plus  simple^  bien  qu'elle  eût  arrêté  M.  Cauchy,  sans  doute  parce  que  sa 
méthode  purement  analytique  ne  lui  permettait  pas,  ce  qui  m^avait  été 
si  utile,  de  passer  successivement  dti  point  de  vue  abstrait  au  point  de 
vue  concret,  de  m'aider  de  l'interprétation  des  faits  pour  en  tirer 
les  conséquences  que  des  formules  abstraites  n'eussent  pu  suggérer. 

.  La  notion  même  des  intégrales  doubles  présente  des  points  assez 
difficiles  lorsque  les  variables  indépendantes  peuvent  recevoir. des  va- 
leurs imaginaires.  La  décomposition  de  l'opération  sommatoire  en  deux 
intégrations  séparées  n'est  plus  alors  généralement  possible  et  la  fixa- 
tion même  des  limites  de  la  double  somme  peut  présenter  quelques 
embarras.  Ces  difficultés  méritaient  un  examen  attentif,  mais  je  ne  m'en 
occupai  pas  alors^  Je  voulais  seulement  définir  les  périodes  d'une  inté- 
grale donnée  et  trouver  les  moyens  de  les  déterminer. 
La  question  réduite  à  ce  point  était  bien  simple  :  une  intégrale 


Jzdxdy, 


où  ;!  serait  défini  par  une  équation 

devait  évidemment  admettre  comme  périodes  réelles  les  volumes  en- 
veloppés par  les  nappes  sphéroïdales  de  la  surface  réelle  ouïes  volumes 
finis  compris  entre  des  nappes  infinies,  asymptotes  à  quelques  cylindres 
parallèles  aux  z  ;  d'un  autre  côté  la  valeur  de  l'intégrale  double  relative 
au  parcours  par  le  point  [x,  y,  z],  d'une  nappe  fermée  de  conjuguée, 
serait  aussi  une  période  de  cette  intégrale  double.  ^ 

Il  ne  s'agissait  donc  que  de  savoir  ce  que  serait  la  valeur  acquise  par 
l'intégrale  dans  un  pareil  parcours. 

Or  la  section  d'un  lieu  à  trois  dimensions  par  un  plan  réel  se  compose 
des  sections  qu'il  détermine  dans  la  surface  réelle  et  dans  celles  de  ses 
conjuguées  dont  les  cordes  réelles  lui  sont  parallèles,  et  ces  dernières, 
d'ailleurs,  sont  les  conjuguées  de  la  première. 

Si  ces  dernières  sections  présentaient  des  anneaux  fermés,  la  quadra- 

trice  de  la  section  aurait  pour  période  le  produit  par  yj —  1  de  l'aire 

d'un  de  ces  anneaux,  et  cette  période  serait-  le  produit  par  v^ —  i  de  la 
section  faite  dans  une  des  conjuguées  fermées  ;  d'un  autre  côté,  si 
Ton  considérait  deux  plans  parallèles  infiniment  voisins,  le  produit  de 
la  période  imaginaire  de  la  quadratrice  de  la  section,  comprise  dans  le 
premier,  par  la  distance  des  deux,  formerait  un  des  éléments  dé  Tinté- 
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grale  double  correspondant  au  parcours  d'ui^e  de  ces  conjuguées  fer- 
mées, et  si  le  plan  mobile  se  déplaçait  entre  celles  de  ses  deux  positions 
où  il  toucherait  Tune  d'elles,  la  valeur  acquise  par  l'intégrale  double  se 
rapporterait  au  parcours  de  cette  conjuguée  par  le  point  [x,  y,  z]  ;  elle 

serait  égale  au  produit  par  ^ — 1  du  volume  enveloppé  par  cette  con- 
juguée, et  enfin  ce  serait  une  des  périodes  imaginaires  de  l'intégrale 
double. 

Mais  alors  toutes  les  conjuguées  fermées  en  question  devraient  enve- 
lopper des  volumes  égaux,  sans  quoi  l'intégrale  double  aurait  une  infi- 
nité de  périodes. 

Et  en  effet,  si  l'on  coupait  la  surface  par  deux  plans  parallèles  infini- 
ment voisins,  les  tranches  découpées  dans  toutes  les  conjuguées  fermées 
rencontrées  par  ces  plans,  présenteraient  des  volumes  égaux,  comme 
ayant  bases  équivalentes  et  même  hauteur;  ces  conjuguées  enveloppe- 
raient donc  des  volumes  égaux,  si  elles  étaient  limitées  toutes  aux  mêmes 
plans  extrêmes.  Or  ce  dernier  fait  était  évident, les  sections  conjuguées 
de  la  section  réelje  devenant  en  même  temps  toutes  évanouissantes  lors- 
que le  plan  sécant,  en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-môme,  devenait 
tangent  à  la  surface  réelle. 

Les  conjuguées  comparées  jusque-là  avaient  leurs  cordes  réelles  pa- 
rallèles à  un  même'plan;  mais  chaque  conjuguée  d'une  première  série 
pourrait  être  comparée  de  même  à  celles  qui  auraient  leurs  cordes 
réelles  parallèles  à  un  plan  quelconque  passant  par  une  de  ses  cordes 
réelles,  par  conséquent  le  théorème  était  entièrement  général;  toutes 
les  nappes^  fermées  de  toutes  les  conjuguées  comprises  dans  l'intérieur 
de  la  même  nappe  de  la  surface  réelle,  enveloppaient  des  volumes 
égaux. 

Ne  désirant  pas,  pour  le  moment,  en  savoir  plus  long  sur  ce  sujet, 
j'arrêtai  mon  travail  à  ce  point  et  me  hâtai  de  le  rédiger,  pour  ne  pas 
dépasser  le  terme  assigné. 

M.  Hermite,  que  j'avais  d'abord  tenu  au  courant  des . résultats  aux- 
quels je  parvenais,  avait  été,  dans  l'intervalle,  nommé  examinateur 
d'admission  à  l'École  polytechnique  et  avait  commencé  sa  tournée  en 
province,  je  lui  envoyai,  avant  le  mois  écoulé,  ma  réponse  à  son  défi 
par  M.  Serret,  son  collègue. 

Depuis  que  j'ai  achevé  ce  travail  j'ai  souvent  pensé  que  renseigne- 
ment pourrait  en  profiter  pour  modifier  les  théories  des  fonctions  cir- 
culaires et  exponentielles  et  surtout  le  moyen  de  les  raccorder. 

La  théorie  des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses  étant  achevée 
par  la  méthode  trigonométrique  élémentaire,  pour  toute  l'étendue  des 
variations  qu'elles  peuvent  subir  en  restant  réelles,  on  pourrait,  pour 
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prolonger  cette  théorie,  définir  l'are  correspondant  à  un  sinus  imagi' 
naire  donné  y^  comme  étant  Tune  des  valeurs  de  l'intégrale  définie 

dy 


n      dy 


Jr»y      dy 


on  établirait  facilement  que  si  y  était  imaginaire  sans  partie  réelle, 

EL 

ou  arc  st'n  y,  serait  un  multiple  pair  ^de  n  augmenté  du  produit  par 
V— 1  du  double  du  secteur  de  l'hyperbole  équilatère 

compris  entre  le  rayon  couché  suivant  la  direction  positive  de  l'axe 
des  X  et  le  rayon  mené  au  point  dont  l'ordonnée  serait  le  multiplica- 
teur de  V— *  dans  la  valeur  de  y;  ou  un  multiple  impair  de  ic  diminué 
de  la  môme  quantité. 

On  définirait  de  même  l'arc  correspondant  à  un  cosinus  donné  x 
comme  étant  Tune  des  valeurs  de  l'intégrale  définie 


r- 


dx 


et  on  démontrerait  que  si  x  était  plus  grand  que  i, 

dx 


r- 


Vl  — X»' 


ou  arc  co$  x,  serait  un  multiple  pair  de  it  plus  ou  moins  le  produit  par 
V —  i  du  double  du  secteur  de  l'hyperbole  équilatère 

compris  entre  le  rayon  couché  suivant  la  direction  positive  de  l'axe  des 
X  et  le  rayon  mené  au  point  dont  l'abscisse  serait  x. 

La  somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  même  arc  imagi- 
naire sans  partie  réelle  serait  évidemment  i,  puisque  ce  sinus  ef  ce  co- 
sinus seraient  les  coordonnées  d'un  point  de  la  conjuguée  à  abscisses 
réelles  du  cercle  y^^  x^  =  i, 

La  tangente  et  la  çotangente  d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle 
seraient,  par  définition,  le  rapport  du  sinus  au  cosinus  et  réciproque- 
ment. 
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On   constaterait  ensuite  sur  la  figure  que  x  =  a   +  p  )/ —  !  et 

y  =  a  -{-  p  G  \/—  1  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  conju- 
guée G  du  cercle 

si  Ton  joignait  le  centre  au  point  de  contact  du  cercle  avec  la  conju- 
guée G  et  au  point  [x,  y],  en  désignant  par  tp  le  double  du  secteur  circu- 
laire et  par  4*  le  double  du  secteur  hyperbolique,  on  aurait 

a  -f-  ?  \/—  4  ==  cos  9  ces  ^  V— 1 —  sin  <p  sin  ^  \/ —  1 
et 

a  -|-  pC  V —  1  ^  sin  ç  cos  ^  V —  1 4*  cos  9  sin  ^  s/ —  1 . 
D'un  autre  côté,  on  établirait  que 

di/  ^      n^  dx 


r^jL^  et  r^^jg= 


auraient  précisément  pour  valeur  commune  ^  -f-  ^  y —  i,  ce  qui  corn* 
pléterait  la  notion  des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses. 
Une  simple  substitution  montrerait  ensuite  que 

sin  (ç+4V^+9'+ W^=Mn(?  +  W-î)  co»  (9'++'\/^)+c(m(9+ W^)«in(9'++'\/^) 

et 

Les  formules  relatives  à  l'addition  des  arcs  étant  ainsi  généralisées, 
on  étendrait  alors,  sans  démonstrations  nouvelles»  aux  arcs  imaginaires, 
toutes  les  autres  formules  de  trigonométrie  qui  s'en  déduisent. 

De  même,  la  théorie  élémentaire  des  fonctions  exponentielle  et  lo- 
garithmique étant  achevée  par  l'une  et  l'autre  des  méthodes  arithmé- 
tique et  algébrique  que  l'on  emploie  d'qrdinaire  concurremment  pour 
les  établir,  il  y  aurait  avantage  à  la  prolonger  en  définissant  le  loga- 
rithme népérien  d'un  nombre  donné  imaginaire  x,  comme  étant  l'une 
des  valeurs  de  l'intégrale  définie 


f^dx 

J^      X 


1 

ce  qui  tie  laisserait  prise  à  aucune  équivoque^ 
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La  fonction  e^  ne  peut  plus  en  effet  être  définie  comme  exponen- 
tielle, dès  que  x  est  imaginaire,  puisque  la  notation  n'indique  plus  d'o- 
pération, on  de  série  d'opérations  pouvant  conduire  à  la  valeur  de  la 
fonction  ;  et,  d'un  autre  côté,  définira*  par  la  série 

c'est  enlever  à  cette  fonction  toutes  ses  relations  avec  les  autres  fonc- 
tions analytiques. 

Il  conviendrait  donc  de  définir  la  fonction  exponentielle  comme  l'in- 
verse de  la  fonction  logarithmique,  en  ayant  soin  de  prévenir  que  si  on 
continuait  de  l'exprimer  par  e^,  ce  serait  simplement  pour  conserver  la 
notation  légitimée  dans  le  cas  où  x  était  réel. 

e^  aurait  ainsi  un  sens  parfaitement  déterminé. 

On  démontrerait  alors,  sur  la  figure^  que  la  fonction  inverse  de  la 
se  reproduit  identiquement  par -dérivation  et,  comme  elle  se  réduit  à 
1  pour  x  =  0  on  en  conclurait  qu'elle  se  développe  suivant  la  série 

On  aurait  ainsi  évité  de  restreindre  d'avance  le  sens  de  la  fonction,  en 
lui  imposant  l'identification  avec  une  série  toujours  convergente  et  qui 
n'a  jamais  qu'une  valeur,  et  l'on  aurait  au  contraire  le  droit  de  conclure 
du  théorème  établi,  que  la  fonction  inverse  de  Lx  n'a  jamais  qu'une  va- 
leur, identifiable  à  la  série. 

Dans  ces  conditions,  lorsque  la  comparaison  des  séries  qui  donnent^, 
sin  X  et  cos  x  conduirait  à  écrire  la  formule  d'Euler 

cette  formule  aurait  pour  traduction  l'énoncé  d'un  véritable  [théorème, 
elle  signifierait  que  la   fonction  inverse  de  Lx  est  exprimable  par 

cos  x  -4-  V —  ^  sî^  ^'  tandis  que  si  on  essaye  de  la  traduire  sans  sortir 
de  l'ordre  d'idées  qui  y  avait  d'abord  conduit,  on  n'y  trouve  aucun  sens, 
le  premier  membre  e^  —  *  n'ayant  d'autre  définition  que  le  second  ;  on 
n'y  voit  qu'un  rapprochement  fortuit,  singulier  et  remarquable,  mais 
dont  le  commentaire  n'existait  pas. 

Du  reste  il  vaudrait  encore  mieux  tirer  de  la  figure  la  démonstration 
directe  de  la  formule 

arctangâ;  V — 1  = — p:L  ■-- — , 
d'où  Ton  conclurait  inversement  la  formule  d'Euler. 
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Je  voyais  de  temps  en  temps  M.  Bonnet  à  l'institution  Bourdon,  de- 
venue institution  Lepennec  et  j'avais  eu  Toccasion  de  lui  parler  de  mes 
recherches  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles.  Il  avait, 
quelque  temps  auparavant,  adressé  à  TAcadémie  de  Bruxelles  plusieurs 
mémoires  qui  lui  avaient  valu  un  prix  de  cette  société  savante  et  comp« 
tait  faire  insérer  ces  mémoires  dans  le  journal  de  l'École  polytechnique, 
il  médit:  «Pourquoi  n'y  fais-tu  pas  paraître  ton  mémoire?»  Je  lai  répon- 
dis que  je  n'avais  pour  lors  aucune  relation  à  l'École,  mais  que  s'il  vou- 
lait se  charger  de  remettre  mon  mémoire  et  de  le  suivre  de  l'œil,  dans 
la  filière,  je  le  lui  confierais  volontiers  et  lui  serais  très-reconnaissant 
de  ses  bons  offices;  il  accepta,  et  je  lui  remis  mon  manuscrit  quel- 
ques jours  après. 

J'étais  impatient  de  faire  connaître  ce  nouveau  travail.  Je  songeai  na- 
turellement au  général  Poncelet  et  à  M.  Lamé.  Ces  deux  messieurs  me 
reçurent  avec  la  môme  bienveillance  que  par  le  passé.  Le  général  com- 
mençait à  voir  que  mes  travaux  apportaient  une  force  nouvelle  aux 
idées  dont  il  avait  été  le  promoteur  et  tendaient  à  donner  plus  d'im- 
portance encore  à  sa  belle  théorie  des  supplémentaires;  d'un  autre  côté 
M.  Lamé  venait  de  s'occuper,  à  propos  de  la  théorie  de  la  chaleur,  des 
propriétés  des  fonctions  elliptiques  :  ils  m'écoutèrent  avec  intérêt  ;  la 
simplicité  de  mes  démonstrations  les  étonna  ;  le  théorème  de  l'équiva- 
lence des  aires  des  anneaux  fermés  de  conjuguées  les  intéressa  surtout 
très-vivement;  ils  me  félicitèrent  cordialement. 

Je  rencontrai  M.  Bonnet  quelque  temps  après,  il  me  dit  :  «  Le  journal 
de  l'École  polytechnique  va  paraître,  mes  mémoires  ont  été  admis, 
mais  le  tien  a  été  refusé.  »  Je  voulus  savoir  comment  la  chose  s'était  pas- 
sée. M.  Bonnet  me  dit:  aLe  rapport  a  été  fait  par  Duhamel  et  Sturm.  » 

M.  Sturm  était  déjà  atteint  de  la  maladie  dont  il  allait  mourir.  Il  de- 
vait être  innocent  :  je  demandai  à  M.  Bonnet  l'adresse  de  M.  Duhamel 
et  me  rendis  chez  lui  incontinent.  Je  le  trouvai  dans  son  salon,  jouant 
tout  seul  une  partie  d'échecs.  Voici  notre  conversation. 

«  J'avais,  monsieur,  envoyé  à  la  direction  des  études  un  mémoire 
pour  le  journal  de  l'École  polytechnique  et  je  viens  d'apprendre  qu'il  a 
été  refusé.  On  me  dit  que  vous  étiez  un  des  commissaires  chargés  de 
faire  le  rapport  et  je  viens  vous  prier  de  médire  quels  ont  été  les  motifs 
^ui  ont  déterminé  le  rejet.  —  Mais  le  journal  de  l'École  polytechnique 
n'insère  pas  tous  les  mémoires  que  l'on  envoie.  —  Sans  doute,  et 
c'est  pour  cela  qu'une  commission  de  professeurs  prend  connaissance 
des  mémoires  envoyés,  mais  pour  qu'on  les  refuse,  il  faut  qu'ils  soient 
mauvais  ou  peu  intéressants.  Enfin  les  refus  sont  motivés  et  je  viens 
vous  demander  le  motif  de  celui  qui  m'atteint.  —  Mon  Dieu!  je  me 
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suis  borné  à  dire  qu'il  ne  me  paraissait  pas  utile  que  le  journal  de  l'É- 
cole polytechnique  donnât  de  nouveau  ce  que  vous  aviez  déjà  publié  en 
volume.  —  Gomment  I  mais  mon  mémoire  ne  contient  rien  de  ce  qui 
était  dans  mon  volume.  —  Ahl  j'avais  cru.,.  —Mais  vous  ne  l'avez  donc 
pas  lu? — Non.  —  Gomment!  vous  n'avez  pas  lu  mon  mémoire,  et  vous 
en  avez  fait  un  rapport.  —  Oh  I  verbal.  —  Mais  verbal  ou  non  il  n'Àti  a 
pas  moins  été  décisif.  —  Enfin!  qu'est-ce  qu'il  contenait  votre  mémoire? 
—  Il  contenait  l'interprétation  géométrique  des  périodes  des  intégrales 
simples  et  doubles.  —  Hein  !  Gomment  dites-vous?  —  Je  dis  que  mon 
mémoire  contenait  l'interprétation  géométrique  des  périodes  des  inté- 
grales simples  et  doubles.  —  Qu'est-ce  que  c'est  que  ça,  les  périodes  des 

/dx 
—,  par  exemple,  a  une  infinité  de  valeurs  en  progres- 
X 

sîon  arithmétique,  on  appelle  période  d'une  intégrale  la  raison  de  lapro- 

gression.  — Et  vous  avez  expliqué  ces  périodes?  —  Oui  :  /  dx  \r-—  j* 

a  pour  période  ^r*  parce  qu'on  peut  faire  autant  de  fois  qu'on  le  veut 
le  tour  de  la  circonférence  entre  les  limites  ;  on  explique  de  la  même 
feianière  les  périodes  imaginaires.  —  Est-ce  qu'on  pourrait  dégager  ces 
démonstrations  de  considérations  géométriques?  —  Oui,  si  on  voulait 
leur  enlever  l'intérêt  qu'elles  présentent.  » 
Et  je  me  levai. 

Quelque  temps  après  ce  beau  succès,  je  songeai  à  voir  M.  Hermile. 
Je  n'ai  pas  su  s'il  avait  lu  mon  mémoire,  mais  ma  visite  avait  un  but 
déterminé,  je  désirais  que  M.  Cauchy  présentât  mon  travail  à  l'Acadé- 
mie des  sciences,  et  je  voulais  prier  M.  Hermite  de  lui  parler  en  ma  fa- 
veur. M.  Hermite  se  prêta  de  bonne  grâce  à  faire  ce  que  je  lui  deman- 
dais^ vit  en  effet  M.  Gauchy,  peu  de  jours  après,  et  obtint  aisément  de 
lui  qu'il  me  reçût. 

Je  fis  une  ou  deux  visites  à  M.  Gauchy^pour  lui  expliquer  en  gros 
mon  travail  et  il  m'accorda  de  faire  ce  que  je  désirais.  Je  lui  remis  quel- 
ques jours  après  mon  mémoire  accompagné  du  résumé  suivant  pour  le 
compte  rendu  des  séances. 
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MÉMOIRE    SUR   LES   PÉRIODES   DES   mTÉGRÂLES. 


((  Les  solutions  réelles  par  rapport  hx  et  imaginaires  par  rapport  à  y 
d'une  équation  fÇx,  y)  =  0  peuvent  être  figurées  par  une  courbe  dont 

les  ordonnées  seraient  les  valeurs  de  y,  abstraction  faite  du  signe  V—  i  • 
Cette  courbe  prendra  le  nom  de  conjuguée  de  la  courbe  réelle. 

«  Si  Ton  faisait  subir  à  la  courbe  réelle  une  transformation  quelconque 
de  coordonnées,  la  conjuguée  dont  il  vient  d'être  question  se  retrouver 
rait  aisément,  car,  dans  les  coordonnées  nouvelles  d'un  quelconque  de 
ses  points,  devenues  toutes  deux  imaginaires»  le  rapport  des  parties 
imaginaires  de  y  et  ùtx  serait  coifistant  et  connu  à  Tavance  ;  cette  con- 
dilion  suffit.  On  les  construira,  du  reste,  en  y  faisant  encore  abstraction 

du  signe  y — 1,  et  la  solution  transformée  fournira  le  même  point  que 
la  solution  ancienne.  Réciproquement,  les  solutions  d'une  équation 
f(x^  y)  =  G,  où  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  l'ordonnée  et  de 
l'abscisse  serait  constant,  pourront  devenir  en  même  temps  réelles  par 
rapport  à  x,  si  l'on  dirige  convenablement  l'axe  àes  y.  A  chaque  valeur 
du  rapport  il  correspond  donc  une  courbe,  conjuguée  de  la  courbe 
réelle  au  même  titre  que  la  première  ;  ce  rapport  sera  son  coefficient 
caractéristique. 

«  Le  lieu  fourni  parles  solutions  de  même  coefficient  caractéristique, 

de  l'équation  y  =  (m  +  «  >J —  0  ^  +  P  +  ?  V —  *  ©st  une  droite. 

fx' 

a  La  droite  y  —  y'  =  —  -p-  (^  —  ^0»  qui  passe  au  point  imaginaire 

I  y' 
[x\  y%  est  tangente  à  la  conjuguée  de  la  courbe  f{jCy  y)  =  0,  qui  passe 

en  ce  point. 

c  Le  faisceau  de  droites  représentées  par  Téquation  d*une  asymptote 
imaginaire  de  la  courbe  réelle^  renferme  une  asymptote  de  chacune  de 
ses  conjuguées. 

La  courbe  réelle  est  l'enveloppe  de  toutes  ses  conjuguées  ;  elles  en 

peuvent  avoir  une  autre,  imaginaire,  que  fournit  l'équation  -p  =  réel. 

«  L'aire  de  la  conjuguée  à  abscisses  réelles  est  représentée  par  la 
même  intégrale  que  l'aire  de  la  courbe  réelle.  Si  cette  intégrale,  prise 

entre  les  limites  assignées,  est  A  -f-  ^  si  —  ^y  A  est  l'aire  du  diamètre 
conjugué  des  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y,  B  l'aire  de  la  conjuguée 
au-dessus  ou  an-dessous  de  son  diamètre. 

lu*  p.  5 


i 
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«  L'aire  d'une  conjuguée  quelconque  serait  représentée  par  Tinté- 

grale  j  t/dx\  y'  étant  l'ordonnée  de  la  courbe  rapportée  à  de  nouveaux 

axes  X  et  Y\  dont  le  second  fût  dirigé  de  manière  que  les  abscisses  de  la 
conjuguée  considérée  devinssent  réelles;  mais  l'identité 


sin 


in  Y'X    r  t/dx'  =.  (  'ydx  +  (f^  -  ^)  sin  T'Y, 

étendue  au  cas  où  les  limites  et  les  valeurs  intermédiaires  de  x  et  de  ^ 
seraient  imaginaires,  donne  le  moyen  d'éviter  la  transformation  de  coor- 
données. 

«  La  partie  algébrique  qui  forme  la  différence  des  deux  intégrales  dis- 
paraît lorsque,  la  conjuguée  étant  fermée,  l'intégrale  s'étend  à  son  con- 
tour entier;  cette  intégrale  représente  alors  l'aire  intérieure.  11  en  ré- 
sulte que  si  la  conjuguée  est  fermée,  son  aire  intérieure  est  une  période 
de  l'intégrale  ;  du  reste,  toutes  les  conjuguées  fermées,  comprises  entre 
les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle,  ont  même  aire.  En  effet, 
soient  AMB,  A'M'B'  deux  demi-coujuguées  voisines  qui  touchent  la 
courbe  réelle  aux  points  A  et  B,  A'  et  B';  l'intégrale  prise  en  suivant  le 
contour  AMB  ou  A  A'AfB'B  aura  la  même  valeur  :  or  la  partie  imaginaire 
de  cette  intégrale  représentera,  dans  l'un  des  cas,  l'aire  comprise  entre 
AMB  et  son  diamètre  AB,  dans  l'autre  cas,  l'aire  comprise  entre  A'M'B' 
et  son  diamètre  A'B'. 

((  L'intégrale  prise  entre  deux  limites  imaginaires  correspondant 
aux  points  B  et  B'  représente,  à  la  différence  près  de  la  partie  algébrique, 
l'aire  de  la  conjuguée  àlaquelle  appartient  le  point  B,  limitée  à  ce  point 
et  au  point  G  où  elle  touche  la  courbe  réelle,  plus  l'aire  de  la  courbe 
réelle  limitée  au  point  C  et  au  point  C  où  elle  touche  la  conjuguée  à 
laquelle  appartient  le  point  B',  plus  l'aire  de  cette  dernière  conjuguée 
limitée  aux  points  G'  et  B'. 

«  L'intégrale  a  autant  de  périodes  réelles  que  la  courbe  a  4'ânneaux 
fermés  ou  de  branches  ayant  une  aire  fermée,  et  autant  de  périodes 
imaginaires  qu'il  y  a  de  catégories  de  conjuguées  fermées. 

f  La  période  réelle  s'engendre  par  le  mouvement  du  point  de  contact 
de  l'anneau  réel  fermé  avec  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  le  point 
mobile  ;  autant  de  tours  ce  point  fait  sur  l'anneau  réel,  autant  il  faut 
compter  de  périodes  accomplies. 

((  La  demi-période  imaginaire  est  complète  lorsque  le  point  mobile 
parti  de  l'une  des  branches  de  la  courbe  réelle  arrive  par  des  valeurs 
imaginaires  à  l'autre  branche  ;  autant  de  fois  le  chemin  qu'il  parcourt 
touche  l'une  et  l'autre  branche,  alternativement,  sans  rebroussement, 
autant  il  faut  compter  de  demi-périodes.  / 
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((  Si  ^{ot,p,  et',  f^')=  0  est  la  condition  arbitraire  choisie  pour  définir  ce 
chemin,  les  points  où  il  touche  la  courbe  réelle  sont  ceux  oh  la  courbe 
?  {^j  O9  y*  0)  =01a  rencontre;  ces  points  trouvés,  il  reste  seulement 
à  voir  si  le  point  mobile  passe  alors  d'une  moitié  à  l'autre  de  la 
conjuguée  sur  laquelle  il  se  trouve,  du  dessus  au  dessous  du  diamètre. 

«  Les  solutions  réelles  par  rapport  kx  et  y,  imaginaires  par  rapport 
à  z  d'une  équation  à  trois  variables  f{Xf  y,  z)  =  0,  fournissent  une  sur- 
face conjuguée  de  la  proposée,  toutes  les  autres  s'obtiennent  en  établis- 
sant des  rapports  constants  entre  les  parties  imaginaires  de  z  et  de  x,  de  z 
et  de  y,  leurs  points  se  construisent  en  faisant  simplement  abstraction 

du  signe  ^ —  1  dans  les  valeurs  de  x,  y,  z. 

tt  Les  conjuguées  d'une  surface  réelle  la  touchent  chacune  suivant  la 
courbe  de  contact  d'un  cylindre  parallèle  à  la  direction  qu'il  faudrait 
donner  à  l'axe  des  z  pour  rendre  réelles  les  abscisses  et  les  ordonnées 
de  chacune  d'elles. 

(I  Les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  dans  l'étude  des  intégrales 
doubles  sont  tout  aussi  complets  que  ceux  que  je  viens  d'énoncer  rela- 
tivement aux  intégrales  simples  ;  mais  je  me  bornerai  ici  à  démontrer 
que  toutes  les  conjuguées  fermées,  comprises  entre  les  mômes  nappes 
de  la  surface  réelle,  ont  même  volume  intérieur.  Ce  volume  commun 
sera  une  période  imaginaire  de  l'intégrale  double.  ' 

«  Toutes  les  conjuguées  qui  ont  leurs  ordonnées  y  réelles  en  même 
temps,  sont  celles  qui  ont  avec  la  surface  réelle  une  surface  diamé- 
trale commune,  conjuguée  de  cordes  parallèles  au  plan  des  xz  ;  si  l'on 
change  la  direction  de  l'axe  des  z,  elles  entrent  toutes  successivement 
dans  cette  catégorie  où  se  trouve  toujours  la  conjuguée  dont  les  abscisses 
et  les  ordonnées  étaient  primitivement  réelles  ;  il  suffira  donc  d'établir 
le  fait  en  question  pour  les  conjuguées  dont  les  ordonnées  sont  réelles, 
ou  de  comparer  l'une  d'elles  à  celle  dont  les  abscisses  et  les  ordonnées 
sont  à  la  fois  réelles. 

a  Or  l'aire  de  la  section  faite  dans  l'une  quelconque  de  ces  conjuguées 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xz,  est  la  période  imaginaire  A  de  l'in- 
tégrale  /  zdx,  calculée  en  supposant  y  constant  ;  le  segment  compris 

entre  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xz   est  /  kdy,   qui  a  la  même 

valeur,  quelle  que  soit  la  conjuguée  dont  il  s'agisse. 

a  Si  donc  toutes  ces  conjuguées  ont  les  mêmes  limites  parallèlement 
aux  xzy  tout  sera  démontré;  or  cela  est  évident,  toutes  ces  conjuguées 
touchent  6n  effet  la  surface  réelle  aux  points  où  elle  a  son  plan  lan- 
gent parallèle  aux  xz.  0 
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Le  lundi  suivant,  7  mars  1853,  M.  Gauchy  eut  robligeance,  comme  il 
s'y  était  engagé,  de  présenter  mon  mémoire  à  l'Académie  et  de  re- 
mettre au  président  mon  extrait  pour  le  compte-rendu.  Le  président 
chargea  MM.  Gauchy  et  Sturm  d'examiner  mon  travail  et  d'en  faire  un 
rapport  à  l'Académie. 

Enûn  ! 

Je  traversai  ce  jour-là  le  pont  des  Arts  de  façon  à  ne  pas  inquiéter 
l'ingénieur  sur  la  durée  de  son  œuvre,  s'il  était  là. 

Tout  n'était  pas  fini  toutefois.  Le  jeudi  suivant,  j'allai  à  rimprimerie 
Bachelier  pour  corriger  l'épreuve,  M.  Bailleul  me  dit  :  t  Votre  extrait 
ne  paraîtra  pas.  —  Gomment  1  dis-je  ;  qui  a  donné  cet  ordre  ?  —  C'est 
M.  Arago.  — Mais  pour  quel  motif? —  Je  n'en  sais  rien,  je  \iens  de 
recevoir  Tordre  de  décomposer,  voilà  tout  ce  que  je  puis  vous  dire.  — 
Je  verrai  M.  Arago,  je  vous  prie  d'attendre  de  nouveaux  ordres.  — Ab! 
mais  vous  n'avez  pas  de  temps  à  perdre,  nous  allons  mettre  en  pages  à 
cinq  heures,  pour  tirer  cette  nuit.  » 

Il  était  trois  heures,  je  dis  :  «  Eh  bien,  je  reviens  de  suite,  je  pense 
que  je  vous  rapporterai  l'ordre.  »  M.  Bailleul  me  répondit  en  sou- 
riant :  «  Alors  tout  ira  bien.  »  —  On  peut  penser  s'il  croyait  me  revoir. 

Je  ne  fis  qu'un  saut  de  la  rue  du  Jardinet  à  l'Observatoire.  Je  deman- 
dai M.  Arago,  on  m'indiqua  son  appartement,  je  sonnai.  Un  jeune 
astronome  vint  m'ouvrir,  je  le  priai  de  m'introduire  près  de  M.  Arago. 
«Il  est  malade,  au  lit,  et  ne  peut  vous  recevoir.  — J'ai  absolument 
besoin  de  le  voir,  pour  le  compte-rendu.  —  Veuillez  écrire  le  motif  de 
votre  visite,  je  porterai  votre  billet  à  M.  Arago.  » 

J'avais  par  bonheur  un  crayon  et  du  papier,  j'écrivis,  en  m'appuyant 
contre  le  mur  :  «  M.  Marie  vient  solliciter  de  M.  Arago  le  ijetrait  de 
Tordre  qui  supprime  du  compte- rendu  l'extrait  de  son  mémoij 

Le  sens  et  la  forme  de  cette  phrase  étaient  calculés  sui^ce  que  je 
savais  de  l'esprit  et  du  caractère  de  l'homme  à  qui  elle  allr4!^t  être  pré- 
sentée. J'attendis  avec  confiance. 
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En  effet,  le  jeune  astronome  revint  me  dire  que  M.  Arago  me  priait 
.d*entrer. 

M.  Arago  venait  à  peine  de  s'aliter.  Sa  maladie  n'était  pas  encore 
connue  du  public.  L'Académie,  la  France  devaient  le  perdre  quelques 
jours  plus  tard.  Je  n'oublierai  jamais  la  scène  émouvante  que  j*eus 
sous  les  yeux. 

M.  Arago  occupait  une  grande  chambre  dont  les  murs  entièrement 
nus  étaient  seulement  blanchis.  Tout  le  mobilier  se  composait  de  trois 
pu  quatre  chaises  et  d'une  couchette  dans  une  alcôve  sans  rideaux. 
Deux  jeunes  gens  attentifs  et  anxieux  étaient  là,  occupés  à  soigner  le 
vénérable  malade. 

A  mon  entrée,  M.  Arago  se  souleva  brusquement  sur  un  coude  et 
prenant  aussitôt  la  parole,  après  avoir  rejeté  de  la  main  gauche  en 
arrière  ses  longs  cheveux,  geste  qui  lui  était  habituel,  il  me  dit  en  dar- 
dant sur  moi  son  bel  œil,  encore  l^rillant  :  a  J'ai  donné  Tordre  de  sup- 
primer l'extrait  de  votre  mémoire,  parce  que  je  n'y.  ai  rien  compris. 
C'est  extraordinaire,  M.  Gauchy  remplit  le  compte-rendu  de  choses  qui 
étonnent  l'Europe.  Il  est  membre  de  l'Académie,  il  a  le  droit  d'abuser 
du  compte-rendu  et  ce  qu'il  y  met  le  regarde  ;  mais  je  9e  puis  pas 
souffrir  plus  longtemps  ce  flux  de  choses  de  l'autre  monde.  Au  reste  je 
ne  puis  pas  corriger  l'épreuve  de  votre  article,  je  ne  le  comprends  pas« 

—  Je  viens,  dîs-je,  de  me  présenter  à  l'imprimerie  pour  le  corriger.. 

—  C'est  très-bien,  mais  le  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  doit  sa- 
voir ce  que  contient  le  compte-rendu.  —  Eh  bien  I  il  contiendra  une 
communication  faite  par  un  jeune  homme,  sous  la  recommandation 
de  M.  Cauchy.  —  M.  Gauchy  a-t-il  lu  votre  mémoire?  est-ce  qu'il  le 
comprend  7  —  Je  le  lui  ai  expliqué  et  la  matière  lui  est  familière,  il  est 
question,  comme  vous  avez  pu  le  voir,  des  périodes  des  intégrales.  Du 
reste,  les  intégrales  pouvant  avoir  des  périodes  imaginaires,  c'est  dans 
les  imaginaires  qu'il  faut  en  chercher  l'interprétation.  —  Pourquoi 
n'êtes-vous  pas  venu  m'expliquer  votre  travail?  Je  ne  refuse  mon  appui 
à  personne,  quand  ce  qu'on  m'apporte  a  de  la  valeur.  —  Je  ne  savair 
pas  que  vous  eussiez  pu  prendre  le  temps  de  m'écouter.  — Je  prends  le 
temps  d'écouter  tout  le  monde  et  j'entends  souvent  bien  des  sottises.  » 

S'il  y  avait  eu  là  un  tableau  et  de  la  craie,  j'aurais  sauté  dess.us  ;  un 
quart  d'heure  m'eût  suffl  avec  un  homme  d'un  esprit  aussi  pénétrant. 
Mais  je  vis  qu'il  n'aurait  môme  pas  été  possible  de  placer  utilement 
ce  tableau,  si  je  l'avais  eu  à  ma  disposition,  car  M.  Arago,  évidemment 
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fatigué,  était  retombé  sur  son  oreiller  et  une  planche  faisant  office 
de  rideau  lui  cachait  l'intérieur  de  la  chambre. 

Je  répondis  que  je  regrettais  de  n'avoir  pas  osé  demander  une  au- 
dience qu'il  m'eût  été  très-agréable  d'obtenir,  mais  qu'il  y  avait  un 
moyen  de  résoudre  la  difficulté,  qu'il  ne  s'agissait  que  de  remettre  à 
huitaine  l'insertion  de  mon  extrait. 

« 

Je  pense  que  M.  Arago  avait  été  sincère.  Cependant  j'avais  voulu  en 
tout  cas  lui  faire  une  réponse  trop  nette  pour  ne  pas  l'embarrasser,  s'il 
avait  eu  l'intention  de  m'éconduire.  Il  réfléchit.  Probablement  il  se  sen- 
tait bien  fatigué  pour  me  donner  une  audience  sérieuse*  Je  réfléchissais 
aussi  de  mon  côté  et  je  pensais  d'une  part  que  huit  jours  peuvent  ame- 
ner  bien  des  changements,  de  l'autre  que  tirer  M.  Arago  d'embarras, 
après  l'y  avoir  mis,  ce  serait  la  victoire.  Je  lui  dis:  «  Ali  reste,  le  général 
Poncelet  et  M.  Lamé  connaissent  mes  travaux  et  y  donnent  leur  assen- 
timent, en  sorte  que  si  vous  ne  pouviez  pas  m'entendre....  —  Poncelet 
et  Lamé  connaissent  vos  .travaux  ?  —  Oui,,  je  les  leur  ai  expliqués  lon- 
guement. -^  Alors  je  ne  vois  plus  d'inconvénient  à  ce  que  votre  extrait 
paraisse.  »  Puis  s'adresssant  à  un  des  jeunes  gens  qui  étaient  là  :  «Donnez, 
dit-il,  un  mot  pour  Bailleul,  »  et  il  retomba  sur  son  oreiller.  Le  mot 
écrit  m'ayant  été  remis,  M.  Arago  se  souleva  encore  et  dit  :  «  Ah  I  mell«z 
qu'on  ajoutera  au  titre  :  présenté  par  M.  Cauchy.  »  —  Je  dis  malicieu- 
sement :  «  Ce  sera  un  nouvel  honneur  pour  moi.  )>— Ce  n'était  peut-être 
pas  l'avis  de  M.  Arago  qui  détestait  cordialement  Cauchy  et  tout  ce  qu'il 
•faisait.  Cependant  ma  réponse  le  fit  de  nouveau  réfléchir.  Il  ajouta: 
c(  Mettez  ce  que  j'ai  dit.  Du  reste,  c'est  une  habitude  qu'il  faudra  prendre. 
Je  ne  puis  accepter  la  responsabilité  de  tout  ce  que  les  membres 
présentent.  » 

Je  remerciai  M.  Arago,  et  dix  minutes  après,  j'étais  près  de  M.  fiailieul 
qui  fut  bien  étonné  de  me  revoir.  Après  avoir  lu  le  billet  que  je  lui 
apportais,  il  se.  leva^  fit  trois  fois  le  tour  de  son  Cabinet,  les  mains 
dans  lès  poches  de  son  pantalon,  puis  trois  autres  fois  le  même  tour, 
les  mains  derrière  le  dos,  puis  il  me  regarda  et  se  rassit  en  disant  : 
c(  Alors  tout  ira  bien. ...,  si  on  n'a  pas  décomposé.»  L'idée  ne  lui  était 
pas  venue  de  donner  l'ordre  de  ne  pas  décomposer  I 

Je  croyais  que  M.  Cauchy  avait  compris  ce  que  je  lui  avais  dit  en 
deux  séances,  je  pensais  d'ailleurs  qu'il  aurait  lu  le  résumé  que  je  venais' 
d'avoir  tant  de  peine  à  faire  passer  dans  le  compte-rendu,  j'espérais 
en  conséquence  qu'il  pourrait  faire  promptement  son  rapport.  Je  m*é- 
tais  entièrement  trompé.  J'ai  déjà  dit  plus  haut,  que  M.  Cauchy  écou- 
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tait  très-difficilement,  je  m'aperçus  en  retournant  le  voir  qu'il  n'avait 
rien  retenu  de  ce  que  je  lui  avais  dit  et  j'eus  encore  pendant  longtemps 
l'occasion  de  reconnaître  combien  il  est  difficile  de  faire  sortir  un 
homme,  même  bienveillant,  de  ses  idées.  Pendant  un  an,  M.  Gauchy 
me  reçut  tous  les  mardis  de  trois  heures  à  cinq,  m'invitant  chaque 
fois  à  revenir  le  mardi  suivant,  et,  pendant  un  an,  nous  jacassâmes 
sur  mon  mémoire  et  les  imaginaires  en  général,  sans  pour  ainsi  dire 
avancer  d'un  pas.  La  seule  chose  que  je  gagnai,  c'est  que  s'étant  un  jour 
embarqué  dans  un  calcul  pour  essayer  de  démontrer  directement  que 
les  conjuguées  fermées  comprises  entre  les  mêmes  l)rancbes  de  la  courbe 
réelle  ont  même  aire,  il  me  dit  la  semaine  suivante  qu'il  n'avait  pas 
achevé  le  calcul,  mais  qu'il  voyait  bien  comment  le  faire  et  que  le 
théorème  devait  être  vrai. 

A  quelque  temps  de  là,  l'occasion  d'une  petite  fonction  à  obtenir 
dans  une  institution  me  fit  particulièrement  désirer  de  voir  M.  Cauchy 
déposer  son  rapport.  Je  liii  écrivis  pour  le  prier  de  le  faire,  en  lui  expli- 
quant mon  motif.  Le  mardi  suivant,  quand  j'allai  le  voir,  il  me  dit  qu'il 
venait  d'écrire  son  rapport,  aussitôt  ma  lettre  reçue,  et  qu'il  le  dépose- 
rait à  la  prochaine  séance.  Le  lundi  suivant,  il  l'emporta  en  effet  pour 
se  rendre  à  la  séance,  je  l'attendais  dans  la  salle  des  Pas-Perdus,  il  me 
dit  :  «  Jen'ai  pas  parlé  des  tangentes  aux  conjuguées;  au  moment  d'écrire 
mon  rapport,  je  ne  me  suis  plus  rappelé  ce  que  vous  m'en  aviez  dit.  » 
Gela  m'était  indifférent,  je  n'insistai  pas.  Nous  attendîmes  M.  Sturm  qui 
devait  signer  le  rapport,  mais  nous  apprîmes  qu'il  ne  venait  plus  h 
l'Académie  ;  nous  convînmes  qu6  j'irais  le  lendemain  faire  ma  visite  à 
M.  Sturm  et  que  M.  Cauchy  enverrait  ensuite  le  rapport  à  sa  signature. 

Le  pauvre  M.  Sturm  était  bien  malade,  il  me  reçut  pourtant  et  me 
dit  qu'il  signerait  de  tout  cœur,  s'en  rapportant  du  reste  entièrement  à 
M.  Cauchy. 

■ 

Le  lundi  suivant,  j'étais,  comme  on  pense,  à  l'Académie  des  sciences. 
M.  Cauchy  me  dit  qu'il  n'avait  pas  demandé  l'insertion  de  mon  mé- 
moire dans  le  Journal  des  savants  éti'angers  parce  que  j'en  serais  plus 
libre.  La  séance  s'ouvrit  et  M.  Cauphylut  le  rapport  suivant  (8  mai  1854). 
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RAPPORT  DE  MM.  CAUGHT  ET  STURM. 


«  L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Sturm  et  moi,  d'examiner  un  Mé- 
moire de  M.  Marie,  relatif  aux  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles. 
Les  intégrales  simples  considérées  par  l'auteur  sont  celles  qui  peuvent 
être  présentées  sous  la  forme 


/  yDiXâSy 


8  désignant  un  arc  de  courbe,  et  x^  y  des  fonctions  réelles  ou  imagi- 
naires de  s,  liées  entre  elles  par  une  équation  caractéristique,  algébrique 
ou  transcendante  :     , 

(!)  /(^,y)=o. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  l'équation  caractéristique  est  algé- 
brique et  de  forme  réelle  ;  alors,  pour  chaque  valeur  réelle  de  x,  l'équa- 
tion (1),  résolue  par  rapport  à  y,  fournira  une  ou  plusieurs  valeurs 
réelles  ou  imaginaires,  parconséquent  de  la  formey=u,  ou  de  la  forme 
y  =  t7  -|-t<;t,  u,  v,  w  étant  des  fonctions  réelles  de  x.  Cela  posé,  conce- 
vons que,  la  variable  x  représentant  une  abscisse,  on  construise  :  l""  U 
courbe  dont  Tordonnée  serait  représentée  par  la  fonction  n/â^  la  courbe 
dont  l'ordonnée  serait  représentée  par  la  somme  t;  -|-  t&,  les  axes  coor- 
donnés étant  ou  rectangulaires  ou  obliques.  Ces  {deux  courbes  seront 
celles  que  M.  Marie  nomme  la  courbe  réelle  et  la  conjuguée  de  la  courbe 
réelle.  Si,  avant  de  résoudre  l'équation  (1),  on  opère  une  transformation 
de  coordonnées,  en  assignant  une  direction  nouvelle  à  l'axe  des  y,  on 
substituera  ainsi  aux  variables  x,  y,  deux  nouvelles  variables  ar^,  y,  qui  of- 
friront toutes  deux,  pour  une  valeur  réelle  de  x  et  pour  une  valeur  ima- 
ginaire de  ^,  des  valeurs  correspondantes  imaginaires,  dans  lesquelles  le 
rapport  entre  les  coefficients  de  i  sera  constant.  Réciproquement,  si 
l'on  attribue  à  x^  une  valeur  réelle,  et  à  y^  une  valeur  imaginaire  qui 
satisfasse,  avec  ar,,  à  l'équation  caractéristique  transformée,  les  valeurs 
correspondantes  de   x,  y,  seront  généralement    imaginaires  ;  mais 
le  rapport' entre  les  coefficients  de   i  sera  constant.  De  cette  obser- 
vation il  résulte  qu'à  une  même  courbe  réelle,  représentée  par  Té- 
quation    (i),    correspondent,    en  nombre  infini,  ^des  courbes   conju- 
guéeSf  dont  chacune  a  pour  coordonnées  variables  des  valeurs  réelles 
de  x^  y,  que  l'on  obtient  en  remplaçant  i  par  1,  dans  des  valeurs  imagi- 
naires de  X,  y,  assujetties  à  la  double  condition  de  vérifier  l'équation  (1)» 
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et  d'offrir  pour  coefficients  de  t  des  quantités  dont  le  rapport  demeure 
constant. 

il  Les  courbes  conjuguées,  définies  comme  on  vient  de  le  dire,  jouis- 
sent de  propriétés  remarquables,  qui  sont  exposées  et  démontrées  dans 
le  Mémoire  de  M.  Marie.  Citons-en  quelques-unes. 

«  Chacune  des  courbes  conjuguées  est  généralement  tangente  à  la 
courbe  réelle  aux  points  où  elle  la  rencontre.  Par  suite,  la  courbe 
réelle  est  une  enveloppe  des  diverses  conjuguées. 

«  Si  une  des  conjuguées  présente  un  anneau  fermé,  si,  d'ailleurs,  on 
nomme  S  Taire  comprise  dans  cet  anneau,  et  s  l'arc  décrit  sur  le  péri- 
mètre do  cet  anneau  par  un  point  qui  se  meut  avec  un  mouvement  de 
rotation  direct  autour  de  l'aire  S,  le  produit  de  cette  aire  par  t  sera 
généralement  la  valeur  de  l'intégrale 

/    yDsxds, 
tétant  le  périmètre  entier  de  Taire  S,  ou  ce  qu'on  peut  nommer  la 

« 

période  imaginaire  de  l'intégrale 


/  yBtxds. 


«  Si  Ton  fait  varier  par  degrés  insensibles  la  forme  d'un  anneau 
fermé,  appartenant  h  une  courbe  conjuguée,  en  faisant  varier  l'incli- 
naison de  Taxe  des  y,  l'aire  S  comprise  dans  cet  anneau  restera  ordi- 
nairement invariable.  Cette  dernière  proposition,  dont  la  démonstra- 
tion se  déduit  d'un  théorème  donné  par  Tun  de  nous  et  relatif  aux 
intégrales  curvilignes,  suppose  toutefois  que,  Taxe  des  y  venant  à  chan- 
ger de  direction  par  degrés  insensibles,  la  valeur  de  y  tirée  de  l'équa- 
tion (1)  n'atteint  pas  une  valeur  pour  laquelle  la  dérivée  de  /  {x,  y) 

relative  à  y  s'évanouisse  avec  /*(x,  y). 

• 

((  Dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire,  M.  Marie  considère  noa 
plus  une  fonction  y  dex  déterminée  par  Téquation  (i),  mais  une  fonc- 
tion z  de  deux  variables  x,  y,  déterminée  par  une  équation  caractéris- 
tique de  la  forme  f{x^  y,  z)  =  0,  A  des  valeurs  réelles  de  x,  y  correspon- 
dent, en  vertu  de  cette  équation,  des  valeurs  dez,  réelles  ou  imaginaires, 
par  conséquent  de  la  forme  z  =  «,  ou  de  la  forme  z  ==  ï;  -f-  wi,  «,  r,  w 
étant  des  fonctions  réelles  de  x,  y,  z.  Cela  posé,  concevons  que  les 
variables X,  y  représentant  deux  coordonnées  réelles,  on  construise: 
1*  la  surface  courbe  dont  Tordonnée  serait  représentée  par  la  fonc- 
tion u;  2^  la  surface  courbe  dont  Tordonnée  serait  représentée  par  la 
somme  v-\-  w,  les  axes  coordonnés  étant  ou  rectangulaires  ou  obliques. 


1 
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Ces  deux  surfaces  seront  celles  que  M.  Marie  nomme  la  surface  réelle 
et  la  conjuguée  de  la  surface  réelle.  Si,  avant  de  résoudre  Téquation 
caractéristique,  on  opère  une  transformation  de  coordonnées,  en  assi- 
gnant une  direction  nouvelle  à  Taxe  des  2,  on  substituera  ainsi  aux 
variables  x,  y,.z,  trois  nouvelles  variables  x„  y^,  z^  qui  offriront  toutes 
trois,  pour  des  valeurs  réelles  de  x,  y  et  pour  une  valeur  imaginaire 
de  Zf  des  valeurs  correspondantes  imaginaires,  dans  lesquelles  les  rap- 
ports entre  les  coefGcients  de  i  seront  constants.  Réciproquement,  si 
Ton  attribue  à  x^,  y^  des  valeurs  réelles,  et  à  z^  une  valeur  ima^naire 
qui  satisfasse,  avec  ar^  y^^  à  l'équation  caractéristique  transformée,  le^ 
valeurs  correspondantes  de  x,  y,  z  seront  généralement  imaginaires, 
mais  les  rapports  entre  les  coefficients  de  i  dans  ces  dernières  valeurs 
seront  constants.  De  cette  observation  il  résulte  qu'à  une  même  surface 
réelle  correspondent,  en  nombre  infini,  des  surfaces  conjuguées^  dont 
chacune  a  pour  coordonnées  variables  des  valeurs  réelles  de  x,  y,  z  que 
Ton  obtient  en  remplaçant  t  par  1,  dans  des  valeurs  imaginaires  de  x, 
y,  z  assujetties  à  la  double  condition  de  vérifier  l'équation  caractéris- 
tique, et  d'offrir  pour  coefficients  de  t  des  quantités  dont  les  rapports 
demeurent  constants. 

«  Les  surfaces  conjuguées,  définies  comme  on  vient  de  le  dire,  jouis- 
sent de  propriétés  remarquables,  analogues  à  celles  des  courbes  conju- 
guées. Ainsi,  en  particulier,  comme  l'observe  M.  Marie,  lorsqu'une 
surface  conjuguée  est  fermée  et  limitée  en  tous  sens,  le  volume  Y  com- 
pris dans  cette  surface  et  représenté  par  une  intégrale  double  reste 
généralement  invariable,  tandis  que  l'on  fait  varier  par  degrés  insen- 
sibles,* entre  des  limites  quelconques,  ou  du  moins  entre  certaines  li- 
mites, l'inclinaison  de. Taxe  des  z  sur  Taxe  des  x  ou  sur  l'axe  des  y. 
D'ailleurs,  le  produit  de  ce  volume  Y  par  t  est  ce  qu'on  peut  nommer  la 
période  imaginaire  d'une  certaine  intégrale  double. 

«  En  résumé,  les  Commissaires  jugent  que  le  Mémoire  de  M.  Marie 
présente,  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles,  des  recher- 
ches intéressantes  qui  ont  conduit  l'auteur  à  des  résultats  nouveaux, 
et  qu'en  conséquence  ce  Mémoire  mérite  d'être  approuvé  par  TAca- 
édmie.  » 

« 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  furent  adoptées  par  l'Académie. 
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L'audition  de  ce  rapport  me  fit  un  plaisir  tempéré  par  des  piqûres 
assez  sensibles.  Plusieurs  phrases  m'étaient,  comme  on  dit,  restées  sur 
le  cœur;  je  voulus,  avant  de  revoir  M.  Cauchy,  lire  attentivement  ce  que 
je  venais  d'entendre.    . 

La  lecture  ne  fit  que  confirmer  ma  première  impression. 

Le  rapport  était  incontestablement  bien  fait,  eu  égard  à  ce  que  sont 
en  général  ces  sortes  de  comptes-rendus,  il  faisait  assez  bien  compren- 
dre ce  que  contenait  mon  mémoire,  etétait  certainement  bienveillant  ; 
la  conclusion  en  était  ce  que  je  pouvais  désirer  de  mieux  ;  mais  trois 
choses  m'offusquaient  dans  ce  rapport. 

M.  Cauchy  avait  introduit  dans  l'énoncé  du  théorème  de  l'équiva- 
lence des  aires  des  conjuguées  fermées  une  restriction  absurde.  Il  est 
vrai  que  la  faute  si  elle  était  aperçue,  ce  qui  était  douteux,  ne  retom- 
berait que  sur  lui.  Mais  il  avait  dit  une  grosse  naïveté  dont  je  pourrais 
paraître  complice;  et  puis  il  y  avait  cette  phrase:  «  Cette  dernière  pro- 
position, dont  la  démonstration  se  déduit  d'un  théorème  donné  par  l'un  de 
nous,.,.  ))  —  «  SE  DÉDUIT  »  m'a  été  d'une  digestion  difficile. 

Deux  théories  relatives  à  une  même  question  peuvent,  en  principe, 
toujours  se  déduire  l'une  de  l'autre  et  j'ai  en  effet  montré  dernièrement 
(l872)  que  l'on  pouvait  déduire  de  ma  théorie  des  intégrales  [doubles 
une  théorie  instituée  sur  le  modèle  de  celle  qu'avait  donnée  Cauchy 
pour  les  intégrales  simples. 

Mais  en  disant  que  le  théorème  de  l'équivalence  des  aires  des  conju- 
guées fermées  comprises  entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle, 
pouvait  se  déduire  d'un  théorème  donné  par  lui,  M.  Cauchy  me  parut 
excéder  les  limites  de  ce  qui  est  permis.  Durant  nos  longues  entrevues 
je  l'avais  vu  plusieurs  fois  essayer  cette  déduction,  mais  non  pas  y 
réussii*.  Il  m'avait  bien  à  peu  près  dit  ensuite  qu'il  y  était  parvenu, 
mais  il  ne  m'avait  pas  montré  sa  démonstration  et  je  doute  toujours, 
si  elle  a  réellement  pris  corps,  qu'elle  ait  pu  être  mise  en  état  d'être 
présentée,  parce  que  pour  l'établir  il  aurait  fallu  commencer  par  don- 
ner une  interprétation  géométrique  de  l'intégrale  /  ydx  prise  le  long 

d'un  contour  défini,  ce  dont  M.  Cauchy  ne  parait  pas  s'être  jamais  préoc- 
cupé. 

J'ai  effectué  en  1872,  dans  ma  nouvelle  théorie  des  intégrales,  le 
rapprochement  désiré  entre  les  deux  méthodes,  mais,  jusqu'à  preuve 
du  contraire,  je  me  crois  en  droit  de  penser  que  M.  Cauchy  s'est  per- 
mis, à  mes  dépens,  dans  le  passage  que  je  relève,  une  gasconnade  un 
peu  forte. 
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Quant  à  celte  observation  que  la  démonstration  de  la  constance  de 
l'aire  S  d'un  anneau  suppose  que,  Vaxe  des  y  venant  à  changer  de  di- 
rection par  degrés  insensibles,  la  valeur,  de  y  tirée  de  V équation  f{x,  y)  =  0 
n'atteigne  pas  une  valeur  pour  laquelle  la  dérivée  de  f{x^y),  relative 
à  y,  s'évanouisse  avec  f(x,  y),  elle  n'avait  sans  doute  pas  été  faite  à 
mauvaise  intention,  quoiqu'elle  paraisse  tendre  à  faire  croire  à  un  cer- 
tain rapport  enlre  mes  conclusions  et  celles  de  M.  Gauchy,  à  une  cer- 
taine dépendance  de  ma  théorie  envers  la  sienne  ;  mais  elle  constitue 
un  lapsus  un  peu  fort.  En  effet  la  conjuguée  à  abscisses  réelles,  qui 
passe  par  les  points  critiques  réels  du  lieu,  est  précisément  celle  qui  me 
sert  ordinairement  de  type  ;  de  telle  sorte  que,  môme,  si  je  voulais 
quarrer  une  autre  conjuguée,  je  commencerais  habituellement  par  en 
rendre  les  abscisses  réelles,  sans  me  préoccuper  de  ce  qu|elle  passerait 
alors  par  les  nouveaux  points  critiques  du  lieu. 

En  fait  l'observation  de  M.  Gauchy,  appliquée  par  exemple  à  l'hyper- 
bole 

ay  —  6  V  =  —  aV, 

» 

signifierait  que  les  conjuguées  dont  les  cordes  réelles  feraient  un  angle 
aigu  avec  l'axe  des  x,  n'auraient  pas  même  aire  que  celles  dont  les 
cordes  réelles  font  un  angle  obtus  avec  le  même  axe,  parce  que  les 
deux  groupes  seraient  séparés  l'un  de  l'autre  par  la  conjuguée 

ûy  +  ô  V  =  a*6* 

qui  passe  par  les  points  du  lieu  oh  -^  est  infini. 

ax 

Nous  aurions  de  la  sorte  deux  théorèmes  d'Apollonius,  le  théorème 

d'Apollonius  de  gauche  et  le  théorème  d'Apollonius  de  droite  ! 

Quand  l'intégrale  /  ye/o;  a  plusieurs  périodes    imaginaires,  le  lieu 

f{  X,  y)  =  0  comprend  bien  plusieurs  groupes  de  conjuguées,  présen- 
tant des  aires  différentes  dans  le^  différents  groupes,  mais  les  conju- 
guées qui  ont  même  aire  et  qui  appartiennent  à  un  même  groupe  ne 
sont  pas  séparées  les  unes  des  autres  par  des  points  critiques  :  elles-sont 
comprises  entre  des  branches  différentes  de  la  courbe  réelle.  G'est  sans 
doute  parce  qu'il  n'avait  pas  bien  compris  ce  point  que  M.  Gauchy, 
pour  traduire  ce  que  je  lui  avais  dit  des  différents  groupes  de  conju- 
^guées,  a  imaginé  de  faire  intervenir  ses  points  critiques  comme  points 
de  séparation. 

Quant  à  cette  idée,  fondamentale  dans  la  théorie  de  Gauchy,  que  la 
fonction  y  ne  puisse  pas  prendre  une  valeur  pour  laquelle  sa  dérivée 

soit  infinie,  sans  que  l'intégrale  /  ydx    devienne    indéterminée,   cette 
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idée, n'est  que  bizarre.  M.  Cauchy  a  fini  par  se  persuader  à  lui-même 
que  l'expression 


+  a     

■x*dx 


n'a  pas  de  sens  ;  libre  à  lui,  mais  cela  prouve  seulement  jusqu'où  peut 
aller  le  parti  pris. 

Enfin  le  rapport  se  terminait  par  une  excentricité  dans  le  genre  naïf. 

Après  avoir  énoncé  le  tbéorème  de  l'équivalence  en  volume  des  con- 
juguées fermées  d'une  même  surface,  comprises  entre  les  mêmes 
nappes  de  cette  surface,  M.  Cauchy  ajoutait  :  D'ailleurs  le  produit  de  ce 
volume  par  i  est  ce  qu'on  peut  nommer  la  période  imaginaire  d^une  certaine 
intégrale  double. 

Cette  intégrale  n'est  autre  que  /  j  zdxdy  et  il  n'était  pas  difficile  de 

la  désigner  exactement.  Mais  après  avoir  imaginé  le  symbole  bizarre 


/ 


yDsXds 

pour  représenter  /  ydxy  M.  Cauchy  était  resté  court,  quand  il  s'était 

agi  de  /  /  zdxdy  y  et  n'ayant  rien  trouvé  pour  défigurer  cette  antique 

notation,  il  s'était  tiré  d'aifaire  en  écrivant  c  une  certaine  intégrale  » 
au  risque  de  faire  retomber  sur  moi  la  responsabilité  d'une  naïveté  un 
peu  forte,  car  je  ne  sache  pas  que  quoi  que  ce  soit  ne  puisse  pas  être 
considéré  comme  la  période  d'une  a  certaine  intégrale  )> . 

Je  ne  pourrais  pas  supporter  l'idée  que  qui  que  ce  fût  pensât  que  je 
n'aie  pas  été  juste,  délicat  même  envers  lui.  Aussi  me  suis-je  toujours 
appliqué,  vis-à-vis  de  tout  le  monde,  à  rester  en  deçà  de  mes  droits. 
Mais,  par  contre,  je  suis  ainsi  fait  qu'il  m'est  impossible  de  revoir  les 
gens  qui,  à  mon  sens,  m'ont  fait  une  injustice.  J'essayai  de  retourner 
rue  Serpente,  jamais  je  ne  pus  franchir  de  nouveau  le  seuil  de  la  porte 
de  M.  Cauchy.  Je  ne  sais  s'il  fut  fâché  de  ne  pas  me  revoir,  je  le  regret- 
terais aujourd'hui,  mais  je  ne  pus  pas  me  vaincre  alors;  je  dirai  plus, 
son  rapport  me  donna  dès  lors  une  envie  irrésistible  de  faire  une  charge 
à  fond  de  train  sur  ses  théories  et  de  les  culbuter  s'il  était  possible. 

Il  y  a  bien  longtemps  de  cela  et  je  suis  bien  éloigné  d'aucune  idée  de 
vengeance  envers  un  savant  que  j'admire,  malgré  son  manque  absolu 
d^esprit  philosophique  et  que  je  considère  comme  un  excellent  homme, 
malgré  ses  habitudes  d'accaparement.  Si  j'ai  poursuivi  depuis,  sans 
m'arrêter  jamais,  mon  projet  de  destruction^  le  mpbile  premier  de  mes 
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efforts  a  élé  sans  doute  son  injustice  à  mon  égard  et  celle  encore  plus 
grande  de  quelques-uns  de  ses  disciples,  mais  j*é tais  mû  aussi  par  la 
conscience  de  rendre  service,  en  essayant  de  débarrasser  renseigne- 
ment de  conceptions  factices  et  de  méthodes  entortillées. 

J'ai  appris  il  y  a  quelques  années  seulement  que  H.  Cauchy  avait,  peu 
de  temps  avant  sa  mort,  donné  sans  me  citer,  une  démonstration  analy- 
tique de  ce  fait  évident,  d'après  ma  théorie,  que  la  quadratrice  d'une 
même  courbe  conserve  les  mêmes  périodes,  quels  que  soient  les  axes  de 
coordonnées  auxquels  on  la  rapporte.  Je  lui  pardonne  bien  volontiers 
la  pauvre  soustraction  de  ce  méchant  théorème  dont  l'arrangement 
lui  a  peut-être  toute  beaucoup  de  travail. 

M.  Hermite  m'avait  prêté  le  mémoire  de  M.  Puiseux,  intitulé  Recher- 
ches sur  les  fonctions  algébriques^  qui  a  paru  dans  le  tomeXY  du  journal 
de  M.  Liouville. 

J'ai  toujours  eu  beaucoup  de  peine  à  lire  les  ouvrages  de  mathéma- 
tiques :  presque  tous  sont  rédigés  comme  des  traités  déQnitifs,  dans  la 
forme  euclidienne.  Or  cette  méthode,  qui  a  peut-être  ses  avantages 
pour  les  auteurs,  en  ce  qu'elle  les  dispense  d'exposer  leurs  idées,  de  les 
discuter,  est  absolument  insupportable  pour  les  lecteurs  qui,  sachant 
bien  qu'ils  ont  sous  les  yeux  une  ébauche  plus  ou  moins  imparfaite,  dé- 
sireraient bien,  avant  de  s'abandonner,  savoir  au  juste  où  on  veut 
les  conduire  et  par  quel  chemin;  car  encore  y  a-t-il  plusieurs  chemins 
pour  conduire  à  un  même  but  et  bien  souvent,  si  le  lecteur  avait  été 
averti,  aurait-il  préféré  fausser  compagnie  à  l'auteur  et  ouvrir  une 
nouvelle  route,  plutôt  que  d'essuyer  une  poussière  d'x  inutiles  et  le 
bavardage  du  guide. 

Mais  lesupphce  est  encore  plus  grand  lorsque  le  lecteur  rencontre  à 
chaque  page  des  affirmations  qui  choquent  son  bon  sens,  sans  que  la 
fausseté, toutefois,  en  puisse  être  immédiatement  démontrée,  et  dontle 
mélange  confus  avec  des  vérités  neuves  et  utiles  jette  l'esprit  dans  une 
continuelle  et  insupportable  perplexité.  On  essaye  de  lire  et  au  bout  de 
quelques  instants  on  jette  le  livre  de  colère,  on  le  reprend  pour  tâcher 
d'arriver  à  y  découvrir  celles  des  erreurs  qui  ne  nuiront  pas  au  résultat 
définitif  et  on  le  laisse  de  nouveau  lorsqu'on  rencontre  quelque  nou- 
velle énormité. 

J'ai  eu  je  ne  sais  combien  de  temps  le  mémoire  de  M.  Puiseux  sous 
les  yeux,  je  l'ai  feuilleté  je  ne  sais  combien  de  fois,  pour  comparer  les 
énoncés  et  en  rechercher  les  erreurs,  mais  je  ii'ai  jamais  pu  le  lire,  bien 
que  j'y  fisse  tous  mes  efforts. 

Voici  les  obstacles  contre  lesquels  je  venais  buter  chaque  fois  que  je 
reprenais  la  lecture  de  cet  ouvrage. 

Comment  se  faisait-il  qu'il  pût  suffire  de  représenter  la  marche  de  la 
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variable,  sans  se  préoccuper  autrement  de  celle  de  la  fonction  qu'en 
Tassujettissant  mentalement  à  la  loi  de  continuité  ?  celle  de  ses  valeurs 
correspondant  à  la  valeur  finale  de  la  variable,  que  devrait  prendre  la 
fonction,  partie  de  sa  valeur  initiale  donnée,  .serait  donc  indifférente  a 
connaître? 

En  quoi  une  valeur  de  la  variable  pouvait-elle  être  critique  si  la  fonc- 
tion assujettie  à  la  continuité,  à  partir  de  la  valeur  initiale  donnée,  ne 
devait  pas  atteindre  une  de  ses  valeurs  singulières  au  moment  où  la 
variable  atteindrait  cette  valeur  prétendue  critique? 

Poser  la  question  de  déterminer  la  région  de  convergence  de  la  série 
suivant  laquelle  se  développe  une  fonction,  connaissant  la  valeur  initiale 
de  la  variable  et  ses  valeurs  critiques,  c'était  supposeï*  que  la  nature  de 
la  fonction  fût  indifférente  à  connaître.  Mais  pourquoi  toutes  les  fonc- 
tions imaginables  qui  deviendraient  en  même  temps  infinies  ou  multi- 
ples seraient-elles  en  même  temps  développables  ou  non  développables  ? 

L'une  de  ces  fonctions  deviendrait  infinie  pour  une  des  valeurs  cri- 
tiques de  la  variable,  une  autre  prendrait  deux  valeurs  égales,  une  troi- 
sième trois,  une  quatrième  cinq  valeurs  infinies,  ce  ne  serait  rien  !  cri- 
tique répondrait  à  tout  ! 

Comment  admettre  que  la  définition  de  la  fonction  fût,  d'elle-même, 
assez  peu  importante  pour  qu'il  pût  suffire,  pour  savoir  dans  quelles  li- 
mites elle  serait  développable  en  série  convergente,  de  connaître  ces  va- 
leurs singulières^  critiques  ou  dangereuses  de  la  variable,  qui  lui  feraient 
prendre,  ou  à  sa  dérivée,  des  valeurs  infinies  ou  indéterminées  ?  Gom- 
ment se  figurer,  par  exemple,  que  les  deux  séries  suivant  lesquelles  se 
développeraient,  à  partir  d'une  môme  valeur  quelconque  dex,  les  fonc- 
tions y  définies  par  les  équations 

Ky»  +  *'  =  g.. 

dussent  nécessairement,  absolument  et  sans  même  quMl  y  eût  lieu  à  dis-' 
cussion,  rester  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes,  simple- 
ment parce  que  les  dérivées  de  ces  deux  fonctions,  si  complètement  dif- 
férentes, deviennent,  par  hasard,  eu  même  temps,  infinies,  pour  les 

mêmes  valeurs  zb  — -p  de  la  variable  x. 

Bien  plus  I  une  des  valeurs  d'une  même  fonction  deviendrait  infinie 
pour  une  valeur  particulière  de  la  variable,  une  autre  double,  une  troi- 
sième simple,  elles  seraient  développables  dans  les  mêmes  limites,  la  va- 
leur critique  de  la  variable  empêcherait  de  passer  aussi  bien  Tune  que 
les  autres  I 
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Soit  Xq  une  valeur  de  x  à  laquelle  correspondent  m  valeurs  y^,  yii--f 
t/m  de  yt  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  et  telle  aussi  que  toutes 
les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x,  aux  points  [x^,  yj,  \x^,  yj,..-,  [x^,  y  m] 
de  la  courbe  f{Xy  y)  =  0,  restent  finies^  quelque  loin  qu'on  les  pousse  : 
les  séries 

*.+(l),/-^+(S)„.^+- 


''^"'^\d^)„,,        i        "'"UWm.O       1.2  '     ••• 

seront  convergentes  dans  de  certaines  limites  :  iiiais  quelle  apparence  y 
avait-il,  puisqu'elles  avaient  des  coefficients  tout  différents,  que  la  li- 
mite fut  la  même  pour  toutes. 

N'était-il  pas  plus  probable  que  chacune  de  ces  séries  aurait  sa  limite 
propre  de  convergence,  ou  que,  du  moins,  elles  se  rangeraient  en  quel- 
ques groupes  dans  chacun  desquels  la  condition  de  convergence  reste- 
rait la  même,  tout  en  variant  d'un  groupe  à  l'autre? 

D'un  autre  côté,  en  quoi  au  fond  consistait  la  criticité?  Pour  quel- 
ques valeurs  de  la  variable,  elle  consistait  en  ce  qu'une  des  valeurs  cor- 
respondantes delà  fonction  devenait  infiiiie,  pour  d'autres,  en  ce  que  deux 
valeurs  de  la  fonction  devenaient  égales  avec  la  condition  que  la  dérivée 
de  cette  fonction  fut  infinie,  enfin  pour  d'autres  en  ce  que  deux  ou 
plusieurs  valeurs  de  la  fonction  devenaient  égales,  sans  autre  condition 
particulière.  En  d'autres  termes  les  valeurs  critiques  de  la  variable  cor- 
respondaient aux  abscisses  des  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y,  des 
tangentes  parallèles  à  l'axe  des  y  et  des  points  multiples.  Quels  rapports 
pouvait-il  y  avoir  entre  ces  trois  classes  de  valeurs  ? 

Pour  les  deux  premières,  on  comprenait  bien  qu'elles  fussent  rappro- 
chées l'une  de  l'autre,  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y  étant  natu- 
rellement comprise  parmi  les  tangentes  parallèles  à  la  même  direction. 
Mais  en  quoi  le  point  double  de  la  strophoïde,  par  exemple,  serait-il 
assimilable  au  sommet  de  cette  courbe  ou  aux  points  indéfiniment  éloi- 
gnés sur  les  branches  infinies? 

Eu  quoi  consistait  en  définitive  l'obstacle  au  développement?  La  série 
devenait  divergente  tantôt  parce  que  la  fonction  devenait  infinie,  tantôt 
parce  qu'elle  prenait  plusieurs  valeurs  égales.  Dans  cette  catégorie  se 
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trouvaient  les  points  de  contict  des  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  y  ? 
Était-ce  parce  que  la  dérivée  fie  la  fonction  y  devenait  infinie  qu'ils  ne 
pouvaient  pas  être  franchis,  ou  parce  que  la  fonction  y  prenait  deux  va- 
leurs égales? 

Comment  la  convergence  pouvait-elle  être  arrêtée  par  la  présence 
d*un  point  double,  puisque  la  fonctiony  gardait  des  valeurs  finies  ?  C'était 
donc  comme  capricante  que  la  série  devenait  alors  divergente?  Illusoire 
on  l'aurait  compris:  mais  pourquoi  divergente? 

Chacune  de  ces  questions  était  grosse  de  difficultés  de  tous  genres,  et 
je  ne  les  résolus  qu'à  mesure  et  avec  le  temps.  Cependant  elles  n'étaient 
pas  môme  posées  dans  les  ouvrages  de  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet, 
il  n'y  en  avait  pas  une  qui  parût  y  faire  l'objet  du  moindre  doute,  elles 
se  trouvaient  résolues  sans  même  avoii^  été  discutées. 

Avec  un  peu  de  condescendance  pour  le  lecteur  ces  messieurs  lui  eus- 
sent facilement  évité  toutes  ces  perplexités  ;  si  du  reste  ils  avaient  pris 
la  peine  de  chercher  à  traduire  leurs  idées  en  langage  ordinaire,  s'ils 
s'étaient  astreints  à  donner^  comme  cela  devrait  toujours  se  faire,  une 
analyse  raisonnée  de  leurs  ouvrages,  il  est  probable  que  les  difficultés 
de  l'exposition  leur  eussent  montré  les  lacunes,  les  imperfections  de  la 
méthode. 

Voici,  il  me  semble,  comment  on  aurait  pu  présenter  la  méthode  de 
Cauchy,  sans  risquer  aucune  affirmation  douteuse. 

((  Le  but  final  à  atteindre  est  la  détermination  des  périodes  des  inté- 
grales. 

«  Une  période  d'une  intégrale  ne  peut  être  qu'une  valeur .  différente 
de  zéro,  que  puisse  acquérir  la  somme  des  éléments  de  cette  inté- 
grale, le  long  d'un  chemin  fermé  convenablement  choisi,  s'il  en  existe 
«de  tels. 

«  Un  pareil  reste  ou  résidu  se  rencontre,  dans  des  circonstances  par- 
ticulières, dans  l'intégrale 


r  dx 

J  x  —  o. 


et  dans  toutes  celles  qui  peuvent  s'y  ranîener  par  transformation,  ou  qui 
la  contiennent  par  décomposition. 

«  Cette  intégrale  atteint  la  valeur  finie  2  ic  v —  \ ,  sans  qu'on  soit  obligé 
de  donner  à  x  que  des  valeurs  infiniment  peu  différentes  de  a,  et  il 
suffit  pour  la  lui  faire  acquérir  de  donner  à  x  toutes  les  valeurs  de  la 

forme  a  +  a  +  P  y—^^  dont  les  parties  «  et  p  soient  les  coordonnées 
d'un  petit  contour  fermé,  de  forme  quelconque,  embrassant  l'origine, 
111"  p.     .  6 
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m 

OU,  si  on  laisse  a'  -|-  ^'  constant,  de  donner  à  x  toutes  les  valeurs  que 
prend 

û  +  p  (cos  <p  +  v^—  1  sinç), 

lorsque  9  varie  de  0.  à  2ic,  p  restant  constant  et  aussi  petit  qu'on  I0 
voudra. 
«  Cette  propriété  de  l'intégrale 


/dx 
x  —  a 


rend  compte  de   la  période   de  la  fonction  logarithmique. 
«  L'intégrale 


/ 


(p  {x).  dx 
X  —  a 


en  supposant  que  9  (a)  ne  soit  ni  nul  ni  infini,  jouit  de  la  même  pro- 
priété et  donne  pour  résidu 


2itv^— 4  <p(a), 

lorsque  l'on  fait  passer  a:  =  a  +  p  (cos  tp  -|-  V --T  sin  ç)  par  toutes 
les  valeurs  qu'il  prend  de  <p  =  0  à  <p  =  27t,  parce  que,  durant  l'évolu- 
tion de  X,  7  {x)  ne  varie  qu'infiniment  peu  et  peut,  par  conséquent,  être 
rejeté  en  avant  du  signe  d'intégration. 
«  De  même  une  intégrale 


/< 


<p  {x)  dx 


(a;  —  a)  (a:  —  ^) , . .  (j?  --  /) 
admettra  pour  périodes  fes  produits  par  v^ —  1  de 


(a-^)...(a  — /)'     (ô  — a)...(6  — 0'     {l  —  a)...{l  —  k]' 

((  Au  contraire,  une  intégrale  dont  la  dérivée  ne  deviendrait  pas  infinie 
pour  une  valeur  a  de  x  ne  pourrait  évidemment  pas  donner  de  résidu 
fini,  si  x  ne  s'écartait  qu'infiniment  peu  de  a,  puisque  les  éléments  de 
l'intégrale  seraient  tous  infiniment  petits. 

«  D'un  autre  côté,  une  intégrale  dont  la  dérivée  contiendrait  à  son 
dénominateur  une  puissance  différente  de  1,  d*un  facteur  du  premier 
degré,  x  —  a,  donnerait  un  résidu  infini  ou  nul,  suivant  que  l'exposant 
de  cette  puissance  serait  inférieur  ou  supérieur  à  i. 
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dx 


/ 


{x  —  a){x  —  b)...  [x  —  l) 


?W. 


(p  {x)  ne  devenant  ni  nul  ni  infini  pour  aucune  des  valeurs  a,  &  ....  lùex, 
ne  pourraient  donc  être  que  les  résidus  de  ces  intégrales  relatifs  à  des 
contours  fermés  finis.  Par  conséquent,  la  théorie  des  périodes  des  inté- 
grales exigerait  en  général  d'abord  la  détermination  des  contours  pou- 
vant donner  lieu  à  des  résidus  finis,  en  second  lieu  le  calcul  de  ces 
résidus. 

((  Mais^  outre  que  la  seconde,  question  devrait  être  provisoirement 
écartée,  elle  pourrait  en  définitive  être  supprimée,  car  chaque  contour 
réduit  servirait  de  définition  au  résidu  correspondant,  comme  les  limites 
d'une  intégrale  définissent  une  valeur  particulière  de  cette  intégrale. 

«  La  question  générale  des  périodes  des  intégrales  se  réduirait  donc 
à  une  classification  des  contours^  fermés  donnant  lieu  à  des  résidus  dif- 
férents. 

f(  Or,  la  cause  fondamentale  de  la  nullité  ordinaire  de  la  somme  des 
éléments  d'une  intégrale,  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  de- 
vait être  que  la  fonction  explicite  ou  implicite  dont  le  produit  par  dx 
constituait  un  élément  de  l'intégrale,  revenait  à  sa  valeur  initiale,  en 
même  temps  que  la  variable,  sans  repasser,  il  est  vrai,  par  les  mêmes 
valeurs,  puisque  la  variable  elle-même  ne  repassait  pas  par  les  mêmes 
valeurs,  mais  sans  avoir  subi  de  modifications  assez  profondes  pour  que 
les  écarts  des  valeurs  prises  par  la  fonction  et  la  variable,  dans  l'aller  et 
dans  le  retour,  ne  se  fis^nt  pas  compensation. 

u  Si  la  fonction  ne  reprenait  pas  sa  valeur  initiale  en  même  temps  que 
la  variable,  ou  la  reprenait  après  s'être  permutée  un  nombre  pair  de 
fois  avec  d'autres  valeurs  de  cette  même  fonction,  il  n'y  avait  plus  de 
raison  pour  que  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  se  trouvât 
nulle. 

a  Les  contours  fermés,  par  rapport  à  la  variable,  auxquels  corres- 
pondraient des  résidus  finis,  seraient  donc  ceux  le  long  desquels  la  fonc- 
tion changerait  de  forme. 

«  D'un  autre  côté,  quel  que  fût  le  résidu  relatif  à  un  contour  fermé, 
par  rapport  à  la  variable,  une  infinité  d'autres  contours  voisins  du  pre-, 
mier,  plus  étendus  ou  plus  rétrécis,  donneraient.le  même  résidu,  précisé- 
ment parce  qu'en  général  la  somme  des  éléments  d'une  intégrale  le  long 
d'un  contour  fermé,  suffisamment  rétréci,  est  identiquement  nulle  et 
qu'ajouter  ou  retrancher  un  contour  additionnel  au  contour  primitif, 
pourrait  toujours  revenir  à  ajouter  au  résidu  primitif  le  résidu  corres- 
pondant  à  ce  contour  additionnel. 

«  Mais  deux  contours  fermés,  par  rapport  à  la  variable  indépendante, 
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donneraient  lieu  à  des  résidus  différents  si  la  fonction  partant  de  la 
même  valeur  dans  les  deux  cas,  pour  la  même  valeur  initiale  de  la 
variable,  ne  parvenait  pas  à  la  même  valeur  finale,  après  Tun  et  l'autre 
parcours. 

((  Les  permutations  des  valeurs  delà  fonction  les  unes  dans  les  autres 
s'opéreraient  naturellement,  et  tout  d'une  pièce,  aux  points  où  la  fonc- 
tion prendrait  des  valeurs  égales,  mais  elles  pourraient  aussi  se  produire 
le  long  d'un  contour  fermé  par  rapport  à  la  variable,  une  partie  de  la 
fonction  s' annulant  ici  et  changeant  de  signe^  une  autre  s* annulant  un 
peu  plus  loin  et  changeant  à  son  tour  de  signe,  etc. 

i<  Or,  pour  que  de  pareilles  permutations  pussent  se  produire  le  long 
d'un  parcours  fermé  donné,  il  faudrait  que  ce  parcours  enveloppât 
quelques  valeurs  critiques,  c'est-à-dire  auxquelles  correspondissent  des 
valeurs  égales  de  la  fonction,  sans  quoi  on  pourrait  réduire  à  rien  le 
contour  considéré,  par  retranchements  successifs  infiniment  petits,  sans 
traverser  un  point  où  un  changement  brusque  pût  se  produire,  ce  qui 
supprimerait  toute  possibilité  d'échange  entre  deux  valeurs  de  la 
fonction. 

En  d'autres  termes,  chaque  valeur  a  -)-  p  v'  —  1  de  la  variable  x  étant 
figurée  par  le  point  dont  les  coordonnées  seraient  a  et  ^,  et,  par  consé- 
quent, l^parcours  ^  (a,  p)  =  0  étant  figuré  par  la  courbe  ^  («,  p)  =  0, 
pour  qu'une  permutation  entre  les  valeurs  de  la  fonction  y  pût  se  pro- 
duire le  long  de  ce  parcours  fermé  (p  («,  P)  =  0,  il  faudrait  que  la  courbe 
^  (a,  p)  =  0  enveloppât  quelque's  points  [a,  é],  [a^,  4J...  correspondant 
aux  valeurs  critiques  de  x. 

«  On  démontrerait  au  reste  :  l^que  si  deux  contours  fermés,  partant 
d'un  même  point,  comprenaient  dans  leurs  intérieurs  les  mêmes  points 
critiques,  la  fonction,  partant  dans  les  deux  cas  de  la  même  valeur  ini- 
tiale, arriverait  après  chaque  parcours  à  la  même  valeur  finale;  2^  qu'au- 
cune permutation  ne  pourrait  se  produire  entre  les  valeurs  de  la 
fonction  le  long  d'un  contour  fermé  ne  renfermant  aucun  point  cri- 
tique ;  3^  que  la  valeur  d'une  intégrale  /  ydx  serait  identiquement 
nulle  le  long  de  tout  contour  ne  comprenant  aucun  point  critique; 
4**  que  les  résidus  de  Tintégrale  /  ydx  correspondant  à  deux  contours 

comprenant  les  mêmes  points  critiques  seraient  identiquement  égaux. 

«  Ces  théorèmes  permettraient  de  réduire  tout  contour  à  un  groupe 
de  petits  cercles  enveloppant  les  différents  points  critiques  compris  dans 
le  contour  primitif,  reliés  entre  eux  par  des  droites  qui  seraient  succes- 
sivement parcourues  dans  les  deux  sens. 

«Ainsi,  un  contour' MNP  enfermant  trois  points  critiques  A,B,G 
pourrait  être  remplacé  par  le  contour  MQ  —  OQ'Q  —  QR  —  RR'R— RS 
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/ 


— SS'S  —  Sll —  RQ  —  QM,  soit  pour  la  détermination  de  la  valeur  finale 
de  y,  après  le  parcours,  soit  pour  le  calcul  du  résidu  de  l'intégrale 

ydx,  le  long  de  ce  contour. 

«  Les  sommes  des  éléments  de  l'inté- 
grale dans  les  deux  parcours  d'une 
même  droite  en  sens  contraires  ne 
seraient  pas  nécessairement  égales  et 
de  signes  contraires,  puisqu*en  général 
la  fonction  y  n'aurait  pas  la  même 
valeur  dans  le  parcours  direct  et  dans 
le  parcours  inverse. 

a  Quant  aux  résidus  relatifs  aux  diffé- 
rents petits  cercles,  ils  seraient  infinis  pour  ceux  qui  comprendraient 
des  points  tels  que  le  produit  de  y  par  le  binôme  formé  de  x  moins 
l'abscisse  critique  tendît  vers  Tinfini,  finis  pour  ceux  où  le  même 
produit  tendrait  vers  une  valeur  finie,  nuls  pour  ceux  où  ce  produit 
tendrait  vers  zéro. 

«  Le  résidu  relatif  à  un  contour  fermé  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante et  le  long  duquel  la  fonction  reprendrait  finalement  sa  valeur 
initiale,  sans  cependant  que  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  fût 
nulle,  serait  évidemment  une  des  périodes  de  cette  intégrale,  puisqu'on 
pourrait  reprendre  un  nombre  quelconque  de  fois  ce  même  parcours  et 
que,  chaque  fois,  l'intégrale  s'augmenterait  de  la  même  quantité. 

«  La  question  des  périodes  dépendait  donc  des  suivantes  :  i<*  la  valeur 
avec  laquelle  une  fonction  multiple  part  de  son  état  initial,  en  même 
temps  que  la  variable,  étant  donnée,  trouver  celle  qu'elle  acquerra,  en 
variant  d'une  manière  continue,  lorsque  la  variable  aura  suivi  un  chemin 
rectiligne  donné  ;  2®  la  valeur  initiale  de  la  fonction  en  un  point  du  petit 
cercle  qui  entoure  un  point  critique  étant  donnée,  trouver  sa  valeur 
finale  après  un  tour  sur  ce  petit  cercle  ;  3®  trouver  le  résidu  relatif  à 
chaque  petit  cercle. 

«  La  troisième  question  étant  déjà  résolue  et  les  éléments  du  calcul 
différentiel  devant  aisément/ournir  la  solution  de  la  seconde,  il  ne  res- 
terait donc  que  la  première. 

«  Pour  résoudre  celle-ci,  on  recourrait  à  la  méthode  suivante  :  En 
supposant,  ce  qui  serait  toujours  permis,  qu'aucun  des  chemins  recli- 
lignes  qu'il  faudrait  faire  intervenir^  ne  passât  par  un  point  critique, 
comme  la  série  de  Taylor  doit  rester  convergente  tant  que  le  module  de 
la  difi'érence  entre  la  variable  et  sa  valeur  initiale  ne  dépasse  pas  le  mo- 
dale de  la  différence  entre  cette  valeur  initiale  et  l'abscisse  d'un  point 
critique,  inconnu  il  est  vrai,  mais  qui,  dans  le  Qas  le  plus  défavorable, 
serait  le  plus  proche  du  point  de  départ,  on  diviserait  le  chemin  recti- 
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ligne  considéré  en  parties  telles  que  la  différence  des  abscisses  des  points 
extrêmes  de  chaque  partie  eût  toujours  un  module  inférieur  à  celui  de 
la  différence  des  abscisses  de  la  première  extrémité  de  cette  partie  et  du 
point  critique  le  plus  voisin  de  cette  première  extrémité  ;  et  on  se  ser- 
virait de  la  série  de  Taylor  pour  calculer,  de  proche  en  proche,  la  valeur 
de  la  fonction  en  chacun  des  points  de  division  du  chemin  rectiligne 
considéré.  » 

Il  n'y  a  pas  de  mauvaises  méthodes  d'invention,  ou,  du  moins,  la  pre- 
mière est  toujours  bonne.  On  aurait  donc  pu  suivre  avec  intérêt  un 
auteur  qui  se  fût  exprimé  à  peu  près  comme  nous  venons  de  le  sup- 
poser. 

On  aurait  compris  sa  réserve  relativement  aux  points  délicats,  et  on 
aurait  senti  cependant  qu'appliquée  à  des  exemples  particuliers  la  mé- 
thode, quelque  imparfaite  qu'elle  fût,  quelles  que  fussent  les  lacunes 
qui  subsistassent,  pourrait  cependant  permettre  d'arriver  à  des  résultats 
précis  et  concluants. 

Mais  passer  avec  Fauteur  par-dessus  toutes  les  difficultés  signalées  plus 
haut,  n'était  possible  qu'à  la  condition  de  se  réduire  préalablement  à 
un  rôle  absolument  passif. 

La  méthode  dont  nous  avons  essayé  l'exposition  n'est  pas  sortie  tout 
d'une  pièce,  un  beau  jour,  de  la  tête  de  M.  Cauchy  ;  elle  ne  s'est  au  con- 
traire formée  que  petit  à  petit  ;  le  but  final  même  ne  s'est  présenté  que 
fort  tard  à  Tesprit  de  l'auteur,  et  sa  méthode  n'est  que  le  produit  de  la 
fusion  artificielle  de  procédés  imaginés  successivement  dans  différents 
buts  distincts. 

M.  Cauchy  avait  d'abord  étudié  séparément  les  deux  questions  des 
résidus  et  de  la  convergence  de  la  série  de  Taylor.  Ses  recherches  sur  les 

/dx 
—  et  celles  des  inlé- 

grales  de  la  forme 


/ 


^{x)dx 


(x  —  à)  ...  {x  —  // 

Il  n'avait  alors  aucun  moyen  de  déterminer  les  périodes  d'une  intégrale 
non  préparée. 

D'un  autre  côté,  il  avait  sinon  trouvé  exactement  la  condition  de  coû- 
vergence  de  la  série  de  Taylor,  du  moins  déterminé  une  limite  en  deçà 
de  laquelle  elle  resterait  convergente  et,  dans  les  deux  questions,  se 
rencontrait  la  considération  des  mêmes  points  critiques,  ou  à  peu  près. 
Ce  semblant  d'accord  pouvait  bien  suggérer  l'idée  heureuse  de  faire 
concourir  les  deux  théories  au  but  définitif.  Mai«  quoiqu'il  n'y  ait  natu- 
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rellement  qn'à  applaudir  à  de  tels  efforts,  couronnés  en  définitive  d'un 
véritable  et  plein  succès,  malgré  de  légères  erreurs  inévitables  dans  une 
première  ébauche,  cependant,  à  moins  que  l'admiration,  pour  être  suf- 
fisante, ne  doive  nécessairement  dégénérer  en  fétichisme,  il  doit  être 
permis  de  montrer  ce  qu'il  y  a  de  peu  philosophique  dans  le  choix  d'une 
méthode  si  détournée. 

L'histoire  des  sciences  comprend  de  nombreux  exemples  de  théories 
importantes  ayant  pris  naissance  dans  Tobservation  de  faits  singuliers 
et  anormaux,  mais  on  y  voit  aussi  que  ces  théories  ont  continué  de 
végéter  à  l'état  rudimentaire,  tant  qu'elles  ne  constituèrent  que  de 
simples  prolongements  des  principes  puisés  dans  Tétude  de  ces  faits 
exceptionnels  :  elles  n'ont  pris  une  véritable  importance  que  lorsqu'une 
conception  plus  étendue  a  permis  de  faire  rentrer  l'explication  des  faits 
singuliers,  observés  les  premiers,  dans  la  théorie  générale  de  faits  vul- 
gaires et  qui,  à  cause  de  leur  vulgarité  môme,  n'avaient  pas  d'abord 
attiré  l'attention. 

Or  il  est  bien  facile  de  voir  que  la  théorie  de  Cauchy,  née,  au  début, 
de  l'observation  de  faits  singuliers,  n'est  ensuite  organisée  qu'en  vue 
de  donner  à  ces  faits  singuliers  une  importance  de  plus  en  plus  envahis- 
sante, qui  ne  leur  appartenait  pas  naturellement. 

La  loi  suivant  laquelle  s'accomplit  un  phénomène,  ne  peut  comporter 
une  expression  analytique  capable  d^une  formule  algébrique  qu'autant 
qu'on  a  fait  choix  d'un  système  particulier  do  repères.  Ainsi  Tattribu- 
tion  d'une  équation  particulière-à  une  courbe  suppose  le  choix  préa- 
lable d'un  système  d'axes.  Mais  ce  qu'il  y  a  de  fondamental  dans  un 
phénomène  ne  saurait  avoir  de  rapport  nécessaire  avec  ce  qu'a  de  parti- 
culier, eu  égard  au  système  des  repères,  le  mode  actuel  de  représen- 
tation des  lois  de  ce  phénomène;  et  si  l'on  reconnaissait  que  la  loi  du 
phénomène,  rapporté  à  de  certains  repères,  présente  quelques  particu- 
larités singulières,  le  procédé  d'étude  de  ce  phénomène,  pour  être 
judicieux,  devrait  consister  non  pas  à  reproduire,  dans  le  cas  général, 
l'emploi  des  artifices  qui  avaient  réussi  dans  le  cas  singulier,  mais  au 
contraire  à  chercher  dans  la  solution  générale  du  problème,  l'explica- 
tion qui  convenait  au  cas  singulier. 

Dans  l'espèce,  l'hypothèse  d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  dont 
l'un,  l'axe  des  y,  par  exemple,  se  trouvât  exceptionnellement  parallèle 
à  l'une  des  asymptotes  de  cette  courbe,  avait  donné  l'idée  de  rechercher 

si  l'intégrale  f  ydx,  dont  l'élément  ydx  se  présentait  sous  la  forme 

00  X  0,  pour  une  valeur  de  x  infiniment  peu  différente  de  l'abscisse  de 
l'asymptote  en  question,  n'acquerrait  pas  une  valeur  finie  dans  un  par- 
cours infiniment  petit  autour  de  cette  abscisse,  et  il  était  résulté  de  cette 
recherche  la  notion,  sous  une  certaine  forme,  des  périodes  des  inté- 


—  88  — 

grales.  C'était  bien.  Mais  il  n'y  avait  pas  là  motif  de  rechercher  lasola- 
tion  générale  du  problème  dans  larliûce  de  petites  évolutions  autour  de 
valeurs  de  la  variable,  qui  n'avaient  plus  de  rapports  avec  les  abscisses 
d'asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y.  Au  contraire,  il  fallait  chercher  à 
s'affranchir  des  conditions  particulières  dans  lesquelles  le  fait  avait  été 
observé  d'abord  pour  en  chercher  une  explication  propre  à  tous  les  cas. 

D'un  autre  côté,  si  quelques  états  particuliers  d'un  phénomène  rap- 
porté à  certains  repères  ne  devaient  leur  manifestation  qu'au  choix  de 
ces  repères,  s'il  s'en  présentait  toujours  d'analogues,  quel  que  fût  le 
système  de  repères  adopté,  s'ils  variaient  d'un  système  à  l'autre,  bien 
plus,  si  tous  les  états  consécutifs  du  phénomène  pouvaient  devenir  à  leur 
tour  singuliers,  pourvu  qu'on  choisit  un  système  convenable  de  repères, 
ce  serait  assurément  une  singulière  méthode  d'étude  du  phénomène  en 
question  que  de  prendre  justement  pour  éléments  de  la  discussion  ce 
que  chaque  système  de  repères  présenterait  de  particulier. 

C'est  cependant,  et  d'une  façon  exclusive,  ce  qu'a  fait  M.  Cauchy. 

Les  points  critiques  autour  desquels  tout  tourne  dans  sa  théorie,  se 
distinguent  des  autres  par  un  caractère  analytique  saillant,  à  la  vérité, 
mais  actuel  et  subjectif.  Par  eux-mêmes,  ils  n'ont  rien  de  remarquable, 
ils  correspondent  seulement  à  quelques  états  du  phénomène  étudié  qui, 
en  raison  de  la  position  du  point  où  l'on  s'est  placé  pour  voir,  appar- 
tiennent, en  général,  au  contour  apparent  du  spectacle.  Le  point  de  vue 
venant  à  changer,  ces  points,  si  remarquables  à  l'instant  même,  autour 
desquels  tout  allait  pivoter,  viendraient  se  confondre  dans  la  masse  des 
autres,  il  n'en  serait  plus  question  ;  d'autres  points  viendraient  se  subs- 
tituer à  eux  dans  toutes  leurs  propriétés,  et  c'est  autour  de  ces  nou- 
veaux points  qu'on  ferait  de  nouveaux  petits  tours. 

Il  y  a  plus  :  M.  Cauchy  confond  dans  la  masse  des  points  critiques 
tous  ceux  où  la  fonction  prend  des  valeurs  infinies  ou  des  valeurs  égales  ; 
c'est-à-dire  tous  ceux  qui  correspondent  aux  abscisses  des  asymptotes 
ou  des  tangentes  parallèles  à  Taxe  des  y,  des  points  multiples,  de 
rebroussement,  etc. 

Or,  parmi  ces  points,  les  premiers  s'évanouissent  quand  on  change  la 
direction  de  l'axe  des  y  ;  ceux  de  la  seconde  espèce  se  déplacent  d'une 
manière  continue  sur  la  courbe  ;  et  ceux  de  la  troisième  persistent,  et 
c'est  justement  dans  la  considération  des  points  de  la  première  espèce, 
absolument  éphémères,  que  la  théorie  a  pris  naissance. 

Aussi,  par  une  juste  réciprocité,  cette  théorie  a-t-elle  été  impuissante 
à  relier  la  période  de  l'intégrale 


n 


à  celle  de  l'intégrale 
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quoiqu'il  s'agit,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  de  la  quadrature  de  la  même 
hyperbole. 

Le  point  critique  éphémère,  x  =  0,  d'ailleurs  double,  avait  glissé  1& 
long  de  la  courbe,  de  ses  extrémités  à  ses  sommets,  et  cela  avait  surfl 
pour  rompre  toute  possibilité  d'assimilation. 

Assurément  il  faudrait  bien  se  servir  d'une  pareille  méthode  tant  qu'on 
n'en  aurait  pas  de  meilleure,  mais  il  semble  qu'il  soit  permis  de  dire 
qu'un  esprit  tant  soit  peu  philosophique  ne  s'y  serait  pas  arrêté. 

Dès  en  ouvrant  le  mémoire  de  M.  Puiseux,  on  tombe  sur  l'énoncé  d& 
ce  principe,  considéré  comme  évident,  qu'il  faut  bien  se  garder  de  faire 
passer  la  variable  par  un  de  ses  points  critiques,  sans  quoi  la  fonction 
deviendrait  indéterminée,  en  ce  sens  qu'on  ne  pourrait  plus  savoir  ce 
qu'elle  serait  devenue,  c*est-à-dire  quelle  valeur  elle  aurait  prise,  lors- 
que la  variable  aurait  atteint  ensuite  une  valeur  déterminée  quel- 
conque. 

Ces  points  ne  seraient  pas  seulement  critiques,  ce  seraient  de  vrais 
précipices. 

Pour  les  points  oîila  fonction  ou  sa  dérivée  deviennent  infinies,  encore 
passe.  On  ne  voit  pas  en  effet  tout  d'abord  comment  on  pourrait  suivre 
la  marche  de  cette  fonction  au  delà  d'un  pareil  point,  mais  comment  la 
fonction  y  serait-elle  affectée  d'indétermination  parce  que  le  point 
[Xj  y]  aurait  traversé  un  point  multiple  du  lieu  f  (x,  y)  =  0,  si  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ce  point  étaient  distinctes  ? 

Comment  la  continuité  était-elle  donc  entendue  dans  l'école  de 
Cauchy?  un  contour  polygonal  serait  donc  une  ligne  continue?  un  arc 
de  cercle  et  un  arc  d'ellipse  raccordés  par  une  tangente  commune  for- 
meraient une  ligne  continue  !  le  mouvement  d'un  corps  qui  recevrait 
des  chocs  brusques  successifs  serait  continu  I 

La  continuité  n'exige  pas  ui\e,  deux,  trois,  quatre  conditions,  elle  en 
exige  une  infinité.  Pour  qu'une  fonction  varie  d'une  manière  continue, 
il  ne  suffit  pas  qu'elle  prenne  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
deux  quelconques  de  ses  valeurs,  il  faut  qu'il  en  soit  de  même  de  toutes 
ses  dérivées  à  l'infini.  Autrement,  on  a  affaire  à  plusieurs  fonctions. 

La  fonction  y  étant  donc  assujettie  à  la  continuité,  comme  on  l'a 
»upposé|:  quand  elle  passera  par  une  de  ses  valeurs  multiples,  si  les  va- 
leurs de  -r  sont  alors  distinctes,  elle  ressortira  avec  celle  de  ses  valeurs 
ax 
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qui  aura  sa  dérivée  en  continuité  avec  la  valeur  qu^avait  cette  dérivée 
au  moment  où  le  passage  a  eu  lieu.  L'indétermination  apparente  ne  te- 
nait qu'à  ce  qu'on  avait  négligé  toutes  les  conditions  de  continuité,  en 
nombre  infini,  moins  une  seule. 

Il  en  serait  de  même  si,  en  un  point  multiple,  les  valeurs  de  la  pre- 
mière dérivée  de  la  fonction  étaient  égales,  mais  que  celles  de  la  dérivée 
seconde  fussent  différentes,  et  ainsi  de  suite.  La  fonction  ressortirait  tou- 
jours du  prétendu  point  dangereux  avec  celle  de  ses  valeurs  dont  les 
dérivées  d'ordres  assez  élevés  seraient  en  continuité  avec  les  valeurs 
qu'avaient  ces  dérivées  au  moment  du  passage. 

Il  n'y  aurait  quelque  difiiculté  que  pour  celles  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion dont  les  dérivées,  après  être  restées  confondues  jusqu'à  Tordre  n, 
deviendraient  en  même  temps  infinies  à  l'ordre  (n  -j-  1).  Mais  difficulté 
n*estpas  plus  indétermination  que  question  n'est  solution  ;  et,  d'ailleurs, 
il  est  de  notion  commune  en  mathématiques  que  l'indétermination 
n'affecte  jamais  que  les  questions  mal  posées  :  on  peut  toujours  la  faire 
disparaître  en  précisant  davantage. 

On  devait,  au  reste,  s'attacher  encore  plus  à  lever  l'indétermina- 
tion, dans  ce  cas,  que  dans  le  cas  précédent;  car  la  laisser  subsister  alors 
devait  équivaloir  à  Tintroduire  partout,  ou,  du  moins,  en  tous  les  points 

dy 
où  -j-  serait  réel.  En  eifet,  pour  la  faire  naître  en  un  pareil  point,  il  eût 

suffi  de  donner  d'avance  à  l'axe  des  y  une  direction  parallèle  à  la  tan- 
gente au  lieu  en  ce  point,  d'où  résulterait  qu'une  question  déjà  traitée, 
dont  on  aurait  la  solution  complète,  aurait  été  indéterminée  si  on  avait 
placé  autrement  le  point  de  vue  1  C'est  là  de  la  philosophie  de  l'autre 
monde  et  qui  répugne  un  peu  trop. 

La  difficulté  que  présente  le  cas  dont  il  est  question  n'est  du  reste 
pas  bien  considérable. 

Les  points  dont  il  s'agit  correspondent  aux  points  du  contour  apparent, 
par  rapport  à  l'axe  des  a?,  du  lieu  dont  l'ordonnée  serait  la  dernière 
dérivée  dont  les  valeurs  restent  confondues  ;  la  question  est  donc  la 

même,  soit  que  ce  soit  -7^  dont  deux  ou  plusieurs  valeurs  deviennent  en 

^— If/ 
même  temps  infinies,  les  valeurs  correspondantes  de  -; — ^  restant  finies, 

mais  égales,  ou  que  ce  soit  simplement  -7-  dont  plusieurs  valeurs  de- 

dx 

viennent  en  même  temps  infinies,  les  valeurs  correspondantes  de  y 

restant  finies,  mais  égales. 

Or,  si  la  fonction  doit  passer  par  une  de  ses  valeurs  multiples  où  les 

valeurs  correspondantes  de  -^  deviennent  infinies,  la  difficulté  de  savoir 

ax 


/ 

1 
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ce  qu'elle  devient  ensuite,  tenant  simplement  à  ce  que  l'axe  des  y  avait 
une  direction  telle  que  la  vue.  se  trouvât  gênée,  ce  qu'il  y  avait  à  faire 
devait  être  simplement  de  changer  cette  direction  et  de  recommencer 
le  calcul.  Le  premier  exemple  venu  montre  en  effet  que  l'indétermination 
disparaît  alors  complètement. 

Le  cas  où  y  prend  une  valeur  infinie  ne  devait  pas  être  plus  difficile  à 
traiter  que  les  deux  précédents. 

En  effet,  lorsqu'une  question  concrète  aura  donné  lieu  à  considérer 
une  des  variables  dénommées,  dans  un  état  de  grandeur  dépassant  toute 
limite,  cette  même  question,  si  elle  est  bien  posée,  fournira  toujours  un 
moyen  desavoir  comment  la  variable  considérée  revient  de  l'infini. 

L'infini  n'est  jamais  que  relatif,  il  ne  se  présente  que  quand  on  ne 
veut  pas  l'éviter  :  à  telle  variable  qui  devient  infinie  dans  les  équations 
qu'on  a  posées  pour  traiter  la  question,  il  en  correspond  des  milliers 
d'autres  qui  auraient  pris  des  valeurs  correspondantes  finies;  c'est  à 
l'opérateur  à  substituer  à  propos  l'une  d'elles  à  celle  qui  tombe  dans  un 
cas  singulier. 

.  Si  y  devient  infini,  on  étudiera  la  marche  d'une  autre  variable  qui  ne 
devienne  pas  infinie  en  même  temps  que  y  :  par  exemple,  on  étudiera 

1  i 

la  marche  de  -,  les  variations  de  -  feront  connaître  sans  difficulté  celles 

y  y 

dey. 

Ce  que  je  viens  de  dire  de  la  continuité  des  fonctions  suggérait  natu- 
rellement un  doute  fort  grave  relativement  à  l'exactitude  de  la  règle  de 
convergence  donnée  par  M.  Gauchy  :  n'était-ce  pas  à  tort  qu'on  avait 
compris  les  points  multiples  parmi  les  points  critiques  capables  d'arrêter 
le  développement?  Comme  la  fonction  restait  finie,  si  la  série  devenait 
divergente,  ce  ne  pouvait  être  que  pour  échapper,  sous  une  forme  illu- 
soire, à  l'obligation  de  fournir  les  différentes  valeurs  que  pourrait 
prendre  la  fonction  au  delà  du  point  multiple. 

Mais  si  cette  prétendue  obligation  pour  la  série^  dans  le  cas  où  elle 
serait  restée  convergente,  de  représenter  simultanément  les  ordonnées 
des  différentes  branches  émergeant  du  point  multiple,  n'était  qu'une 
Qonception  chimérique,  on  ne  verrait  plus  pourquoi  la  série  serait  tenue 
de  devenir  divergente  au  delà  du  point  multiple. 

Or,  si  la  série  restait  convergente,  elle  resterait  continue,  sa  dérivée 
le  resterait  également,  la  fonction  représentée  par  la  série  ressortirait 
donc  du  point  multiple  avec  le  coefficient  différentiel  sous  lequel  elle 
y  était  entrée,  par  conséquent  la  série  continuerait  de  ne  représenter 
qu'une  seule  des  valeurs  de  la  fonction. 

Ainsi  un  motif  sérieux  de  doute  venait  s'ajouter  aux  invraisemblances 
que  j'ai  signalées  plus  haut. 
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Mais  il  n'y  avait  pas  lieu  de  songer  encore  à  essayer  de  résoudre  toutes 
les  difBcuUés  que  devait  présenter  la  série  de  Taylor.  Car  si  la  règle  de 
convergence  de  la  série  était  par  hasard  inexacte,  on  n'aurait  de  moyen 
de  le  savoir  qu'autant  qu'on  serait  en  possession  d'une  méthode  direcle 
pour  suivre  la  fonction  dans  ses  variations  continues,  de  manière  à  pou- 
voir assigner  la  valeur  à  laquelle  elle  serait  parvenue  lorsqu'on  aurait 
fait  suivre  à  la  variable  un  chemin  donné. 

En  effet/  j'ai  bien  consenti,  dans  ce  qui  précède,  à  ap~peler,  avec 
M.  Puiseux,  point  critique,  un  point  ayant  pour  coordonnées  les  parties 
réelle  et  imaginaire  d'une  valeur  delà  variable  pour  laquelle  une  des 
formes  de  la  fonction  prendrait  une  valeur  inûnie,  ou  pour  laquelle 
quelques  formes  de  la  fonction  prendraient  des  valeurs  égales.  Mais  le 
passage  de  la  variable  par  un  pareil  point  ne  saurait  bien  évidemment, 
malgré  le  signal  d'alarme  élevé  par  le  maître,  offrir  aucune  particularité 
critique,  qu'autant  que  la  fonction^  partie  desa  valeur  initiale  donnée, 
et  assujettie  jusque-là  à  la  condition  de  continuité,  parviendrait  alors 
effectivement  à  une  valeur  inûnie  ou  multiple  et  non  pas  à  une  valeur 
finie  et  simple  répondante  la  même  valeur  de  la  variable. 

C'est  seulement  en  eflet  le  passage  de  la  fonction  par  une  de  ses  va- 
leurs infinies  ou  multiples  qu'on  peut  qualifier  de  critique  et  non  pas 
le  passage  de  la  variable  par  sa  valeur  correspondante. 

Or  pour  savoir  si  un  entre  autres  [des  points  critiques  pourrait 
arrêter  le  développement,  il  faudrait  savoir  si  la  fonction  arriverait 
à  sa  valeur  critique  correspondante,  lorsque  la  variable  passerait, 
par  le  chemin  assigné,  de  sa  valeur  initiale  à  sa  valeur  critique  consi- 
dérée. 

En  essayant  de  fonder  d'abord  la  théorie  de  la  série  de]  Taylor,  afin  de 
pouvoir  ensuite  confier  à  cette  série  le  soin  defournirdeprocheen  proche 
les  valeurs  successiveihent  prises  par  la  fonction,  M.  Puiseux  avait  tenté 
l'impossible,  et  cela  expliquait  les  erreurs  où  il  paraissait  être  tombé. 
Ainsi,  par  exemple,  admettre  que  la  série  devînt  nécessairement  diver- 
gente au  point  critique  le  plus  voisin  du  point  de  départ  revenait  im- 
plicitement à  proclamer  que  bien  que  la  fonction  eût  en  général,  pour 
la  valeur  de  la  variable  correspondant  à  ce  point  critique,  des  valeurs 
simples  et  finies,  en  même  temps  que  des  valeurs  infinies  ou  multiples, 
ce  serait  toujours  à  une  de  ces  dernières  que  la  série  viendrait  aboutir. 
Le  fait,  quoique  singulier,  pouvait  être  vrai,  mais  il  fallait  le  contrôler, 
surtout  à  cause  de  son  invraisemblance.  Or  M.  Puiseux  s'était  ôté  ks 
moyens  de  le  faire. 

En  résumé,  Tordre  des  questions  avait  évidemment  été  renversé,  et 
pour  remettre  toute  la  théorie  en  équilibre,  il  fallait  d'abord  essayer  de 
résoudre  directement  cette  question  :  Étant  données  la  suite  des  valeurs 
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de  la  variable  et  la  valeur  initiale  de  la  fonction,  trouver  la  valeur  fl- 
nale  de  cette  fonction . 

Je  n'entrerai  ici  dans  aucun  développement  au  sujet  de  la  méthode 
que  j'ai  employée  pour  résoudre  cette  dernière  question.  Cette  mé- 
thode se  réduit  au  fond  à  substituer  à  la  discussion  de  la  marche  de  la 
fonction  imaginaire  y,  celle  de  la  marche  de  la  caractéristique  du  point 
mobile. 

Le  lieu  correspondant  à  l'équation  f{x,f/j=0  qui  définit  la  fonction  y, 
étant  déjà  décomposé  en  conjiiguéesde  toutes  caractéristiques,  ayantpour 
enveloppes  réelle  et  imaginaire  deux  courbes  connues,  et  aussi  faciles  à 
construire  que  la  courbe  réelle,  au  moyen  de  leurs  tangentes,  de  leurs 
asymptotes,  de    leurs  cercles  osculateurs,   etc.,  pour  savoir  ce  que 

serait  devenu  y  =  a'  -f  ?  V  —  ^  >  lorsque  ar=a+p\/ —  1  aurait  passé 

de  sa  valeur  initiale  jr^  =  a^  +  p^  y  —  1 ,  à  une  quelconque  de  ses  va- 
leurs, en  suivant  un  chemin  donné  9  (a,  |^)  =  0.  il  suffirait  de  savoir  à 
chaque  instant  sur  quelle  conjuguée  se  trouvait  celui  des  points  [x,  y] 
qui  était  parti  du  point  de  départ,  sur  quelle  branche  de  cette  conju- 
guée il  se  trouvait  et  de  quel  côté  il  était  placé  par  rapport  au  point  de 
contact  de  cette  branche  avec  Tune  ou  l'autre  enveloppe. 

Or  la  question  ne  comporte  jamais  de  difficultés  d'un  autre  ordre 
que  celles  qu'on  rencontre  dans  la  discussion  des  courbes.  Toute  la  dif- 
férence consiste  en  ce  qu'au  lieu  d'une  seule  courbe,  la  question,  par  sa 
nature  même,  en  embrasse  une  infinité,  mais  la  discussion  s'en  fait, 
pour  toutes,  par  l'étude  des  mêmes  questions,  l'emploi  des  mêmes 
moyens,  la  résolution,  s'il  y  a  lieu,  des  mêmes  équations. 

La  question  ne  sort  en  réalité  pas  des  bornes  de  la  géométrie  analy- 
tique élémentaire.  Inabordable  pour  M.  Puiseux,  qui  ne  se  servait  d'au- 
cune classification  des  solutions  imaginaires,  elle  était  au  contraire, 
pour  ainsi  dire,  résolue  d'avance  dès  qu'on  faisait  usage  de  la  classifica- 
tion que  j'ai  adoptée. 

La  méthode  se  compose  seulement.de  quelques  règles  très-simples 
pour  reconnaître  les  passages  du  point  mobile,  des  conjuguées  qui 
touchent  la  courbe  réelle  sur  celles  qui  touchent  l'enveloppe  imaginaire, 
des  conjuguées  qui  touchent  une  branche  de  l'une  des  enveloppes  sur 
celles  qui  touchent  unefiutre  branche,  d'une  branche  d'une  conjuguée 
particulière  sur  une  branche  différente  d'une  conjuguée  infiniment 
voisine,  enfin  d'un  côté  à  l'autre  d'une  branche  de  conjuguée  par  rap- 
port au  point  où  cette  branche  touche  l'une   ou  l'autre  enveloppe. 

Toutes  ces  règles  étant  très-faciles  à  découvrir,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'en  parler  ici,  mais  je  crois  utile  de  signaler^  à  propos  de  la  question 
dbnt  il  s'agit,  un  fait  qui  prendra  peut-être  une  grande  importance  au 
point  de  vue  algébrique. 
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Deux  quelconques  des  m  points  réels  ou  imaginaires,  construits 
comme  je  les  construis,  ayant  même  abscisse  et  pour  ordonnées  les 
m  valeurs  de  y  tirées  d'une  équation  algébrique 

/•(x,  y)=0, 

de  degré  m  par  rapport  à  y,  seraient  toujours  séparés  l'un  de  Tautre, 
au  moins  par  une  conjuguée  issue  d*un  des  points  critiques,  c'est-à-dire 
d'un  point  où  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  deviennent  infinies  à 
partir  d'un  certain  ordre.  (On  verra  plus  tard  que  ce  sont  les  seuls  poiDls 
vraiment  critiques.) 

Cette  remarque  s'est  présentée  à  moi,  d'elle-même,  dans  la  discussion 
de  la  marche  simultanée  des  diverses  valeurs  de  y  déterminées  par  les 
équations  que  j'ai  traitées. 

Je  n'ai  pas  de  démonstration  directe  du  fait,  mais  la  théorie  de 
Cauchy  en  fournit  une  très-simple,  dont  je  lui  fais  hommage.  En  effet, 
d'après  cette  théorie,  pour  qu'une  permutation  puisse  s'effectuer  entre 
deux  valeurs  dey,  il  faut  que  le  point  [a,  ^]  correspondant  à  une  valeur 

a  -f-  P  V  —  ^  de  Xj  aille  faire  quelques  tours  autour  de  l'un  des  points 

[a,  b],  [aj,  6,],  etc . ,  qui  correspondent  aux  valeurs  critiques  a  -f  é  v'  — 1, 

^i  +  *i  V —  ^>  ^tc.,  dear,  et,  bien  entendu,  que  la  valeur  de  y  qui 
doit  venir  à  la  fin  occuper  la  place  d'une  autre,  ait  pris,  aux  environs  du 
point  critique  utile,  la  valeur  d'une  des  formes  de  la  fonction  dont  les 
dérivées  y  deviennent  infinies  à  partir  d*un  certain  ordre.  Or  pendant 
les  évolutions  autour  du  point  critique,  nécessaires  pour  permettre  la 
permutation  future  de  deux  valeurs  de  y,  le  point  [x,  y],  construit 
comme  je  le  construis^  aura  passé  sur  la  conjuguée  qui  contient  le 
point  qui^  dans  mon  système,  correspond  au  point  critique  de  M.  Cau- 
chy. Le  théorème  de  M.  Cauchy  revient  donc  à  dire  que  les  m  points 
d'un  même  lieu  /  (a:,  y)  =  0,  qui  ont  même  abscisse,  sont  à  chaque 
instant  séparés  les  uns  des  autres  par  une  ou  plusieurs  des  conjuguées  qui 
passent  par  les  points  critiques.  Cette  démonstration  n'est  sans  doute 
pas  assez  positive  pour  qu'il  soit  certain  que  l'énoncé  du  fait  ne  doive 
subir  aucune  modification.  Mais  le  fait  restera  certainement. 

J'avais  consacré  au  travail  que  je  viens  d'analyser  une  partie  de 
Tannée  1856.  J'étais  déjà  d'ailleurs  en  possession  de  plusieurs  rectifica- 
tions à  faire  à  l'énoncé  de  la  condition  de  convergence  d«  la  série  de 
Taylor,  et  je  pensais  pouvoir  résoudre  les  autres  questions  qui  me 
préoccupaient  à  son  sujet.  Je  me  préparai  à  ouvrir  une  nouvelle  cam- 
pagne. 

Mais  il  me  fallait  d'abord  revenir  en  arrière,  car  j'ai  toujours  tenu  à 
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ce  que  Tordre  de  mes  publications  restât  conforme  à  Tordre  naturel  des 
questions  traitées  et  j'ai  souvent  différé  la  publication  d*un  mémoire 
que  d'autres  devaient  précéder,  mais  où  je  me  trouvais  arrêté. 

Je  n*avàis  dans  mon  mémoire  de  i8o3^  envisagé,  au  point  de  vue  de 
leurs  périodes,  que  les  intégrales  simples  et  doubles.  Mais  le  procédé 
qui  m'avait  réussf  pour  passer  des  intégrales  simples  aux  intégrales 
doubles  était  de  nature  à  pouvoir  servir  d'une  manière  générale  à  passer 
des  intégrales  d'ordre  m  aux  intégrales  d'ordre  (m  +  i);  il  n'y  avait  qu'à 
le  mettre  en  œuvre  et  je  sentais  que  j'y  réussirais. 

Mais  je  crus  bon,  pour  remettre  mon  esprit  à  une  allure  convenable, 
de  commencer  par  compléter  la  théorie  des  intégrales  doubles. 

La  difficulté  était  plus  considérable  que  je  ne  Tavais  cru  d'abord,  et 
je  ne  la  levai  pas  encore  entièrement  cette  fois. 

La  première  question  qui  se  présentait  était  de  définir  une  intégrale 
double  d'une  façon  applicable  à  tous  les  cas  et  d'en  assigner  les  limites. 
Celle-là  pouvait  se  résoudre  de  la  manière  suivante  à  laquelle  je  m'ar- 
rêtai alors. 

Les  limites  'd^  l'intégrale  pourraient  être  deux  courbes  fermées,  tra- 
cées sur  la  surface  dont  z  serait  la  fonction  de  x  et  de  y,  explicite  on 

implicite,  placée  sous  le  signe  / ,  ou,  plutôt,  deux  courbes  fermées  dont 

les  coordonnées,  réelles  ou  imaginaires,  satisferaient  ^  Téquation  de 
cette  surface  ;  et. le  mode  de  génération  de  l'intégrale  serait  réglé  par  le 
mouvement  d'une  courbe  mobile  qui  se  déplacerait,  en  se  déformant 
suivant  une  certaine  loi,  de  manière  à  passer  de  la  courbe  formant  la  li- 
mite inférieure  à  la  courbe  formant  la  limite  supérieure. 

Soit  f{x^  y,  z]  =  0  Téquation  qui  définit  la  fonction  z  placée  sous  le 
signe  d'intégration,  les  parties  a  et  ^,  a'  et  ^',  a'^  et  ^'^  de  Xy  y  eX  z  étant 
assujetties  aux  conditions  dans  lesquelles  se  décompose 

/•(«  +^  y/ZT,  a'  +  p'  ^\,  «"  +  p"  V'^  =  0, 

pour  définir  une  courbe  tracée  sur  le  lieu,  il  faudrait  ajouter  trois 
équations  à  ces  deux-là.  Si  ces  trois  équations  contenaient  un  paramètre 
arbitraire  a,  les  cinq  équations,  pour  chaque  valeur  de  a,  représente- 
raient une  courbe  tracée  ^r  la  surface,  et  si  a  variait  d'une  manière 
continue,  la  courbe  en  question  décrirait  une  partie  du  lieu,  partie 
dont  les  limites,  et  par  suite  celles  de  Tintégrale^  correspondraient  aux 
valeurs  extrêmes  de  a. 

Dans  cette  hypothèse,  on  pouvait  supposer  successivement  que  la 
courbe  mobile  parcourût  la  surface  réelle,  une  seule  conjuguée,  des 
conjuguées  ayant  leurs  cordes  réelles  parallèles  à  un  même  plan  et  sur 
lesquelles  elle  passerait  successivement,  des  conjuguées  ayant  leurs 
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cordes  réelles  parallèles  à  toutes  sortes  de  directions,  mais  sur  lesquelles 
elle  passerait  encore  successivement,  sans  cesser  jamais  de  se  trouver 
entièrement  contenue  sur  une  d'elles;  enfin  on  devait  examiner  le 
cas  où  la  courbe  mobile  se  trouverait  à  chaque  instant  composée  de 
points  appartenant  à  toutes  sortes  de  conjuguées  dçnt  les  caractéris- 
tiques varieraient  d'une  manière  continue  avec  les  positions  de  ces 
points. 

Dans  le  premier  cas,  l'intégrale  représentait  naturellement  le  volume 
compris  entre  le  plan  des  xy^  la  portion  de  la  surface  réelle  décrite 
par  la  courbe  mobile  et  le  cylindre  projetant  cette  courbe  sur  le  plan 
des  xy. 

Dans  le  second  cas,  l'intégrale  s'interprétait  tout  aussi  aisément  par 
rapport  à  la  conjuguée  contenant  1^  courbe  mobile;  seulement  le  cy- 
lindre enveloppant  le  volume  considéré  ayant  alors  ses  génératrices  pa- 
rallèles aux  cordes  réelles  de  Vl  conjuguée  en  question,  il  faudrait 
<ijouter  à  ce  volume  la  valeur  de  l'intégrale  simple  construite  de  manière 
ù  représenter,  si  la  courbe  mobile  était  réelle,  la  différ^ce  entre  les 
volumes  du  cylindre  précédent  et  de  celui  qui  projetterait  la  courbe 
mobile  sur  le  plan  des  xy,  parallèlement  à  l'axe  des  z. 

Dans  le  troisième  cas,  l'intégrale  se  compose  à  chaque  instant,  sauf 
•des  parties  complémentaires,  représentées  par  des  intégrales  simples, 
analogues  à  celle  dont  il  vient  d'être  question,  du  volume  correspondant 
à  la  portion  de  l'aire  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  la  limite  in- 
férieure, comprise  entre  cette  limite  inférieure  et  la  courbe  de  contact 
de  cette  conjuguée  avec  la  surface  réelle;  du  volume  correspondante 
la  portion  de  la  surface  réelle  comprise  entre  la  courbe  de  contact 
dont  il  vient  d'être  parlé  et  la  courbe  de  contact  de  la  môme  surface 
réelle  avec  la  conjuguée  à  laquelle  appartient  la  limite  supérieure  mo- 
bile; enûn  du  volume  correspondant  à  la  portion  de  la  conjuguée  à 
laquelle  appartient  la  limite  supérieure  comprise  entre  la  courbe  de 
contact  de  cette  conjuguée  avec  la  surface  réelle  et  la  liniite  supérieure. 
C'est  du  moins  l'interprétation  qu'on  peut  donner  de  l'intégrale 
lorsque  la  figure  s'y  prête,  car  si  les  courbes  de  contact  de  la  surface 
réelle  avec  ses  conjuguées  étaient  illimitées,  ce  mode  d'interprétation  ne 
conviendrait  plus  et  il  en  serait  k  plus  forte  raison  de  même,  si  les  con- 
juguées sur  lesquelles  se  mouvrait  la  courbe  mobile  ne  touchaient  plus 
la  surface  réelle. 

Quant  au  dernier  cas,  qui  à  la  vérité  ne  présente  aucun  intérêt  au 
point  de  vue  géométrique,  l'interprétation  que  l'intégrale  eût  pu  alors 
comporter  était  trop  compliquée  pour  être  d'uneutilité  pratique. 

La  question  n'était  donc  pas  complètement  résolue.  D'ailleurs  je  ne 
m'étais  pas  même  préoccupé  d'étendre  aux  intégrales  doubles  le  théo- 
rème de  l'indépendance  de  Tintégrale  envers  le  chemin,  les  limites 
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restant  les  mêmes,  théorème  que  j'avais  jusque-là  admis, d'après  Cauchy, 
pour  les  intégrales  simples. 

Toutefois  rinterprétàtion  de  l'intégrale  double,  dans  les  cas  simples 
énoncés  plus  haut,  permettait  de  concevoir  la  génération  des  périodes 
réelles  ou  imaginaires  dans  des  conditions  bien  plus  générales  que 
celles  que  j'avais  considérées  d'abord,et  cela  me  suffisait  pour  le  moment. 

La  théorie  des  intégrales  doubles  étant  ainsi  à  peu  près  complétée,  je 
me  mis  immédiatement  à  celle  des  intégrales  d'ordre  quelconque,  mais 
sans  autre  but  que  d'en  déterminer  les  péiiodes. 

Je  reconnus  aisément  que  les  sommes  d'éléments  compris  dans  la 
formule 

2nF(x,y,...)rf,rrfy... 

resteraient  les  mêmes,  pour  tous  les  systèmes  fermés  de  [toutes  parts, 
de  valeurs  de  x,  y...,  F,  dans  lesquels  les  parties  imaginaires  de  x,  y...,  F 

seraient  comme  des  nombres  donnés  G^,  G,...  Cn  +  i^  quelles  que  fus- 
sent ces  constantes*  C'était  tout  ce  que  je  voulais  savoir. 

Si  l'ensemble  des  solutions  réelles  de  l'équation  qui  déterminait  F 
était  limité  de  toutes  parts,  l'intégrale  aurait  pour  période  réelle  sa  va- 
leur définie  correspondant  à  cet  ensemble  de  valeurs  réelles,  et  si  la 
même  équation  comportait  des  systèmes  fermés  de  toutes  parts,  de  solu- 
tions imaginaires  ayant  leurs  caractéristiques  variables  entre  certaines 
limites,  la  valeur  constante  de  l'intégrale  définie,  correspondant  à  un 
de  ces  systèmes,  serait  une  période  imaginaire  de  cette  intégrale. 

!1  s'agissait  d'abord  de  produire  ce  dernier  travail. 

J'avais  <été  pendant  quelque  temps  chargé  de  la  direction  du  journal 
la  Science,  après  la  retraite  de  M.  Blum,  et  j'avais  eu  alors  le  plaisir  de 
rendre  quelques  services  à  M.  Boutigny  d'Évreux,  dont  les  recherches 
sur  les  corps  à  l'état  sphéroïdal  m'avaient  séduit  et  me  paraissent  en- 
core donner  la  set  le  explication  admissible  des  explosions  foudroyantes 
des  chaudières  à  vapeur.  J'étais  resté  en  relations  avec  ce  savant  aussi 
modeste  que  distingué,  et  comme  il  voyait  souvent  M.  Babinet,  il  me 
mena  chez  lui.  Je  n'ai  pas  besoin  de  dire  que  je  trouvai  le  plus  grand 
charme  à  la  conversation  de  cet  homme  d'esprit.  Je  retournai  le  voir 
de  temps  en  temps  et  je  fus  ainsi  amené  à  le  prier  de  se  charger  de  pré- 
seiiiter  à  l'Académie  des  sciences  mon  mémoire  sur  les  périodes  des  in- 
.tég^ales  .d'ordre  quelconque. 

M.  Babinet  était  curieux  de  toutes  choses,  même  d'imaginaires.  Avant 
de  se  faire  à  moi,  il  voulut  m'éprouver  et  me  proposa  quelques  petites 
questions,  assez  intéressantes  du  reste,  dont  il  avait  en  vain  cherché  et 
demandé  la  solution.  En  voici  quelques-unes  : 

m*  p.  7 
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On  fait  glisser  un  cercle  jdans  un  autre  fixe,  de  moindre  rayon,  de 
manière  que  le  plan  du  cercle  mobile  se  déplace  parallèlement  à  lui- 
même  et  que  les  deux  cercles  se  rencontrent  toujours  en  deux  points. 
On  engendre  ainsi  une  surface  qui  semblerait  devoir  être  comprise  entre 
ies  plans  qui  contiennent  le  cercle  mobile  dans  celles  de  ses  positioDs 
où  il  est  tangent  au  cercle  fixe.  Cependant,  si  on  cherche  Téquation  du 
lieu  engendré,  on  trouve  que  la  surface  est  illimitée  et  que  le  cercle 
mobile  a  continué  son  mouvement  d'une  façon  régulière,  après  avoir 
perdu  ses  guides.  M.  Babinet  voulait  d'abord  savoir  comment  la  chose 
se  pouvait,  et  en  second  lieu  comment  le  cercle  était  dirigé  dans  son 
mouvement,  lorsqu'il  ne  rencontrait  plus  le  cercle  fixe.  —  Je  lui  mon- 
trai aisément  qu'après  que  les  deux  cercles  sont  devenus  tangents,  celles 
de  leurs  hyperboles  conjuguées  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles  ^ 
la  corde  jusque-là  commune,  glissent  ensuite  l'une  dans  l'autre,  dans 
les  mêmes  conditions  que  les  deux  cercles,  dans  la  période  précédente, 
et  que  c'est  la  conjuguée  du  cercle  mobile  qui  guide  alors  le  mouve- 
ment de  ce  cercle.  Je  généralisai  ensuite  la  question  en  substituant  aux 
deux  cercles  des  courbes  quelconques,  et  je  fis  voir  à  M,  Babinet  que 
l'explication  du  fait  restait  la  même  dans  tous  les  cas. 

Si  on  donné  deux  côtés  a  et  b  d'un  triangle  avec  Tangle  A  opposé  à 
l'un  d'eux  a,  et  que  le  triangle  soit  impossible';  ou  si  l'on  donne  les 
trois  côtés  d'un  triangle  et  que  Tun  d'eux  soit  plus  grand  que  la  somme 
des  deux  autres,  on  n'en  peut  pas  moins  résoudre  le  triangle  en  appli- 
quant les  formules  de  trigonométrie.  M.  Babinet  demandait  à  quoi  se 
rapportaient  les  résultats.  Je  lui  montrai  qu'ils  se  rapportaient  aux 
triangles  qui  auraient  pour  troisième  sommet,  dans  le  premier  cas,  le 
point  de  rencontre  du  second  côlé  de  l'angle  A  avec  celle  des  hyperboles 
conjuguées  du  cercle  décrit  en  vain  de  l'extrémité  de  b,  qui  avait  ses 
cordes  réelles  parallèles  à  ce  second  côté  de  l'angle  A^  et,  dans  le  second 
cas,  le  point  de  rencontre  des  hyperboles  conjuguées  des  deux  cercles 
décrits  en  vain,  qui  avaient  leurs  cordes' réelles  perpendiculaires  à  la  ligne 
de  leurs  centres.  Et  je  lui  fis  voir  par  surcroît  que  si  l'on  calculait  dans 
l'un  ou  dans  l'autre  cas,  à  l'aide  des  formules  trigonométriques,  la  sur- 
face du  triangle  proposé,  on  obtiendrait  au  facteur  \/ —  1  près  la  sur- 
face même  du  triangle  construit  par  les  intersections  hyperboliques. 

Là-dessus  M.  Babinet  prit  mon  manuscrit  et  le  porta  à  l'Académie 
des  sciences.  La  présentation  eut  lieu  dans  la  séance  du  12  avril  1858. 

Voici  l'extrait  qui  parut  dans  le  Compte  rendu.  J'en  ai  seulement  re- 
tranché quelques  longueurs. 


.Li_ 
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NOTE   RELATIVE    AUX  PÉRIODES  d'uNE  INTÉGRALE  d'oRDRB 

QUELCONQUE. 

(f  MM.  Gauchy  et  Sturm  ont  présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  dans 

» 

]a  séance  du  8  mai  1854,  un  Rapport  d'oîi  il  résulte  que,  dans  un  Mé- 
moire déposé  par  moi  le  7  mars  1853,  j'ai  démontré  entre  autres  choses 
les  théorèmes  suivants  : 

((  1  ^  Si  Ton  réunit  en  un  seul  groupe  toutes  les  solutions  imaginaires 
d'une  môme  équation  f{Xy  y)  =  0,  où  le  rapport  des  parties  imagi- 
naires de  ^  et  de  x  serait  constant,  G,  et  qu'on  construise  la  courbe 
dont  les  points  auraient  pour  coordonnées  les  valeurs  trouvées  pour 

y  et  X,  mais  dans  lesquelles  y—i  aurait  été  remplacé  par  1  :  cette 
courbe  variera  de  position  et  de  forme  avec  G,  mais  si,  outre  d'au- 
tres branches,  elle  présente  un  anneau  fermé,  compris  entre  deux 
branches  de  la  courbe  réelle,  la  surface  comprise  dans  CQt  anneau  ne 

dépendra  pas  de  G,  et  multipliée  par  y —  1  elle  donnera  l'une  des  pé- 
riodes imaginaires  de  l'intégrale  ^  ydx. 

a  2*  Si  l'on  réunit  toutes  les  solutions  imaginaires  d'une  même  équa- 
tion f{x,  y,  z)  =0,  oîi  les  rapports  des  parties  imaginaires  de  z  et  de  x, 
de  z  et  de  y,  seraient  constants,  G  et  G',  et  qu'on  construise  la  surface 
dont  les  points  auraient  pour  coordonnées  les  valeurs  trouvées  pour 

X,  y  et  5,  mais  dans  lesquelles  V —  1  aurait  été  remplacé  par  1,  cette 
surface  variera  de  position  et  de  forme  avec  G  et  G',  mais  si,  outre  d'au- 
tres, nappes,  elle  se  compose  d'une  surface  fermée  de  toutes  parts,  le 
volume  enveloppé  par  cette  surface  sera  constant,  c'est-à-dire  ne  dé- 
pendra de  G  ni  de  G',  et  le  produit  de  ce  volume  par  \/ —  i  sera  l'une 
des  périodes  imag\paires  de  l'intégrale  ^z  dx  dy. 

«  Des  considérations  géométriques  simples  rendent  raison  de  ces 
faits.  Mais  les  démonstrations  que  j'ai  proposées  ne  pourraient  pas  être 
reproduites  pour  les  intégrales  d'ordre  supérieur  au  second,  intégrales 
dont  je  ne  m'étais  en  effet  pas  occupé. 

(I  Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'établir,  relativement  à  une  inté- 
grale de  l'ordre  n  d'une  fonction  d'autant  de  variables  x,  y^z^.,,^  u,  t^ 

J^  ¥{x,y,z^...Ujf)dx.dy.dz...du.dt, 

que  si  l'on  groupe  les  solutions  imaginaires  de  l'équation  qui  donne 
implicitement  la  fonction  F^  en  réunissant  toutes  celles  oîi  les  parties 
imaginaires  de  x,  y,  z,...,  u,  t,  F  seraient  comme  des  nombres  constants 
Cj,  G,,...,Grt,  Cn+i,  et  que  dans  chaque  système  il  existe  un  ensemble  de 


t 
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solutions  continues  ,  fermé  de  toutes  parts,  qui  sera  d'ailleurs  limité 
par  des  solutions  réelles,  la  valeur  de  l'intégrale  prise  dans  rintérieur 
de  ces  limites  sera  une  quantité  constante,  qui  fournira  Tune  des  pé- 
riodes imaginaires  de  l'intégrale  générale. 

((  La  recherche  d'une  intégrale  composée,  lorsque  les  variables  dont 
elle  dépend  ne  doivent  prendre  que  des  valeurs  réelles,  peut  se  rame- 
ner à  des  intégrations  successives  sans  préparation  préalable;  mais,il 
n'en  est  plus  de  même  lorsque  ces  variables  doivent  passer  par  des  va- 
leurs imaginaires. 

«  Dans  ce  cas,  pour  définir  l'intégrale  dont  on  veut  s'occuper,  comme 
chaque  variable  imaginaire  en  représente  en  réalité  deux,  il  faut  d'abord 
réduire  le  nombre  des  variables  vraiment  distinctes  à  l'ordre  de  l'inté- 
grale qu'on  veut  former,  c'est-à-dire  lier  entre  elles  les  parties  réelles 
et  imaginaires  des  variables  dont  dépend  la  fonction  placée  sous  le 
signe  somm£^toire,  par  des  relations  en  nombre  suffisant  pour  que  celles 
de  ces  parties,  qu'on  pourra  alors  considérer  comme  indépendantes, 
soient  en  nombre  égal  à  celui  qui  représente  l'ordre  de  l'intégrale. 

«  Ces  dispositions  prises,  on  ne  pourrait  généraJement  plus  faire 
varier  séparément  et  successivement  entre  leurs  limites  respectives  les 
variables  dont  dépendait  l'intégrale.  Les  éléments  qu'on  engendrerait 
ainsi  n'appartiendraient  plus  à  la  somme  qu'on  voulait  former. 

((  Pour  ramener  à  des  intégrations  successives  la  formation  de  l'inté- 
grale proposée,  il  faudra  substituer  des  variables  réelles  aux  variables 
imaginaires  dont  elle  dépendait  d'abord. 

a  Une  pareille  transformation  est  toujours  possible,  puisqu'on  pour- 
rait en  tout  cas  prendre  pour  nouvelles  variables  les  parties  réelles  ou 

affectées  du  signe  y — 1  des  variables  primitives;  maïs  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  le  changement  de  variables  se  fera  plus  aisément. 

u  Si  les  parties  imaginaires  de  x,  y,  z,...,  u,  t,  F  doivent  être  comme 
Gj,  C,,...,  Gn— 1,  Cn,  Cn'^.i  i  cu  posaut 

^=x-^y,   y'=y-^V..,    u'=u^^c,  f=t-^l    I 

les  nouvelles  variables  indépendantes  x',  y\  2',...,  «*',  f'  seront  devenues 
toutes  réelles,  et  l'intégrale  proposée  pourra  s'écrire 

jdx'jdy'JdT!, . . .  Jdu'JY,  [a/,  j/,  a', . . .  t*',  i)d  t, 
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les  limites  de  chaque  intégration  devant  être  déterminées  par  ces  con- 
ditions que  la  yariable  indépendante  et  la  variable  dépendante  y  soient 
réelles. 

((  Gela  posé,  nous  avons  à  démontrer  que  l'intégrale  resterait  la  même, 
quelques  valeurs  qu'on  donnât  à  G^,  G,....,  G^,  Gn+i*  H  suffira  pour 
cela  de  faire  voir  qu'on  pourrait  faire  varier  arbitrairement  l'un  de  ces 
coefficients  caractéristiques,  Gn  par  exemple. 

«  Or,  le  premier  des  théorèmes  que  nous  avons  rappelés  ne  signifie 
autre  chose^  si  ce  n*est  que  la  valeur  d'une  intégrale  simple  prise  entre 
des  limites  où  la  variable  et  la  fonction  sont  réelles,  a  sa  partie  imagi- 
naire formée  par  addition  ou  soustraction  des  termes  de  progressions 
par  différence  dont  les  raisons  seraient  les  moitiés  des  diverses  périodes 
imaginaires  de  cette  intégrale  ;  de  telle  sorte  que  si  les  limites  varient 
infiniment  peu,  ainsi  que  les  valeurs  intermédiaires  des  variables, 
pourvu  que  la  fonction  et  la  variable  à  leurs  limites  restent  réelles,  la 
partie  imaginaire  de  l'intégrale  ne  varie  pas. 

«  Imaginons  donc  que  nous  ayons  remplacé  les  variables  x,  y,  z,...,  m, 
seulement,  par  leurs  correspondantes  x\  y',  z',...,  u\  et  que  nous  ayons 

donné  à:^,  y' ,  z',...,  w'  des  valeurs  fixes  :  l'intégrale  ^  Fdi,  prise  entre 

des  limites  réelles,  d'ailleurs  quelconques,  par  rapport  à  ^  et  à  F,  aura 

Cn 

pour  partie  imaginaire  une  quantité  indépendante  de  - — ,  qui  sera  par 

conséquent  toujours  la  même  fonction  de  x\  y\  z',...,  u'.  Gela  posé, 
cette  fonction  G  étant  trouvée,  l'intégrale  cherchée, 

2  f  (dx'dy'fdz'. . ,   fcrfu', 

que  Ton  obtiendra  en  prenant  pour  limites  de  chaque  intégration  les 
valeurs  de  la  variable  dont  la  différentielle  entre  sous  le  signe  /  ,  pour 
lesquelles  l'intégrale  précédente  serait  nulle,  ne  dépendra  évidemment 

pas  de  r; — .  » 

tin+1 
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Ce  furent  MM.  Lamé  et  Hermite  qui  furent  nommés  commissaires 
pour  examiner  mon  travail,  mais  je  ne  comptais  pas  leur  demander  de 
rapport,  je  me  réservais  pour  la  série  de  Taylor. 

Aussitôt  cette  affaire  terminée,  je  me  mis  à  la  rédaction  de  ma  mé- 
thode pour  suivre  dans  leurs  variations  les  valeurs  d'une  fonction  mul- 
tiple définie  par  une  équation  algébrique  entière. 

Lorsque  ce  fut  fait,  craignant  d'abuser  de  la  complaisance  de  M.  Ba- 
binet,  j'écrivis  au  président  de  l'Académie  pour  demander  la  parole 
pour  une  communication.  M.  de  Sénarmont,  qui  était  alors  président, 
me  l'accorda  gracieusement  dès  la  séance  suivante,  le  26  juillet  1858. 

Voici  l'extrait  que  je  remis  pour  le  compte  rendu.  J'en  ai,  comme  du 
précédent,  retranché  quelques  longueurs. 
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NOTE   SUR  lA   MARCHE  DES    VALEURS    d'uNE  FONCTION    IMPLICITE 
DÉFINIE   PAR  UNE    ÉQUATION   ALGÉBRIQUE. 

«  Lorsqu'une  fonction  peut  prendre  plusieurs  valeurs  pour  une  même 
valeur  de  la  variable  dont  elle  dépend,  mais  que  cependant  il  ne  cor- 
respond à  chaque  couple  de  valeurs  de  la  variable  et  de  la  fonction 
qu'une  seule  valeur  de  la  dérivée  de  la  fonction,  les  deux  variables  par- 
tant de  valeurs  initiales  déterminées,  si  elles  sont  d'ailleurs  assujetties 
à  varier  d'une  manière  continue,  deviennent  des  fonctions  bien  déter- 
minées Tune  de  l'autre  ;  en  sorte  que,  si  la  marche  de  la  variable  a  été 
fixée,  on  peut  se  proposer  de  rechercher  ce  que  sera  devenue  la  fonc- 
tion, lorsque  la  variable  aura  passé  de  sa  valeur  initiale  à  une  autre  va- 
leur quelconque,  en  suivant  le  chemin  convenu.  , 

«  Cette  question^  qui  a  été  d'abord  posée  et  traitée  par  M.  Cauchy, 
n'a  jamais,  depuis,  été  soumise  à  une  autre  méthode  que  celle  qu'avait 
proposée  l'illustre  maître. 

«  Cette  méthode,  cependant,  ne  paraît  pas  pouvoir  s'adapter  ^  l'é 
tude  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  elle  ne  conduit  qu*à  une  solu- 
tion trës-imparfaite  de  la  question  lorsque  le  chemin  décrit  par  la  va- 
riable indépendante  n'est  pas  fermé;  enfin  elle  paraît  attribuer  une 
importance  trop  considérable  aux  points  qui  ont  pour  affixes  les  va- 
leurs de  la  variable  pour  lesquelles  la  dérivée  de  la  fonction  devient 
infinie.  Ces  points  se  distinguent  des  autres  par  un  «caractère  analytique 
saillant,  mais  actuel  et  subjectif;  ils  n'ont  de  remarquable  que  d'appar- 
tenir, en  raison  de  la  position  du  point  où  Ton  s'est  placé  pour  voir,  au 
contour  apparent  du  phénomène  dont  Téquation  qu'on  étudie  traduit 
la  loi.  Je  me  suis  proposé  d'étudier  la  question  par  une  méthode  plus 
directe  :  j'ai  traité  d'abord  le  cas  où  l'équation  proposée  ne'  serait  que 
du  second  degré  par  rapport  à  la  fonction,  parce  que  ce  cas  se  ren- 
contre le  plus  fréquemment  dans  la  pratique,  qu'il  ne  présente  aucune 
difficulté  d'aucun  genre  et  que  la  solution  qu'il  comporte  permet  de 
préjuger  celle  qiji  convient  aux  autres  cas. 

c  Soit  la  fonction  y  =  Pd:Vo>  P  et  Q  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  x  :  il  est  évident  que  les  deux  valeurs  de  y  ne  pourront  se  per- 
muter que  lorsque  les  deux  parties  réelle  et  imaginaire  de  y  —  P  auront 
successivement  changé  désigne  en  passant  par  zéro,  puisqu'on  ne  donne 
pas  à  x  de  valeur  qui  annulerait  Q  ou  le  rendrait  infini.  Or  la  partie 
réelle  de  y  —  P  né  peut  s'annuler  que  lorsque  x  prend  une  valeur  réelle 
qui  rende  Q  négatif,  et  sa  partie  imaginaire  ne  peut  s'annuler  que  lors- 
que X  prend  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  qui  rende.Q  positif;  on  ne 
peut  donc  avoir  à  se  préoccuper  que  des  passages  de  x  par  ces  trois 
genres  de  valeurs. 
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«  On  discute  ainsi,  sans  recourir  au  développement  de  la  fonction  en 
série,  toutes  les  équations  qui  ne  la  contiennent  qu'au  second  degré. 

((  La  même  méthode  pourrait  être  étendue  aux  équations  de  degré 
supérieur,  car  deux  valeurs  conjuguées  de  y  ne.  pourront  se  permuter 
l'une  dans  l'autre  qu'autant  que  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  leur 
demi-diflérence  auront  successivement  changé  de  signe  en  passant  par 
zéro,  c'est-à-dire,  en  désignant  par  z  cette  demi-différence,  qu'autant 
que  le  point  [x,z\  aura  successivement, d'une  part,  traversé  la  conjuguée 
G  =  00  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  serait  2,  et  de  l'autre,  soit  passé 
sur  cette  courbe  en  la  rasant,  soit  traversé  sa  conjuguée  G  =  0. 

«  Les  passages  des  deux  premiers  genres  correspondent  à  des  passages 
du  point[j:,y]  sur  la  conjuguée  G  =  00  de  la  courbe  proposée  ou  sur  cette 
courbe  elle-même,  mais  les  passages  du  point  [x,z]  sur  la  conjuguée 
G  =  0  (de  la  courbe  dont  l'ordonnée  serait  2,  ne  pourraient  être  obser- 
vés qu'autant  qu'on  connaîtrait  l'équation  en  z,  et  il  serait  illusoire, 
dans  la  plupart  des  cas,  de  proposer  de  rechercher  cette  équation. 

«  Pour  lever  les  dernières  difficultés  que  comporte  la  question,  on 
suivra  de  proche  en  proche  la  marche  de  chacun  des  points  [j;,^]  sur  les 
conjuguées  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  proposée. 

«  Les  conjuguées  qui  touchent  la  courbe  en  ses  points  singuliers  sont 
habituellement  les  limites  de  portions  du  plan  occupées  par  dBs  caté- 
gories différentes  de  conjuguées  ;  les  passages  du  point  mobile  [x,y\  sur 
ces  conjuguées  devront  donc  être  relevés  avec  soin,  pour  qu'on  sache 
toujours  à  quelle  catégorie  appartiennent  les  conjuguées  sur  lesquelles 
le  point  [x,  y]  s'est  transporté. 

0  Les  points  de  contact  des  diverses  conjuguées  avec  leurs  deux  en- 
veloppes réelle  et  imaginaire  les  séparent  en  branches  différentes;  les 
passages  du  point  mobile  [_x,y]  sur  l'une  ou  l'autre  enveloppe  devront 
donc  aussi  être  observés  avec  attention,  pour  qu'on  sache  toujours  sur 
quelle  branche  de  la  conjuguée  à  laquelle  il  appartient,  se  trouve  le 
point  nlobile.  Je  montre  qu'il  sera  toujours  facile  à  èhaque  passage  de 
savoir  s'il  a  changé  ou  non  de  branche. 

(c  J'ai  discuté  de  cette  manière  l'équation  y^  —  a*y  +  a*j:  =  0.  » 
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M.  de  Sénarmont  désigna  comme  commissaires  MM.  Ltouville,  Lamé 
et  Hermite. 

Je  commençais  à  y  voir  un  peu  plus  clair  dans  la  théorie  de  la  série 
de  Taylor.  J'étais  déjà  certain  que  la  convergence  de  cette  série  ne 
pouvait  pas  être  arrêtée  par  un  point  multiple  oh  les  dérivées  des  di- 
verses valeurs  momentanément  égales  de  la  fonction  se  sépareraient  à 
un  ordre  suffisamment  élevé. 

J'étais  arrivé  à  cette  conclusion  en  remarquant  qu'une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  est  convergente  ou 
divergente  en  même  temps  que  toutes  ses  dérivées  et  intégrales,  sauf, 
bien  entendu,  le  cas  douteux  où  le  rapport  des  modules  de  deux  termes 
consécutifs  tendrait  vers  1. 

Il  en  résultait  immédiatement  en  effet  que,  si  le  développement  de  la 
fonction  était  arrêté  en  un  point  où  ses  dérivées  se  séparassent  à  partir 
d'un  certain  ordre,  les  dérivées  d'ordres  supérieurs  de  cette  fonction 
cesseraient  d'être  développables  alors  qu'on  n'aurait  rencontré  aucun 
point  critique  relativement  à  elles,  ce  qui  eût  renversé  toute  la  théorie. 

Au  reste  l'hypothèse  était  encore  plus  absurde  à  un  autre  point  de 
vue  :  car  en  admettant  que  le  développement  de  l'ordonnée  fût  arrêté 
par  un  point  multiple  où  les  tangentes  se  trouvassent  distinctes,  le  pé- 
rimètre de  la  région  de  convergence  passerait  par  ce  point,  et  quelle  que 
fût  celle  des  branches  qui  s'y  rejoindraient  à  laquelle  on  le  supposât 
tangent,  il  couperait  toutes  les  autres  de  sorte  que  chacune  de  ces  autres 
branches  aurait,  comme  la  première,  un  arc  plus  ou  moins  étendu 
compris  dans  la  région  de  convergence,  et  qu'ainsi  la  série,  qui  n'a  ja- 
mais qu'une  valeur,  représenterait  à  la  fois  les  ordonnées  de  toutes  les 
branches  qui  iraient  concourir  au  point  multiple. 

Ainsi  l'empêchement  qu'on  supposait  devoir  exister  au  delà  du  point 
multiple  se  présenterait  déjà  en  deçà.  L'hypothèse  était  donc  absurde  : 
les  points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  finiraient  par  se  sé- 
parer ne  devaient  pas  être  conservés  au  nombre  des  points  critiques,  la 
série  les  traverserait  sans  embarras,  comme  j'avais  déjà  été  amené  à  le 
supposer,  en  rétablissant  la  notion  vraie  de  la  continuité,  et  la  fonction 
représentée  par  la  série  ressortirait  du  point  multiple  avec  une  valeur 
dont  les  dérivées  d'ordres  assez  élevés  fussent  en  continuité  avec  celles 
qu'elles  avaient  auparavant. 

D'un  autre  côté,  en  suivant  la  marche  des  fonctions  y  définies  par 
les  équations 


—  106  — 

et 

y*  —  3axy  -f-  ^  =  0, 

j'avais  eu  plusieurs  occasions  de  constater  que,  pour  pouvoir  se  rendre 
d'un  point  de  départ 

yo  =  «o  +  ^'aV^ 


à  un  point  critique 


Xn  =  an-\-  bn  \/—  i 
yn  =  dn  +  b'n\f^i. 


il  était  souvent  nécessaire  que  le  point  mobile  [x^  y]  allât  prendre  son 
passage  au  delà  d'un  autre  point  critique 

Xp^^Qp  -j-  hp  y —  1 
yp  =  a'p-\'b'p\l^i, 

tel  que  le  module  de  ^ 

« 

dépassât  celui  de 

et  j'en  concluais  d'une  façon  certaine  que  la  convergence  du  développe- 
ment, à  partir  du  point  [x^,  yj,  ne  pouvait  pas  être  arrêtée  parle  point 
\Xny  ^n],  puisque  pour  pouvoir  conduire  près  de  ce  point  il  eût  fallu  que 
la  série  pût  conduire  au  delà  du  point  [xp^  yp],  ce  qui  était  impossible. 
Gela  étant,  la  règle  de  Gaucby  était  fausse,  le  développement  n'était  pas 
toujours  arrêté  par  le  point  critique  le  plus  voisin  du  point  de  départ. 

Je  ne  savais  pas  encore  si  je  pourrais  déterminer  dans cbaque  exemple 
la  véritable  limite  de  la  région  de  convergence  ;  je  ne  savais  pas  davan- 
tage si  je  pourrais  caractériser  la  valeur  de  y  que  donnerait  la  série, 
autrement  qu'en  disant  avec  M.  Puiseux  que  c'était  celle  qui  était  partie 
du  point  de  départ,  mais  j'entrevoyais  déjà  la  possibilité  de  résoudre  ces 
deux  questions,  au  moins  dans  quelques  cas  particuliers. 

Cela  étant,  je  songeai  à  publier  ce  qui  était  fait  <iéjà  et  ce  que  je 
pourrais  faire  encore. 

Trouver  un  éditeur,  ce  problème  ne  promettait  que  des  solutions 
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imaginaires.  Faire  moi-même  les  frais  de  l'impression,  il  y  avait  incom- 
patibilité. D'un  autre  côté,  je  ne  voulais  plus  rien  demander  au  journal 
de  l'École  polytechnique.  Je  m'adressai  à  M.  Liouville  par  un  petit 
mot  dont  je  n'ai  pas  gardé  copie. 

M.  Liouville  fit  mieux  que  de  me  répondre,  il  me  fit  Thonneur  de 
venir  chez  moi,  la  veille  de  son  départ  pour  Toul,  et,  ne  m'ayant  pas 
trouvé,  dit  à  ma  femme  de  me  dire  de  préparer  mon  travail  pendant  les 
vacances  et  qu'il  l'insérerait  dans  son  journal  après  la  rentrée  (1857). 

Je  prenais  moi-même  des  vacances  pour  la  première  fois  cette  année. 

A  la  rentrée,  j'avais  d'avance  trois  articles  pour  M.  Liouville.  Le  pre- 
mier contenant  un  résumé  succinct  de  mon  premier  ouvrage,  résumé 
indispensable  à  l'intelligence  de  ce-  qui  suivrait  ;  le  second  relatif  aux 
périodes  des  intégrales  simples,  et  le  troisième  à  la  théorie  des  intégrales 
doubles.  Pendant  le  temps  nécessaire  à  leur  publication^  je  préparerais 
les  suivants. 

La  publication  de  mes  mémoires  dans  le  journal  de  M.  Liouville  con- 
tinua effectivement  à  raison  d'un  par  mois  ou  par  couple  de  mois. 

Bour  fut  appelé  à  l'École  polytechnique,  en  qualité  de  répétiteur  de 
géométrie  descriptive,  au  commencement  de  1858.  Il  suivait  mes  tra- 
vaux avec  intérêt.  Lorsqu'il  fut  nommé,  l'année  suivante,  professeur  de 
mécanique,  il  fallut  le  remplacer  comme  répétiteur  de  géométrie  des- 
criptive. 11  me  proposala  candidature  à  cette  place  et  m'appuya  chaleu- 
reusement dans  le  Conseil  des  études,  ainsi  que  M.  Lamé,  mais  je  ne  fus 
pas  choisi.  Du  reste,  mon  concurrent,  M.  Rouché,  s'était  plus  occupé 
que  moi  de  géométrie  descriptive. 

Cette  affaire  présenta  une  particularité  singulière  :  les  habiles,  pour 
me  faire  évincer,  imaginèrent  que  j'étais  trop  âgé  pour  la  fonction  de 
répétiteur  :  et  c'étaient  eux-mêmes  qui  avaient  tout  fait  pour  m'empê- 
cher  d'arriver  plus  tôt  I  Bour  était  furieux,  il  disait  :  «  Au  moins,  on  in- 
vente une  raison  à  laquelle  on  puisse  répondre.  »  —  De  fait,  deux  ans 
après,  j'étais  encore  assez  jeune. 

C'est  en  1859  que  parut  la  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  MM .  Briot  et  Bouquet. 

J'attendais  cet  ouvrage  avec  impatience,  depuis  qu'il  était  annoncé, 
non-seulement  pour  savoir  si  les  erreurs  de  méthode  et  de  doctrine  que 
j'avais  constatées  dans  le  mémoire  de  M.  Puiseux  seraient  maintenues, 
mais  aussi  dans  l'espérance  de  pouvoir  découvrir^  dans  une  exposition 
probablement  plus  complète  de  la  théorie  du  maître,  l'origine  de  ces 
erreurs. 

J'éprouvai  sous  les  deux  rapports  une  déception  complète. 

Les  erreurs  restaient  bien  les  mêmes,  mais  elles  n'étaient  plus  expri- 
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mées  dans  les  mêmes  termes  précis  dont  s'était  servi  M.  Paiseux.  De 
simple,  qu'il  était  auparavant,  le  galimatias  était  devenu  double.  Si  le 
langage  de  MM.  Briot  et  Bouquet  n'avait  été  picard,  on  aurait  juré  que 
l'intention  était  normande. 

J'étais  depuis  quelque  temps  déjà,  ôomme  je  l'ai  dit,  certain  que  les 
points  multiples  où  les  dérivés  de  la  fonction  finissent  par  se  séparer, 
avaient  été  rangés  à  tort  parmi  les  points  critiques.  Mais  j'en  avais  trouvé 
une  nouvelle  preuve  :  en  supposant  que  les  dérivées  de  tous  les  ordres  de 
l'ordonnée  de  la  courbe^  au  point  multiple  considéré,  restassent  toutes 
finies,  les  séries  qui  donneraient  les  ordonnées  des  diverses  brancbes  de 
cette  courbe,  développées  à  partir  du  point  multiple,  seraient  toutes 
convergentes  dans  de  certaines  limites,  or  les  intervalles  correspondant 
à  ces  limites  ne  pourraient  pas  instantanément  se  réduire  à  rien,  lors- 
qu'on déplacerait  infiniment  peu  le  point  de  départ,  lorsqu'on  change- 
rait infiniment  peu  la  valeur  initiale  de  la  variable,  le  point  multiple  se 
trouverait  donc  au  beau  milieu  de  la  nouvelle  région  de  convergence. 

Prenons  par  exemple  l'équation 


l'origine  est  un  point  double,  les  tangentes  à  la  courbe  y  sont  dirigées 
suivant  les  bissectrices  des  angles  des  axes;  l'équation  donne 

dy_    2  + Sx 

les  dérivées   suivantes  ne  contiendront  à  leurs  dénominateurs  que  le 

facteur  1  -f-^)  aucune  d'elles  ne  sera  donc  infinie  pour  j:=0;  elles 

auront  d'ailleurs  chacune  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

du 
Pour  X  =  0,   ,   :=  ih  i,  désignons  par  ±  A„  zt  A,....  les  valeurs  des 

autres  dérivées  au  même  point,  aucune  des  quantités  Aj,  A,...  n'étant 
infinie,  il  existera  pour  x  des  valeurs  d'un  module  assez  petit  pour  que 
la  série 

soit  convergente,  et  Ton  peut,  dès  lors,  affirmer  que  la  limite  supérieure 
du  module  de  a:  serai,  parce  que,  l'origine  étant  écartée,  il  ne  reste 
d'autre  point  critique  que  j?=  —  1,  y  =  0. 

Ainsi,  le  centre  même  de  la  région  de  convergence  pourrait  être  un 
point  multiple  :  il  serait  tout  aussi  facile  de  mettre  le  point  multiple 
dans  la  région  de  convergence,  partout  ailleurs  qu'au  centre  : 
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En  effet,  reprenons  la  même  équation 


>, 
et  transportons  l'origine  des  coordonnées  en  un  point  y  =  0,  j?  =  r--  ^, 
h  étant  réel,  positif  et  aussi  petit  qu'on  le  voudra  :  l'équation  de- 
viendra   

y  =  {x  —  A)  Vl  —  h-\-x, 

les  dérivées  de  la  fonction,  prises  à  la  nouvelle  origine,  auront  toujours 
chacune  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  ;  elles  différeront 
infiniment  peu  de  ce  qu'elles  étaient  à  l'ancienne  origine;  elles  seront 
donc  restées  toutes  finies,  ce  qui,  au  reste,  est  évident,  puisqu'elles  ne 
contiendront  à  leurs  dénominateurs  que  le  facteur  1  -»  A  -}-  ^  ;  1^^^ 
conséquent,  la  série 

suivant  laquelle  se  développera  y,  sera  convergente  dans  une  certaine 
limite  ;  mais,  d'un  autre  côté,  les  coefficients 

^1»     .Bj,      B„      etc., 
différant  infiniment  peu  de 

A^,       Aj,      Aj,       etc., 

les  régions  de  convergence  des  deux  séries  ne  pourront  non  plus  différer 
qu'infiniment  peu  :  en  fait,  la  région  de  convergence,  dans  le  second 
cas,  sera  limitée  au  point  correspondant  à  x  =  1  —  A,  parce  que  ce  sera 
le  seul  point  critique. 

Ainsi,  la  fonction  sera  développable  dans  un  intervalle  comprenant 
un  point  multiple. 

Il  était  du  reste  facile  de  vérifier  que  la  marche  du  point  [x,  y],  ré- 
glée par  la  série  de  Taylor,  obéirait,  au  moment  du  passage  par  le 
point  double,  aux  conditions  de  continuité,  telles  que  je  les  concevais. 

En  effet,  la  dérivée  de  la  série 


-hy/i^h+B,x+B,^  + 


étant  représentée,  dans  l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  par 

B,  +  B^  +  B,  ^  +  . . . , 
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elle  se  réduirait  sensiblement  à  B,,  pour  x  =  A,  si  A  était  suffisamment 
petit,  mais  Bj  lui-môme  différerait  infiniment  peu  de  -f  1,  et  comme 
cette  dérivée  ne  pourrait  être  que  +  1,  ou  —  1,  elle  serait  donc  rigou- 
reusement égale  à  +  ^  •  ^ 

Ainsi,  en  traversant  sa  valeur  multiple,  la  fonction  obéirait  à  la  loi  de 
continuité,  dans  ses  dérivées  de  tous  les  ordres. 

J'avais  également  fait,  et  du  reste  par  des  considérations  analogues 
aux  précédentes,  un  progrès  important  dans  la  question  de  savoir  si  la 
région  de  convergence  était  véritablement  bornée  au  point  critique  le 
plus  proche  du  point  origine,  c'est-à-dire  à  celui  des  points  critiques 
dont  l'abscisse,  retranchée  de  celle  du  point  de  départ,  donnerait  la  dif- 
férence de  moindre  module. 

Pour  mettre  l'erreur  en  évidence,  il  suffisait  de  supposer  une  courbe 
qu'une  de  ses  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  y  coupât  ailleurs  en  un 
point  simple,  et  de  prendre  ce  point  simple  pour  point  de  départ  :  la 
fonction  et  ses  dérivées  restant  toutes  finies  en  ce  point  simple,  la  série 
représentative  de  la  fonction  resterait  convergente  dans  une  certaine 
limite,  et  le  point  critiqué  serait  au  centre  delà  région  de  convergence. 
Si  on  déplaçait  ensuite  infiniment  peu  le  point  de  départ,  la  région  de 
convergence  se  déformerait  insensiblement,  et  le  point  critique  en  ques- 
tion viendrait  prendre  une  place  quelconque  dans  l'intérieur  de  cette 
région . 
La  règle  de  Cauchy  était  donc  fausse. 

Je  fis  à  cette  occasion  une  curieuse  découverte  dans  le  mémoire  de 
M.  Puiseux.  Il  avait  justement  considéré  le  cas  que  je  viens  de  supposer, 
à  propos  de  Téquation 

en  prenant  pour  x  la  valeur  initiale  2,  à  laquelle  correspondent  deux 
valeurs  égales  de  y  et  une  valeur  simple.  Il  avait  naturellement  trouvé 
que  la  valeur  simple  était  développable,  et  cependant  il  avait  maintenu 
la  règle  de  Cauchy  I 

Cela  s'explique,  ouparce  quenerepréisentant  jamais  la  fonction  et  n'en 
étudiant  pas  la  marche,  M.  Puiseux  n'avait  aucun  moyen  de  savoir  si 
X  partant  de  2  +  A,  A  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudrait,  pour  revenir 
à  2,  y  parti  de  sa  valeur  voisine  de  —  2,  qui  est  la  racine  simple  corres- 
pondant à  j?  =  2,  ne  parviendrait  pas  à  +  1 ,  qui  est  la  racine  double  ; 
ou  en  supposant  qu'il  n'eût  pas  conscience  de  la  continuité  nécessaire 
de  la  région  de  convergence,  le  point  de  départ  sedéplaçant  lui-môme 
d'une  manière  continue,  hypothèse  du  reste  assez  plausible,  car  M.  Pui- 
seux n'eût  pas  été  seul,  à  cette  époque,  à  penser  ainsi. 

Enfin,  je  commençais  à  me  rendre  nettement  compte,  du  caractère 
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commun  de  tous  les  points  vraiment  critiques  et  de  la  raison  pour 
laquelle  la  série  devenait  divergente  en  l'un  d'eux. 

L'incertitude  devait  nécessairement  subsister^à  l'un  et  à  l'autre  égard 
aussi  longtemps  qu'on  aurait  regardé  les  points  simplement  multiples,  où 
aucune  dérivée  de  la  fonction  ne  devenait  infinie^  comme  pouvant  éven- 
tuellement, selon  laplace  qu'ilsoccuperaient  par  rapportaux  autrespoints 
critiques  et  au  point  de  départ,  limiter,  dans  certains  cas,  la  région  de 
convergence. 

En  effet,  si  l'on  pouvait,  comme  l'avait  fait  M.  Puiseux,  assigner  pour 
caractère  commun  à  tous  les  points  critiques,  la  circonstance  de  l'éga- 
lité entre  plusieurs  valeurs  de  la  fonction,  car  enfin  fallait-il  bien  carac- 
tériser la  criticité  d'une  façon  uniforme,  d'un  autre  côté  il  était  impos- 
sible d'apercevoir  aucune  raison  pour  que  la  somme  des  termes  de  la 
série  dépassât  toute  limite  en  un  point  multiple,  tandis  qu'il  y  en  avait 
d'évidentes  pour  que  cela  arrivât  en  tous  les  autres  points  critiques. 

Au  contraire,  les  points  multiples  étant  écartés,  l'explication,  en  ce 
qui  concernait  les  autres,  se  présentait  d'elle-même  àPesprit. 

En  effet,  s'il  s'agissait  d'un  point  oti  la  fonction  elle-même  devînt 
infinie,  la  série  y  deviendrait  naturellement  divergente  pour  continuer 
de  représenter  encore  cette  fonction. 

Et  s'il  s'agissait  d'un  point  simple  ou  multiple,  oh  les  dérivées  de 
la  fonction  devinssent  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre,  comme  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  est  con- 
vergente ou  divergente  en  même  temps  que  toutes  ses  dérivées  et  inté- 
grales, la  série  propre  à  représenter  la  fonction  deviendrait  divergente 
par  raison  collatérale,  parce  que  l'une  de  ses  dérivées  devrait  cesser 
d'être  développable. 

Il  convient  de  remarquer  à  ce  propos,  pour  expliquer  comment  la 

série  qui  donne  y  devient  divergente  en  un  point  où  -p  est  infini, 

quoique  y  reste  fini,  que  par  série  divergente  il  faut  seulement  entendre 
une  série  où  le  rapport  des  modules  de  deux  termes  consécutifs  reste 
plus  grand  que  1,  et  non  pas  une  série  dont  les  termes  donneraient  une 
somme  infinie  ;  de  sorte  que  ce  que  la  théorie  constate,  c'est  que,  en  un 

point  où-/  devient  infini,  la  série  suivant  laquelle  se  développe  y,  pré- 
ax 

sente  ce  caractère  de  divergence  que  le  rapport  des  modules  de  deux 

termes  consécutifs  reste  plus  grand  que  I,  mais  non  pas  qtie  les  termes 

indéfiniment  prolongés  donneraient  une  somme  infinie. 

Il  est  donc  raisonnable  d'admettre  que,  dans  le  cas  où  y  doit  rester 

fini,  quand  -^  devient  infini,  la  série  qui  donne  y  reste  finie  tout  en 
dx 

étant  divergente,  le  mot  divergence  n'ayant  pas  d'ailleurs  d'autre  sens 
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que  celui  de  non-convergence,  puisque  c'est  déjà  une  condition  de  di- 
vergence que  le  module  du  terme  général  ne  tende  pas  vers  zéro, 
quoique,  par  suite  des  variations  de  signes  d'un  terme  à  Tautre,  la  somme 
dans  ce  cas  puisse  parfaitement  ne  jamais  devenir  infinie. 

Ainsi  les  points  vraiment  critiques  étaient  seulement  ceux  où  les  dé- 
rivées de*la  fonction,  à  partir  d'un  certain  ordre,  devenaient  infinies, 
l'ordre  zéro  correspondant  à  la  fonction  elle-même;  et  la  série  y  deve- 
nait divergente  soit  parce  qu'elle  eût  eu  à  représenter  une  grandeur 
infinie,  soit  parce  qu'une  de  ses  dérivées  eût  dû  dépasser  toute  limite. 

On  retombait  ainsi  sur  la  règle  admise  quarante  ans  auparavant,  et 
dont  les  travaux  de  M.  Gauchy  n^avaienteu  d'autre  efi'et  que  d'obscurcir 
l'évidence  ;  le  terrain  était  déblayé,  et  il  ne  restait  plus  qu'à  traiter  les 
deux  seules  questions  intéressantes  que  comportât  la  théorie  de  la  série 
de  Taylor,  et  dont  M.  Cauchy  n'avait  rien  dit  :  1*  déterminer,  pour 
chaque  système  de  valeurs  initiales  de  la  variable  et  de  la  fonction, 
celui  des  points  critiques  où  serait  véritablement  limitée  la  région  de 
convergence  ;  2^  caractériser  assez  nettement  celle  des  valeurs  de  la 
fonction  qui  aurait  été  développée,  pour  qu'on  pût,  pour  chaque  valeur 
de  la  variable,  la  discerner  au  milieu  des  autres,  parmi  les  racines  de 
l'équation  qui  définirait  implicitement  la  fonction  proposée. 

J'étais  assuré  de  pouvoir  résoudre  ces  deux  questions,  mais  pour  pou- 
voir seulement  les  poser,  il  fallait  avant  tout  renverser  l'opinion  accré- 
ditée de  la  coïncidence  nécessaire  entre  le  point  d'arrêt  de  la  couver 
gence  et  le  point  critique  le  plus  proche  du  point  origine,  puisque,  dans 
cette  opinion,  la  question  même  qu'il  s'agissait  de  traiter  n'aurait  pas 
existé.. 

Je  rédigeai  donc  un  premier  mémoire  contenant  la  réfutation  des 
erreurs  dans  lesquelles  étaient  tombés  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet 
et  la  définition  exacte  des  points  critiques.  J'adressai  ce  mémoire  à 
l'Académie  des  sciences,  mais  sans  donner  de  note  pour  les  Comptes 
rendus. 

Je. désirais  que  M.  Liouville  voulût  bien  prendre  connaissance  de  ce 
travail,  et  je  lui  écrivis  le  7  novembre  1859. 

((  Monsieur,  le  théorème  de  M.  Gauchy,  que  MM.  Briot  et  Bouquet 
énoncent,  page  26  de  leur  Théorie  des  fonctions  doublement  pério- 
diques : 

«  Pour  qu'une  fmctîon  soit  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable  et  convergente  dans  un  cercle 
décrit  de  f  origine  comme  centre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  soit  synec- 
tiquCy  c'est-à-dire  soit  finie,  continue,  monodiome  et  monogène  dans  ce 
cercle,  » 

u  Ge  théorème  est  complètement  inexact. 


1 
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a  Les  méthodes  de  M.  Caucby  me  sont  tellement  antipathiques,  que    • 
je  ne  lis  jamais  des  ouvrages  de  ses  disciples  que  les  énoncés. 

«  Mais  celui  que  je  viens  de  transcrire  contredisait  plusieurs  faits  que 
j'avais  observés  moi-même,  et  j'ai  voulu  savoir  quelle  était  l'idée  fausse 
qui  avait  égaré  M.  Càuchy. 

«  Le  galimatias  était  au  moins  double,  en  sorte  que  j'ai  eu  de  la  peine 
à  m'en  tirer,  mais  je  crois  y  être  parvenu. 

«  La  lecture  de  mon  mémoire  vous  sera  tellement  facile  que  je  ne 
crois  pas,  en  vous  priant  d'en  prendre  connaissance,  abuser  de  votre 
bonté .  » 

J'allai  voir  M.  Liouville  quelques  jours  après,  et  je  commençais  à  lui 
donner  mes  preuves  de  la  fausseté  du  théorème,  lorsqu'il  me  dit  :  a  Mais 
il  est  bien  certain  que  rien  ne  prouve  à  priori  que  la  convergence  soit 
arrêtée  a,u  point  critique  le  plus  proche  du  point  origine.  On  n'en  sait 
rien;  il  faudrait  faire  une  discussion  pour  le  savoir.  Je  ne  sais  pas  com- 
ment ces  messieurs  entendent  le  théorème,  mais  je  n'y  vois  que  la  fixa- 
tion d'une  limite  en  deçà  de  laquelle  on  est  sûr  que  la  série  est  conver- 
gente ;  au  delà,  il  y  a  doute.  » 

Puis  il  me  dit  quelques  mots  des  mémoires  de  M.  Lamarle  sur  la 
question,  mémoires  dont  je  n'avais  jamais  entendu  parler. 

Par  suite  de  cette  indication,  je  crus  devoir  attendre,  avant  d'insister 
pour  l'examen  de  mon  dernier  mémoire,  que  j'eusse  vu  ceux  de  M.  La- 
marle. 

J'écrivis  à  ce  savant  : 

((  Monsieur,  M.  Liouville  a  bien  voulu  accepter,  pour  le  Journal  de 
mathématiques,  un  mémoire  de  moi,  dont  quatre  articles,  qui  ont  déjà 
paru,  contiennent  l'exposition  d'une  théorie  nouvelle  des  périodes  des 
intégrales  simples,  doubles  et  d'ordre  quelconque. 

«  Bans  le  cinquième  article,  qui  est  sous  presse,  j'étudie  la  marche 

d'une  fonction  implicite  d'une  variable  x  =«  +  ^  V— 1,  dontla marche 
est  elle-même  assignée  par  une  équation  f  (a,  ^)  =  0. 

«  La  question  avait  été  indiquée  par  M.  Caucby  et  traitée  par  M.  Pui- 
seux,  mais  ces  messieurs  se  servaient,  pour  la  résoudre,  du  développe- 
ment  de  la  fonction,  suivant  la  série  deTaylor. 

«  Cette  méthode  m'a  paru  mauvaise  par  deux  raisons,  la  première, 
que  l'usage  pratique  de  la  série  de  Taylor  serait  tellement  compliqué 
que  ce  n'est  en  quelque  sorte  qu'un  leurre;  la  seconde,  que  beaucoup  de 
questions  douteuses  restaient  à  traiter  relativement  à  la  série  elle-même. 

0  MM.  Caucby  et  Puiseux  se  sont  en  effet  trompé^  en  plusieurs  points 
sur  les  conditions  de  convergence  de  cette  série;  j'ai  pu  m'en  assurer  en 
traitant  directement  la  question  de  la  marche  d'une  fonction  implicite. 
iii«  p.  8 
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«  J'ai  donc  fait  dépendre  la  discussion  des  conditions  de  convergence 
de  la  série  de  Taylor,  de  l'étude  préalable  de  la  marche  de  la  fonctioaà 
développer. 

((  Gomme  je  parlais  à  M.  Liouville  de  ces  nouvelles  recherches,  il  m'a 
fort  engagé  à  lire  les  mémoires  que  vous  avez  publiés  sur  le  même  sujet; 
je  n'ai  pas  besoin  devons  dire  que  j'en  ai  une  grande  envie,  mais  je  les 
cherche  depuis  trois  semaines  sans  les  trouver,  et  comme  M.  Lioaville 
a  eu  la  bonté  de  m'autoriser  à  me  servir  de  son  nom  près  de  vous,  je 
viens,  ainsi  présenté,  vous  prier  d'avoir  l'obligeance  de  me  donner  les 
indications  qui  me  manquent. 

«  M.  Liouville  m'a  bien  dit  que  vos  mémoires  ont  paru  en  partie  dans 
son  journal  et  en  partie  dans  les  Comptes  rendus^  mais  je  craindrais,  en 
faisant  les  recherches  moi-même,  d'en  laisser  échapper  quelques-uns.» 

Je  reçus  presque  aussitôt  après  la  réponse  suivante  : 

«  Monsieur,  en  réponse  à  la  demande  que  vous  m'avez  fait  l'honneur 
de  m'adresser,  je  vous  expédie  en  même  temps  que  cette  lettre  les  trois 
notes  auxquelles  M.  Liouville  a  pu  faire  allusion,  et  dont  voici  les  titres: 

a  Note  sur  l'emploi  d'un  symbole  susceptible  d'être  introduit  dans  les 
éléments  du  calcul  différentiel. 

«  Note  sur  le  théorème  de  M.  Cauchy  relatif  au  développement  des 
fonctions  en  série. 

<(  Note  sur  la  continuité  considérée  dans  ses  rapports  avec  la  conver- 
gence des  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

c(  C'est  sans  doute  la  dernière  de  ces  notes  que  M.  Liouville  a  eue  parti- 
culièrement en  vue.  Néanmoins,  comme  les  deux  autres  s'y  rattachent 
par  quelques  points,  j'ai  cru  opportun  de  vous  les  envoyer  toutes  trois. 
Les  deux  premières  ont  été  insérées  dans  le  tome  XI  du  Journal  de  ma- 
thématiques pures  et  appliquées^  la  troisième  dans  le  tome  suivant. 

«  Si  vous  rencontrez  quelque  chose  à  reprendre  dans  ceux  de  mes 
écrits  sur  lesquels  votre  attention  va  se  porter,  ne  craignez  pas  de  le 
faire.  Je  suis  partisan  de  la  devise  :  Amicus  Plato,  sed  magis  arnica  Ve- 
ritas. Je  l'applique  quelquefois,  estimant  d'ailleurs  qjie  j'ai  plus  à  ga- 
gner qu'à  perdre  en  la  voyant  retournée  contre  moi . 

((  Puissiez-vous,  Monsieur,  trouver  dans  mes  diverses  notes  quelque 
chose  qui  vous  soit  utile  ou  qui  du  moins  vous  intéresse. 

«  Dans  l'attente  des  relations  nouvelles  qui  pourront  s'établir  entre 
nous,  veuillez  agréer.  Monsieur  et  camarade,  l'expression  de  ma  consi- 
dération très-distinguée.  » 

Gand,  ce  31  janvier  1860. 

Je  parcourus  avec  empressement  les  notes  que  venait  de  m'envoyer 
M.  Lamarle,  mais  ce  n'est  guère  que  six  mois  après  que  j'y  découvris  ce 
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qui  les  rendait  intéressantes^  «n  lisant  le  Mémoire  de  M.  Bonnet  sur  lo 
même  sujet. 

Pour  bien  comprendre  ce  que  je  vais  dire,  il  faut  tenir  compte  de 
Tordre  des  dates  des  publications  de  M.  Lamarle,  dô  M.  Bonnet  et  de 
M.  Puiseux  et  de  ce  que  le  Mémoire  de  M.  Bonnet,  sans  qu'il  le  dît 
était  évidemment  destiné  à  clore  la  discussion  qui  avait  eu  lieu  entre 
MM.  Cauchy  et  Lamarle  et  à  donner  la  solution  du  différend. 

M.  Cauchy  avait  assigné  pour  limite  à  la  région  de  convergence  le 
point  crilique  le  plus  voisin  du  point  de  départ.  M.  Lamarle  ne  con- 
tredisait pas  précisément  la  proposition  de  M.  Cauchy,  mais  il  de- 
mandait, comme  supplément  d'instruction,  qu'on  s'assurât  que  deux 
an  moins  des  valeurs  de  la  fonction  (il  ne  disait  ni  ne  pouvait  dire  les- 
quelles) se  permuteraient  autour  de  ce  premier  point  critique.  Il  n'éta- 
blissait pas,  du  reste,  que  la  condition  pût  n'être  pas  remplie. 

Tout  cela  était  tellement  vague,  que  je  n'y  avais  d'abord  pas  fait 
grande  attention;  d'ailleurs,  n'ayant  pas  sous  les  yeux  les  réponses  de 
M.  Cauchy,  je  n'avais  pas  bien  vu  le  point  sur  lequel  ces  messieurs 
étaient  en  discussion. 

Quant  aux  raisons  que  donnait  M.  Lamarle  de  Tintroduction  de  la 
condition  nouvelle  dont  il  s'agit,  elles  étaient  nécessairement  fort  peu 
claires,  parce  qu'il  ne  savait  pas  et  ne  pouvait  pas  savoir  autour  de 
quels  points  critiques  les  permutations  des  valeurs  momentanément 
égales  de  la  fonction  pourraient  se  produire,  en  sorte  qu'il  n'y  avait  en 
apparence  rien  d'utile  à  tirer  de  son  observation.  J'ignore  ce  que  lui 
répondait  M.  Cauchy,  mais  je  suppose  qu'il  devait  se  borner  à  répondre 
que  les  valeurs  égales  de  la  fonction  se  permuteraient  toujours  autour 
du  point  critique  correspondant. 

Je  n'avais  donc  rien  tiré  de  la  lecture  des  Mémoires  de  M.  Lamarle, 
lorsque,  rencontrant  M.  Bonnet,  comme  je  lui  contais  mes  recherches 
et  mes  perplexités  à  propos  de  la  série  de  Taylor,  il  m'offrit  de  me 
donner  son  Mémoire  de  i8i9  sur  la  question.  J'acceptai  avec  empres- 
sement et  je  lus  ce  travail  avec  la  même  avidité  que  celui  de  M.  Lamarle. 

M.  Bonnet  ne  nommait  ni  M .  Cauchy  ni  M.  Lamarle  et  ne  faisait 
aucune  allusion  à  leur  discussion,  mais  il  reproduisait  pour  les  discutes 
les  deux  conditions  que  M.  Lamarle  avait  imposées  au  point  4'arrêt, 
d'être  le  plus  proche  des  points  critiques  autour  desquels  deux  valeurs 
de  la  fonction  pourraient  se  permuter,  de  sorte  qu'on  voyait  bien  l'à- 
propos  de  son  mémoire. 

M.  Bonnet  supposait  deux  points  critiques  autour  de  Tun  desquels 
aucune  permutation  ne  pourrait  se  produire,  tandis  qu'il  s'en  produirait 
une  autour  de  l'autre  ;  il  reproduisait  les  démonstrations  de  M.  Cauchy 
et  de  M.  Lamarle  pour  établir  que  le  développement  ne  pourrait  pas, 
en  tout  cas»  se  prolonger  à  la  fois  au  delà  de  l'un  et  de  l'autre  de  ces 
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deux  points,  puis^  arrivé  au  moment  de  décider  lequel  [serait  le  point 
d'arrêt,  il  terminait  en  disant  qu'évidemment  le  second  serait  toujours 
plus  proche  du  point  de  départ  que  le  premier.  M.  Bonnet  donnait  ainsi 
implicitement  raison  à  M.  Cauchy,  en  déclarant  superflue  la  condilion 
introduite  par  M.  Lamarle. 

Gomme  je  ne  comprenais  pas  du  tout,  je  me  mis  à  réfléchir. 

Je  savais  bien  qu'on  avait  rangé  à  tort  parmi  les  points  critiques,  les 
points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  se  sépareraient  à  un 
certain  ordre,  mais  j'étais  arrivé  à  cette  conclusion  par  les  raisons  de 
continuité  que  j'ai  rapportées  plus  haut;  je  ne  m'étais  jamais  demandé 
autour  de  quels  points  critiques  les  valeurs  momentanément  égales  de 
la  fonction  se  permuteraient  ou  ne  se  permuteraient  pas,  je  n'avais 
d'ailleurs  pas  lu  la  partie  du  travail  deM.Puiseux  qui  se  rapporte  à'Cette 
question.  La  lecture  des  Mémoires  de  M.  Lamarle  et  de  M.  Bonnet 
fixa  mon  attention  sur  ce  point. 

Je  reconnus  tout  d'abord  que  les  ordonnées  des  différentes  branches 
partant  d'un  point  multiple  où  les  dérivées  de  y  se  sépareraient  à  un  cer- 
tain ordre,  ne  pourraient  pas  se  permuter  autour  de  ce  point,dans  un 
intervalle  infiniment  petit  par  rapporta  x^  puisque  si  les  valeurs  de  ia 
fonction  se  permutaient,  celles  de  ses  dérivées  se  permuteraient  aussi, 
ce  qui  ne  pourrait  arriver,  celles  d'ordres  suffisamment  élevés  étant  sé- 
parées par  des  intervalles  finis.   . 

J'arrivai  du  reste  en  même  temps  à  la  solution  de  la  question  si  lon- 
guement traitée  par  M.  Puiseux  :  les  formes  de  la  fonction  qui  pouvaient 
se  permuter  entre  elles,  dans  un  parcours  infiniment  petit  autour  d'un 
point  critique  étaient  évidemment  celles  dont  lest  dérivées  de  venaient  inli- 
nies  au  même  ordre,  car  celles  dont  les  dérivées  finiraient  par  se  séparer 
ne  pourraient  pas  se  permuter  entre  elles  et  celles  dont  les  dérivées  se- 
raient devenues  infinies  avant  les  autres  seraient  séparées  par  cela 
même.  Or,  il  n'y  avait  pour  les  dérivées  de  ces  différentes  formes  de  la 
fonction  que  deux  issues,  se  séparer  ou  devenir  infinies,  car  pour 
qu'un  certain  nombre  d'entre  elles  restassent  indéfiniment  conrondues, 
il  faudrait  que  la  courbe  contînt  autant  de  branches  superposées,  c'est- 
à-dire  que  le  lieu  fût  réductible. 

C'est  par  ces  considérations  que  j^arrivai  à  voir  ce  qu'il  pouvait  j 
avoir  de  juste  dans  l'observation  de  M.  Lamarle  et  à  lui  donner  un  sens 
qu'au  reste  elle  n'avait  peut-être  pas  dans  sa  pensée  :  l'observation  était 
juste  si  elle  s'appliquait  aux  points  prétendus  critiques,  qui  ne  l'étaient 
pas  réellement,  c'est-à-dire  aux  points  multiples  où  les  dérivées  de  la 
fonction  finissaient  par  se  séparer,  sans  devenir  infinies. 

J'écrivis  à  M.  Lamarle  le  26  juillet  1860  : 
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a  Monsieur,  je  dois  d'abord  tous  remercier  de  l'obligeance  que  vous 
avez  mise  à  m'envoyer  les  articles  sur  la  série  de  Taylor  que  tous  avez 
publiés  dans  le  journal  de  H.  Liouville. 

«  Je  les  ai  lus  aussitAt  avec  avidité,  mais  je  dois  tous  aTOuer  que'  je 
n'y  avais  rien  vu  à  la  première  lecture. 

n  Depuis,  mon  camarade  M.  Bonnet  m'a  communiqué  son  Mémoire 
sur  la  théorie  générale  des  séries,  qui  a  été  couronné  par  l'Académie 
de  Belgique  en  1849,  et  qui  contient  un  travail  sur  le  même  sujet. 

•  La  lecture  de  ce  dernier  travail  m'a  engagé  à  reprendre  celle  des 
notes  que  tous  aviez  eu  l'obligeance  de  m'envoyer,  et  j'y  ai  trouTé  alors 
ce  que  je  n'avais  pas  su  y  découvrir  du  premier  coup. 

Il  Jusqu'à  présent  on  a  toujours  cru  que  la  fonction  y  déQnie  par  une 
équation  F  {x,  y)  =  0  ne  serait  plus  développable  dès  que  le  module  de 
{x  — .Xg)  dépasserait  la  distance  du  point  initial  Xq  au  point  critique  le 
plus  voisin. 

«  Le  fait  est  complètement  inexact,  mais  l'erreur  est  universelle. 

«  Au  moins  fallait-il  s'entendre  sur  les  caractères  des  points  critiques. 

«  Or  ce  que  j'ai  trouTé  dans  vos  Mémoires  et  ce  qui  résulte  de  la 
comparaison  que  J'en  ai  faite  aux  autres  travaux  publiés  sur  le  même 
sujet,  c'est  que  vous  seul  avez  bien  tu  les  conditions  pour  qu'un  point 
fût  véritablement  critique. 

n  Vous  imposez  à  l'amplitude  du  module  de  (x  —  Xq)  les  deux  con- 
ditions de  ne  pas  dépasser  soit  le  premier  point  où  la  fonction  y  devien- 
drait inQnie ,  soit  le  premier  de  ceux  où  elle  cesserait  de  reprendre  la 
même  valeur  lorsque,  dans  x,  représenté  par 

r  (cos9-j~\/  —  1  sin9), 

6  varierait  de  zéro  k  2n. 

u  Je  n'avitis  pas  aperçu  d'abord  ce  que  la  seconde  condition  a  de 
profond. 

n  Ce  n'est  qu'en  lisant  le  Mémoire  de  M.  Bonnet  et  en  constatant 
un  désaccord  évident,  que  j'ai  voulu  savoir  comment  une  cbose  se 
trouvait  afBrmée  par  vous  et  niée  par  d'autres. 

u  M.  Bonnet,  après  avoir  énoncé  le  tbéorème  de  M.  Caucby  à  peu 
près  comme  vous,  dit  à  la  page  101  de  son  Mémoire. 

Admetlom  maintenant  que  r  (c'est  le  module  Aex  —  x„)  atteigne  le  plus 
petit  des  deux  nombres  R  et  R'  (ce  sont  les  modules  des  différences  k  Xq 
des  premiers  points  où  la  première  et  la  seconde  condition  de  votre 
énoncé  cessent  d'Être  remplies),  c'est-à-dire  le  nombre  R,  c*r  évidbm- 
MBNT  R  NE  PEUT  sunPASSBit  R',  ctc.  (Il  y  a  dans  le  texte  R'  pour  R  et  R 
pour  R',  mais  la  faute  d'impression  est  évidente.) 

Il  Cette  singularité  attira  mon  attention  parce  que  je  ne  voyais  pas 
pourquoi  on  eût  imposé  à  :c  une  condition  qui  n'eût  pas  pu  ne  pas 
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être  remplie,  ou  pourquoi,  l'ayant  énoncée,  on  s'en  débarrassait  ainsi 
d'un  trait  de  plume. 

«  C'est  ce  qui  me  ramena  à  vos  Mémoires. 

«  Vous  savez  comment  MM.  Briot  et  Bouquet  énoncent  le  théorème, 
et  je  crois  que  les  adversaires  de  M.  Cauchy  peuvent  s'en  tenir  à  celte 
dernière  édition  d'une  formule  tant  de  fois  remaniée. 

0  Cet  énoncé  exige  que  la  fonction  reste  finie,  continue,  monodrome 
et  monogène. 

«  Je  ne  dirai  rien  des  premières  conditions.  La  dernière  signifie  que 

dF      rfP 

-7-  et -r-  ne  doivent  pas  s'annuler  en  même  temps.  C'est  sur  cette  coq- 

dx      dy 

dition  qu'il  y  a  désaccord. 

«  Or,  en  fait,  cette  condition  n'est  aucunement  nécessaire,  elle  est 
complètement  étrangère  à  la  question. 

«Il  y  a  des  cas  où  la  série  reste  convergente  au  delà  d'un  point  de 
polygénéité,  d'autres  où,  sans  que  la  polygénéité  soit  la  cause  de  la  di- 
vergence, elle  coïncide  cependant  avec  elle,  ce  qui  a  fait  qu'on  Ta  prise 
pour  cause. 

«  Or,  votre  seconde  condition  fournit  justement  (sous  une  forme  qu'à 
la  vérité  je  ne  crois  pas  la  meilleure)  un  moyen  de  distinguer  les 
deux  cas. 

«  Je  crois  en  conséquence.  Monsieur,  que  vous  avez  trop  généreu- 
sement abandonné  vos  droits  devant  la  réclamation  de  M.  Cauchy,  dont 
vous  reproduisez  les  termes  dans  votre  second  Mémoire. 

«  M.  Cauchy  pouvait  bien  réclamer  votre  condition  pour  les  points  où 

dy  dF    d^ 

-j-  devient  infini  ;  mais  il  n'y  avait  pas  droit  pour  ceux  ^^T  ^^7» 

s'annulent  en  même  temps. 

«  Les  faits  au  reste  le  prouvent  à  posteriori  à*\inQ  façon  bien  évideute, 
puisque  votre  condition  a  été  si  peu  comprise  qu'on  l'a  supprimée  des 
énoncés  les  plus  récents,  pour  lui  en  substituer  une  autre  fausse. 

a  Je  vous  prie,  Monsieur,  d'excuser  ce  qu'il  y  a  en  apparence  de 
tranchant  dans  mes  affirmations,  je  ne  pourrais  vous  détailler  ici  mes 
preuves,  mais  j'espère  qu'elles  vous  plairont  lorsque  vous  les  verrez.  » 

M.  Lamarle  me  répondit  aussitôt  : 

Calais,  ce  29  joiUet  1860. 

■ 

«  Monsieur  et  cher  camarade, 

<c  Absent  de  Gand  pour  plusieurs  mois,  je  reçois  à  Calais  la  lettre  que 
vous  m'avez  adressée  au  lieu  de  ma  résidence  ordinaire.  Je  vois  avec 
une  vive  satisfaction  qu'une  lecture  répétée  de  mes  deux  notes  sur  le 
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théorème  de  M.  Gauchy  vous  a  conduit  à  reconnaître  l'erreur  où  Vor 
est  tombé  généralement,  en  ce  qui  concerne  la  détermination  précise 
des  conditions  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  convergence 
d'un  développement  en  série  effectué  suivant  la  formule  de  Taylor.  Je 
crois  saisir  assez  bien  les  détails  que  vous  me  donnez.  Malheureusement 
je  n'ai  ici  sous  les  yeux  ni  mes  deux  notes,  ni  les  mémoires  que  vous 
citez,  et  mes  souvenirs  ne  sont  pas  assez  précis  "pour  me  permettre  de 
hasarder  aucune  observation  sur  vos  propres  remarques.  Elles  me 
paraissent  exactes  et  très-bien  motivées,  voilà  tout  ce  que  j'en  puis 
dire.  Vous  me  dites  quelques  mots  d'une  concession  que  j'aurais  faite  à 
M.  Gauchy.  Il  me  semblait  avoir  entouré  cette  concession  d'une  réserve 
suffisante  pour  lui  ôter  toute  portée  dangereuse.  S'il  en  est  autrement^ 
c'est  que  l'expression  a  trahi  ma  pensée. 

u  L'intention  que  vous  manifestez  de  discuter  les  questions  relatives  à 
l'objet  dont  il  s'agit  ne  peut  qu'être  encouragée  par  moi.  Je  ne  doute 
pas  que  votre  travail  n'offre  un  intérêt  réel,  et  il  me  sera  particulière- 
ment agréable,  si,  comme  je  l'espère,  il  éclaircit  un  point  resté  douteux, 
malgré  mes  efforts  pour  le  mettre  en  lumière. 

«Je  compte  aller  à  Paris  avant  le  mois  d'octobre.  Si  je  réalise  ce 
projet,  je  tenterai  de  vous  voir.  Ce  sera  une  excellente  occasion  d'en- 
trer en  rapport  plus  intime  avec  vous,  et  je  ferai  ce  qui  dépendra  de 
moi  pour  la  mettre  à  profit. 

cf  Veuillez  agréer,  Monsieur  et  cher  camarade^  l'expression  affectueuse 
de  mes  sentiments  les  plus  distingués. 

Pour  tenir  à  M.  Lamarle  la  promesse  que  je  lui  avais  faite,  j'insérai  le 
paragraphe  suivant  dans  mon  mémoire,  qu'allait  publier  M.  Liouville: 

«  Ce  que  nous  venons  de  dire  démontre  une  fois  de  plus  que  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  ne  peut  être  limité  qu'à  l'un  des  points  oii 
soit  la  fonction,  soit  ses  dérivées,  à  partir  d'un  certain  ordre,  deviennent 
infinies. 

c(  Ce  nouvel  énoncé  du  théorème  de  M.  Gauchy  s'accorde  avec  celui 
qu'avait  donné  M.  Lamarle  dès  1846. 

((  D'après  M.  Lamarle  : 

«  Toute  fonction  est  développable  en  série  convergente  suivant  la  formule 
de  Maclauriny  tant  que  le  module  de  la  variable  reste  moindre  que  la  plus 
petite  des  valeurs  pour  laquelle  la  fonction  cesse  d'être  continue  ou  de  prendre 
même  valeur  aux  deux  limites  6  =  0,  6  =  Stc.  Bors  de  là  la  série  devient 
divergente.  . 

«  Lorsqu^en  un  point  multiple  du  lieu  considéré  les  dérivées  de  la 
fonction  finissent  par  se  séparer  sans  devenir  infinies,  celte  fonction 
ne  saurait,  sans  violer  la  loi  de  continuité,  prendre  indifféremment  une 
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quelconque  des  valeurs  voisines  de  l'ordonnée  du  point  multiple  :  elle 
n'en  peut  recevoir  qu'une  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  de  sorte 
qu'elle  reprend  la  même  valeur  aux  limites  0  ==  0,  6  =  27r. 

(c  A  la  vérité  la  condition  qu'aucune  dérivée  de  la  fonctionne  devienne 
infinie,  me  paraît  offrir  un  sens  plus  net  et  devoir  être  d'un  usage 
pratique  plus  commode  que  celle  que  la  fonction  reprenne  la  même 
valeur  aux  limites  6  =  0,  6  =  Stc.  Mais  les  deux  énoncés  s'accordent  au 
fond. 

ce  Celui  de  M.  Lamarle  tenait  donc  compte,  dans  la  mesure  conve- 
nable, de  la  présence  des  points  multiples  dû  lieu  en  question. 

((  J'ignore  pourquoi  dans  les  énoncés  plus  récents  qu'on  a  proposés 
du  théorème  de  M.  Cauchy,  la  distinction  n'a  pas  été  maintenue.  » 

« 

Je  ferai  remarquer  en  terminant  Thistorique  de  cet  épisode  de  la 
science  toutes  les  singularités  qu'on  y  rencontre. 

M.  Lamarle  présentait  une  observation  juste,  mais  sans  pouvoir  en 
faire  une  application  précise,  n'ayant  p€s  étudié  les  cas  dans  lesquels 
pouvaient  se  produire  les  permutations  dont  il  pariait. 

M.  Cauchy  repoussait  énergiquement  les  perfectionnements  qu'on 
apportait  à  sa  théorie. 

M.  Bonnet  niait  le  perfectionnement. 

M.  Lamafle  faisait  décerner  un  prix  à  M.  Bonnet,  pour  sa  négation, 
par  l'Académie  de  Belgique. 

Enfin,  pour  combler  la  mesure,  M.  Puiseux,  peu  après,  constatait 
qu'aucune  permutation  ne  pouvait  se  produire  entre  les  valeurs  mo- 
mentanément égales  delà  fonction,  autour  d'un  point  multiple  où  les 
dérivées  de  cette  fonction  finissent  par  se  séparer,  et  il  maintenait  ces 
points  parmi  les  points  critiques!  MM.  Briot  et  Bouquet  emboitaient 
ensuite  le  pas  à  M.  Puiseux,  sans  sourciller. 

Quant  à  moi,  je  n'ai  pu  faire  rendre  les  armes  à  mes  adversaires 
qu'en  1872,  à  l'occasion  du  rapport  de  M.  Puiseux  sur  mon  mémoire 
relatif  à  la  détermination  du  point  d'arrêt,  parmi  les  points  critiques. 

En  résumé,  mon  mémoire  se  composait  de  ces  remarques  que 
quand  une  fonction  devient  infinie,  toutes  ses  dérivées  deviennent  en 
même  temps  infinies  :  car  cette  fonction  est  l'ordonnée  d'une  courbe 
qui  a  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y  y  asymptote  dont  le  coeffi- 
cient angulaire  infini,  est  la  valeur  de  -^,  correspondant  à  la  valeur  con- 

du  dPy  .    •  j 

sidérée  de  x:  et,  de  même  ^  étant  mfini,   -r^  Test  aussi  et  ainsi  de 

ctx  aar 

suite;  qu'une  dérivée  d'ordre  quelconque  d'une  fonction,  ne  peut  de- 
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venir  infinie  que  pour  une  valeur  de  la  variable  qui  fasse  acquérir  au 
moins  deux  valeurs  égales  à  la  dérivée  précédente  :  car  la  dérivée  qui 
devient  infinie  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  qui 
a  pour  ordonnée  la  dérivée  précédente  ; 

Enfin  que  si  une  même  valeur  de  x  attribue  plusieurs  valeurs  égales 
à  l'ordonnée,  en  général  les  valeurs  correspondantes  de  la  dérivée  sont 
infinies,  que  si  ces  valeurs  de  la  dérivée  restent  finies,  mais  égales,  en 
général  les  valeurs  correspondantes  de  la  dérivée  seiconde  sont  infinies 
et  ainsi  de  suite;  mais  que  si  la  dérivée  d'un  ordre  suffisamment  élevé 
d'une  des  formes  de  la  fonction  se  sépare  des  autres,  avec  une  valeur 
finie,  les  dérivées  suivantes  de  la  même  forme  resteront  finies  et  le 
développement  de  cette  forme  de  la  fonction  ne  sera  pas  arrêté  par  le 
point  multiple  considéré,  puisque  ce  point  ne  serait  pas  critique  pour  les 
dérivées  devenues  simples  et  finies  de  la  fonction  développée. 

C'est  ainsi  que  l'origine  des  coordonnées  est  un  point  critique  par  rap- 
port à  la  branche  du  folium 

y3  -f  ar^  —  Saxy  =  0 

tangente  à  l'axe  des  y,  et  ne  l'est  pas  par  rapport  à  la  branche  tan- 
gente à  l'axe  des  â;  :  de  sorte  que  si  l'on  plaçait  le  point  de  départ  à 
gauche  de  l'origine,  sur  la  branche  tangente  à  l'axe  des  x,  le  point 
d'arrêt  ne  serait  pas  l'origine. 

Soient  en-général  n  valeurs  y^^  y, ,..  t/n  de  y,  qui  deviennent  égales 
pour  X  =  a.  Si  p  des  formes  correspondantes  de  la  fonction  ont  leurs 
dérivées  finies  et  inégales,  le  point  x  =  a  n'arrêtera  le  développement 
d'aucune  des  p  valeurs  de  y  qui,  assujetties  à  la  continuité,  atteindront, 
pour  X  =  a,  la  valeur  commune,  sous  une  de  ces  p  formes,  c'est-à-dire 
avec  des  valeurs  finies  et  difl'érentes,  pour  leurs  dérivées. 

Si  q  formes  de  la  fonction  ont  leurs  dérivées  infinies,  le  point  consi- 
déré limitera  la  convergence  de  la  série  pour  celles  des  valeurs  de  y 
qui  atteindront  pour  x  =  ri,  la  valeur  commune,  sous  une  de  ces  q 
formes;  enfin  si  r  valeurs  de  y  ont  leurs  dérivées  confondues  il  y  aura 
doute,  pour  les  formes  correspondantes,  et  il  faudra  recourir  aux  dé- 
rivées secondes  pour  lesquelles  on  fera  les  mêmes  distinctions  et  ainsi 
de  suite. 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  ce  Mémoire,  dans  le  Journal 
de  mathématiques  pures  et  appliquées,  comme  j'en  causais  avec  M.  Liou- 
ville,  il  me  dit  que  M.  Tchebycheff  avait  avant  moi  réduit  les  points 
critiques  aux  seuls  points  oii  la  fonction  ou  ses  dérivées  deviennent  in* 
finies  et  m'indiqua  le 'recueil  {Journal  de  Crelle,  1844),  où  je  trouverais 
la  note  de  M.  Tchebycheff  à  ce  sujet.  Voici  comment  je  reconnus  les 
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droits  de  M.  Tchebycheff,  dans  une  note  placée  à  la  suile  d'an  aulre 
chapitre.  ^ 

«  Je  n'avais  pas  connaissance,  lorsque  j'écrivais  le  chapitre  vu  de  mon 
Mémoire,  d'une  Note  fort  courte,  mais  très-importante,  que  M.  Tche- 
bycheff  a  insérée  en  1844  dans  ]e  Journal  de  Crelk  (t.  XXYIII,  pages 
279  à  283). 

«  Cette  Note  sur  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  contient  à  certains 
égards  la  bonne  solution  de  la  question. 

a  Le  dernier  énoncé,  fourni  à  celte  époque  par  M.  Gauchy,  de  la  con- 
dition de  convergence,  était  ainsi  conçu  : 

(f  X  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction  réelle 
«  ou  imaginaire  de  x  sera  développable  en  série  convergente  ordonnée 
H  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x 
a  conservera  une-  valeur  inférieure  à  Ja  plus  petite  de  celles  pour  les- 
«  quelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie  et  continue,  n 

«  M.  Tcbebycheff  propose  de  dire  : 

a  La  série  de  Taylor 

<(  est  divergente  ou  convergente  suivant  que  le  module  de  z  est  plus 
0  grand  ou  plus  petit  que  celui  de  la  valeur  imaginaire  x  qui  rendrait 
a  infinie  ou  discontinue  une  des  fonctions 

f(a-^x\    r{a^x),    r{a  +  x)... 

«  En  supprimant  de  cet  énoncé  l'assertion  que  la  série  deviendrait  di- 
vergente au  delà  du  premier  point  critique,  on  trouve  la  règle  que  j'ai 
proposée  moi-même  et  dont  je  croyais  la  formule  nouvelle. 

tt  Les  deux  énoncés  de  M.  Tcbebycheff  et  de  M.  Lamarle  sont  vicieux, 
il  est  vrai,  sous  un  rapport,  mais  tous  ceux  qu'on  a  donnés  depuis  sont 
entachés  du  même  défaut  ;  au  contraire  ce  qu^ils  contenaient  de  rigou- 
reusement exact  a  été  compliqué  depuis  de  conditions  qui  n'ont,  ni  de 
près,  ni  de  loin,  le  moindre  rapport  à  la  convergence  de  la  série. 

«  Même  on  en  est  venu  jusqu'à  ne  plus  caractériser  les  points  où  le 
développement  peut  être  arrêté,  que  par  la  seule  qualité  commune,  qui, 
justement,  n'apporte  par  elle-même  aucun  obstacle  au  développemeut. 

«  Car  s'il  faut  bien,  il  est  vrai,  qu'un  point  soit  multiple,  pour  être 
dangereux,  ce  n'est  en  aucune  façon  comme  point  multiple  qu'il  est 
dangereux,  mais  parce  que,  suivant  M.  Tcbebycheff,  les  dérivées  de  la 
fonction  y  deviennent  infinies,  à  partir  d'un  certain  ordre,  ou,  suivant 
M.  Lamarle,  parce  que  des  valeurs  de  la  fonction  peuvent  se  permuter 
autour  de  ce  point. 
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«  Pour  qu'on  ait  cru  devoir  changer  les  énoncés  proposés  par  M.  Tche- 
bychefTet  par  M.  Lamarle,  il  faut  qu'ils  n'aient  été  bien  compris  ni  l'un 
ni  l'autre . 

«  C'est  pourquoi  je  pense  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  revenir  sur  la 
démonstration  de  leur  entière  identité,  démonstration  que  je  n'ai  qu'in- 
diquée dans  le  chapitre  YII. 

«  Ce  qui  est  en  question  est  de  savoir  si  les  valeurs  de  la  fonction  y, 
qui  diffèrent  infiniment  peu  de  l'ordonnée  d'un  point  multiple  du  lieu 
f{x,  y)  =  0,  peuvent  se  permuter  entre  elles,  la  variable  x  ne  prenant 
elle-même  que  des  valeurs  infiniment  voisines  de  Tabscisse  de  ce  point 
multiple,  sans  qu'aucune  des  dérivées  de  la  fonction,  quel  qu'en  soit 
d'ailleurs  Tordre,  soit  infinie  en  ce  point. 

c(  Il  me  semble  qu'il  suffiipour  cela  d^observer  que  pour  que  deux  va- 
leurs de  y  se  permutent,  il  faut  que  toutes  leurs  dérivées  se  permutent 
aussi.  Cette  remarque  est  bien  concluante  en  effet;  car,  de  même  qu'on 
ne  saurait  admettre  que  deux  valeurs  de  y,  correspondant  à  une  même 
abscisse,  mais  séparées  par  un  intervalle  fini,  se  permutassent  sans  que 
la  variable  x  se  fût  écartée  de  sa  valeur  initiale  d'une  quantité  finie,  on 
n'admettra  pas  davantage  que  les  dérivées  d'ordres  supérieurs  à  celui 
où  a  lieu  la  séparation  définitive,  se  permutent,  sans  cette  condition  ; 
or  si  elles  ne  peuvent  se  permuter,  les  valeurs  de  la  fonction  ne  se  per- 
muteront pas  non  plus. 

«  On  peut  pousser  plus  loin  cette  analyse  : 

«  Si  en  un  point  multiple  du  lieu  f{x,  y)  =  0  quelques  dérivées,  d'ordre 
n,  se  séparent  des  autres,  en  prenant  d'ailleurs  des  valeurs  distinctes, 
ces  dérivées  ne  pouvant  se  permuter,  ni  entre  elles,  ni  avec  les  autres, 
dans  un  parcours  infiniment  petit  de  la  variable,  il  en  sera  de  même  des 
formes  correspondantes  de  la  fonction. 

((  Si,  parmi  les  dérivées  d'ordre  n',  on  en  trouve  plusieurs  ayant  une 
même  valeur  A,  d'autres  ayant  une  njiême  valeur  k\  etc.,  évidemment, 
sans  pouvoir  encore  rien  affirmer  delapermutabilité  ou  de  l'impermu- 
tabilité  entre  elles,  de  celles  des  dérivées  qui,  pour  une  valeur  de  x  infi- 
niment voisine  de  l'abscisse  du  point  multiple,  prennent  des  valeurs 
infiniment  peu  différentes  de  A,  on  pourra  du  moins  affirmer  qu'elles 
ne  se  permuteront  pas  avec  les  autres,  et  par  suite  conclure  dans  le 
même  sens  et  avec  les  mêmes  restrictions  pour  les  formes  correspondantes 
de  la  fonction. 

a  Enfin,  si  quelques  dérivées  de  la  fonction  restent  confondues  jus- 
qu'à Tordre  n",  et  qu'au  lieu  de  se  séparer  à  Tordre  n*  -|-  1  elles  y  de- 
viennent toutes  infinies,  les  formes  correspondantes  de  la  fonction  seront 
permutables  entre  elles,  mais  non  avec  les  autres. 

a  Ainsi  les  formes  de  la  fonction^  qui  peuvent  se  permuter  entre  elles, 
autour  d'un  point  multiple,  sont  celles  dont  les  dérivées  deviennent  in- 
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finies  au  même  ordre,  après  être  restées  confondues  jusqu'à  l'ordre 
précédent. 

<c  Ce  sont  là  sans  doute  les  groupes  circulaires  que  le  calcul  direct  avait 
révélés  à  M.  Puiseux;  en  les  définissant  comme  on  Tient  de  le  faire,  il 
devient  superflu  de  les  déterminera  l'avance.  Que  l'équation  soit  d'ail- 
leurs algébrique  ou  transcendante,  on  les  retrouvera  toujours  sans 
difficulté.  » 

Je  ne  demande  aucun  prix  de  vertu  pour  une  restitution  si  naturelle  : 
je  demande  seulement  la  conversion  de  deux  pécheurs.  S'ils  lisent  la 
note  de  M.  Tchebycheff,  ils  y  verront,  je  crois,  que,  dans  la  crainte  de 
rester  en  deçà  de  la  justice  vis-à-vis  de  ce  savant,  j'avais  peut-être  beau- 
<ïoup  exagéré  ses  droits,  en  attribuant  à  son  énoncé  le  sens  littéral  qu'il 
eût  dû  comporter,  si  on  avait  pu  l'isoler  d'une  démonstration  qui  en 
réduisait  singulièrement  la  généralité. 

En  efitet,  la  notation  employée  par  M.  TchebychefT  suffirait  déjà  à 
indiquer  qu'il  n'a  dû  avoir  en  vue,  dans  sa  note,  qu'une  fonction  uni- 
forme ou  bien  déterminée,  c'est-à-dire  n'ayant  jamais  qu'une  valeur 
pour  chaque  valeur  de  la  variable.  Car  si  M.  TchebychefT  avait  pu  en- 
tendre par  /  (z)  une  racine  d'une  équation  P  (y,  z)  =0,  f{a)y  f(a)t 

f(a) auraient  bien  pu  avoir  chacune  une  définition  nette,  parce 

qu'on  aurait  pu  considérer  à  part  une  valeur  f{a)  de  y,  correspon- 
dant à  z=  a,  et  désigner  par  f  (a),  f  (a),...  les  valeurs  des  dérivées 
de  y  au  même  point  [z  =a,  y= /*(«)]  du  lieu  F  (y,  z)  ='0,  mais  il  n'en 
<îût  plus  été  de  même  de  f{a-\-x),  r(fl  +  ^)> /*  {«  + ^)i""  9"^  ®°" 
trent  dans  les  calculs  de  M.  Tchebycheff,  et  qui,  pour  chaque  valeur 
de  X  auraient  chacune  m  valeurs,  si  F  (y,  z)  =  0  était  de  degré  m  en  y; 
et  la  démonstration  ne  marcherait  plus  du  tout  :  de  sorte  que  pour 
que  la  démonstration  de  M.  Tchebycheff  soit  acceptable,  il  faut  qu'elle 
se  rapporte  exclusivement  à  une  fonction  uniforme;  mais  une  fonction 
uniforme  étant  l'ordonnée  d'une  courbe  incapable  de  points  mul- 
tiples, la  remarque  de  M.  TchebychefT  ne  s'appliquerait  alors  aucune- 
ment à  la  question  qui  m'avait  donné  tant  de  tracas. 

Mais  la  conclusion  de  M.  TchebichefT  montre  encore  mieux  qu'il  n'a 
eu  en  vue  que  des  fonctions  explicites  :  il  termine  en  effet  son  article 
par  ces  mots  : 

«  Ce  théorème  n'est  qu'une  très-simple  conclusion  des  découvertes 
c(  remarquables  de  M.  Gauchy  ;  mais  il  est  en  partie  contraire  à  la  règle 
«  de  convergence  des  séries  donné  par  cet  illustre  géomètre,  dont  Té- 
«  nonce  est  le  suivant  ; 

«  X  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire^  une  fonction  réelle  ou 
«  imaginaire  de  x  sera  développaàle  en  série  convergente  ordonnée  svivant 
<i  les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x  conserve  uneiJ\»^ 


N, 


v.^ 
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«  kur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dé^ 
«  rivée  cesse  d'être  finie  et  continue. 

ti  L'msufiisance  de  cette  règle  provient,  ce  me  semble,  de  ce  que 
«  M.  Gauchy  suppose  la  valeur  de  l'intégrale  définie  être  développable 
(f  en  série  convergente,  lorsque  la  différentielle,  entre  les  limites  de 
«  l'intégration,  peut  être  développée  en  série  convergente  ;  ce  qui  n'a 
«  lieu  que  dans  des  cas  particuliers.  » 

II  est  bien  évident  par  là  que  ce  qui  avait  choqué  M.  Tchebycheff 
était  cette  idée,  singulière  en  effet,  de  M.  Gauchy  de  vouloir  condenser 
tous  les  caractères  de  criticîté  dans  la  fonction  et  dans^sa  première  dé- 
rivée seulement  ;  et  il  est  tout  aussi  clair  que  ce  n'est  qu'à  cette  partia- 
lité qu'il  s'en  prend. 

Cette  hypothèse  est  d'autant  plus  probable  que  Gauchy  lui-même, 
dans  l'énoncé  que .  critiquait  M.  Tchebycheff,  n'envisageait  non  plus 
que  des  fonctions  uniformes,  sans  quoi  il  eût  dit,  comme  il  l'a  fait 
plus  tard^  «  tant  que  le  module  de  x  conserve  une  valeur  inférieure  à 
la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse 
d'être  finie  et  continue,  ou  pour  lesquelles  la  fonction  acquiert  des  valeurs 
égales,  » 

M.  Tchebycheff,  pour  mettre  en  évidence  l'erreur  de  Gauchy,  prend 
l'exemple  de  la  série 

qui  «  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  le  module  de  la  va- 
«  leur  de  z  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  l'unité,  qui  est  le  module 

«  de  la  valeur  x=  v' — 1,  pour  laquelle  la  seconde  dérivée  et  les  sui- 

3 

u  vantes  de  (1  +  a?^)*  deviennent  infinies.  » 
Le  choix  de  cet  exemple  semblerait  contredire  ce  que  j'ai  supposé 

3 

plus  haut,  puisque  (1  +  2*)*  est  racine  de  l'équation 

y8  —  (l-|-za)3:=  0. 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion ne  se  distinguant  que  par  le  signe,  elles  ont  pu  être  confondues 
parce  qu'elles  sont  naturellement  développables  entre  les  mômes  li- 
mites. Au  reste,  il  eût  été  difficile  de  trouver  un  exemple  d'une  fonction 
uniforme  qui  restât  finie,  tandis  que  ses  dérivées  deviendraient  infinies 
à  partir  d'un  certain  ordre;  el  M.  Tchebycheff  était  bien  obligé  de 
prendre  son  exemple  parmi  les  fonctions  multiples,  quoique  la  dé- 
monstration de  son  théorème  ne  s'y  appliquât  plus. 
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Si  au  lieu  d'un  cas  si  simple,  M.  Tchebycbeff  avait  considéré  seule- 
ment celui  d'une  équation  du  troisième  degré  en  y^  ïion-seulement 
ff^a  -^x)  n'aurait  plus  eu  un  sens  déterminé,  de  sorte  que  la  démons- 
tration eût  été  vicieuse,  mais  le  théorème  lui-même  eût  été  faux  ;  il 
n'eût  plus  été  vrai  de  dire  que  «  la  série  de  Taylor  /  (a  +  2)  =  /*(«)+. .. 
<i  est  divergente  ou  convergente  suivant  que  le  module  de  z  est  plus 
((  grand  ou  plus  petit  que  celui  de  la  valeur  imaginaire  de  x  qui  ren- 
te drait  infinie  ou  discontinue  au  moins  une  des  fonctions  f{a-\-  x), 
«  f'{a  -{-x).,,.  » 

Il  vaut  donc  bien  mieux,  pour  le  théorème  de  M.  TchebychefT,  que 
dans  la  pensée  de  son  auteur,  il  ne  s'applique  qu'aux  fonctions  expli- 
cites, auquel  cas  il  est  exact,  mais  auquel  cas,  aussi,  il  n'a  aucun  rapport 
aux  points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  finissent  par  se  sé- 
parer sans  devenir  infinies. 

On  remarquera  encore  que  la  phrase  :  «  Suivant  que  le  module  de  z  est 
<(  plus  grand  ou  plus  petit  que  celui  de  la  valeur  imaginaire  de  x  qui 
«  rendrait  infinie  ou  discontinue,  au  moins  une  des  fonctions  f{a  +0:), 
«/■'(a+a:)...  )),  montre  que  M.  Tchebycheff  n'avait  pas  remarqué  que 
lorsqu'une  fonction  devient  infinie,  pour  une  valeur  finie  de  la  variable 
dont  elle  dépend,  toutes  ses  dérivées  deviennent  en  môme  temps  infi- 
nies :  or  cette  remarque  peut  seule  donner  la  clef  de  la  solution  en  ce 
qui  concerne  les  points  multiples. 

Quant  à  la  phrase  qui  termine  l'article  de  M,  Tchebycheff:  «  l'insuffi- 
((  sance  de  cette  règle  provient,  ce  me  semble,  de  ce  que  M.  Gauchy  sup- 
«  pose  la  valeur  de  l'intégrale  définie  être  développable  en  série  con- 
(f  vergente,  lorsque  la  différentielle  (pour  dérivée),  entre  les  limites  de 
«  l'intégration,  peut  être  développée  en  série  convergente  ;  ce  qui  n'a 
u  lieu  que  dans  des  cas  particuliers»,  elle  appelle  une  observation: 
l'opinion  exprimée  par  M.  Tchebycheff  est  inexacte  :  toutes  les  séries 
qui  expriment  une  fonction,  ses  dérivées  et  ses  intégrales  sont  en  même 
temps  convergentes  ou  divergentes,  sauf  le  cas  douteux,  ou  limite,  où 
le  rapport  des  modules  de  deux  termes  consécutifs  tend  vers  1.  Mais 
rien  n'indique  que  Gauchy  ait  fait  la  remarque  juste  que  M.  Tchebycheff 
lui  attribue  en  la  critiquant. 

En  résumé,  si  le  théorème  de  M.  Tchebycheff  a  le  sens  que  je  lui  avais 
attribué  en  1861,  d'après  ce  que  m'avait  dit  M.  Liouville,  il  est  inexact, 
comme  je  l'ai  dit  alors,  parce  que  le  développement  d'une  fonction  im- 
plicite ne  devient  pas  nécessairement  divergent  dès  que  le  module  de 
la  variable  dépasse  le  plus  petit  de  ceux  des  valeurs  de  cettéMrariable 
qui  rendent  infinies  les  dérivées  d'ordre  assez  élevé  de  la  fonction. 

Si  au  contraire  ce  théorème  a  le  sens  que  je  serais  porté  à  lui  attri- 
buer aujourd'hui,  il  gagne  en  exactitude  ce  qu'il  perd  en  étendue, 
mais  il  ne  se  rapporte  plus  aux  points  multiples  et  en  conséquence  je 
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reprends  mon  droit  à  la  propriété  exclusive  de  ce  théorème  que  les 
points  multiples  d'un  lieu  où  les  dérivés  de  la  fonction  finissent  par  se 
séparer,  sans  devenir  infinies,  ne  sont  pas  des  points  d'arrêt  éventuel 
de  la  convergence  du  développement  de  la  fonction. 

Il  serait  peut-être  désirable  que  M.  Tchebycheff  voulût  bien  éclairer 
lui-même  ce  point  douteux  de  l'histoire  de  la  série  de  Taylor. 

11  restait  à  résoudre  les  deux  questions  de  la  détermination  du  point 
d'arrêt,  parmi  les  points  critiques,  et  de  la  construction  de  la  région  de 
convergence,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  fixation  des  caractères 
auxquels  on  pourrait  reconnaître,  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
celle  des  valeurs  de  la  fonction  qui  serait  représentée  par  la  série. 

Lorsqu'une  question  est  trop  difficile,  je  commence  par  discuter  des 
exemples  qui  s'y  rapportent. 

Mathématiques  expérimentales!  dirait  peut-être  M.  Hermite.  —  Je  ne 
dis  pas  non,  mais  c'est  une  bonne  méthode  de  recherche.  Les  figures 
ont  un  langage  très-saisissant,  il  n!est  que  de  savoir  l'entendre. 

Les  exemples  que  je  pris  présentaient  tous  les  genres  de  difficultés 
sauf  celles  qui  tiendraient  à  l'élévation  du  degré.  Je  réussis,  pour  cha- 
cun d'eux,  non-seulement  à  déterminer,  quel  que  fût  le  point  de  dé- 
part, celui  des  points  critiques  qui  devait  arrêter  la  convergence,  mais 
encore  les  caractères  distinctifs  de  celle  des  valeurs  de  la  fonction  qui 
se  trouvait  représentée  par  la  série,  de  manière  à  pouvoir  construire 
points  par  points  la  limite  de  la  région  de  convergence,  c'est-à-dire  l'en- 
semble des  points  du  lieu  qui  auraient  pour  abscisses  les  valeurs  de  x 
correspondant  aux  différents  points  du  cercle  de  convergence  de 
M.  Gauchy,  et  pQur  ordonnées  les  dernières  valeurs  de  y  fournies  par 
la  série  au  moment  où  elle  allait  devenir  divergente. 

Ces  exemples  se  rapportent  aux  lieux  représentés  par  les  équations 

y*  =  2px 

ay  —  If^x*  =  —  a^b^ 

y«  =  (1  -):-  xy^ 

y  =  h{i+x) 

y'  —  3axy  +  x*  s=  0. 

On  s'occupait  beaucoup  à  cette  époque  de  la  série  de  Lagrange.  Bour, 
qui  suivait  toujours  mes  travaux,  me  dit  un  jour  :  «  Pourquoi  ne  trai- 
tez-vous pas  la  question  ?»  Je  lui  répondis  :  «  Mais,  parce  qu'elle 
n'existe  pas.  Lagrange  a  donné  une  nouvelle  forme  algébrique  aux  coef- 
ficients de  la  série  de  Taylor,  mais  la  condition  de  convergence  de 


—  i28  — 

cette  série  ne  dépend  pas  de  la  forme  algébrique  de  ses  coefficients, 
elle  ne  dépend  que  de  leurs  valeurs.  Si  l'Académie  s'occupe  de  celte 
affaire,  elle  a  tort. 


Tout  en  causant  de  cela  et  d'autres  choses,  Bour  me  fit  sur  ma  ma- 
nière  de  construire  le  point  correspondant  à  une  solution  imaginaire, 
une  observation  intéressante  qui  me  donna  lieu  de  compléter  utilement 
l'exposition  des  premiers  principes  de  ma  méthode. 

Pour  moi,  la  solution  x  =  a  -|-  p  ^ —  4,  y  =  a  -|-  ^'  ^ —  1  repré- 
sente lé  point 

on  parvient  de  l'origine  à  ce  point  en  décrivant  la  diagonale  du  chemin 
brisé  dont  les  côtés  parallèles  aux  axes  seraient  a  et  a'  et  ensuite  celle 
du  chemin  brisé  dont  les  côtés  seraient  p  et  p'. 

D'ailleurs  quelque  transformation  qu'on  fasse  subir  au  système  des 
axes,  la  construction  du  point  répondant  à  la  même  solution  transfor- 
mée, se  fait  toujours  en  décrivant  les  deux  mêmes  lignes. 

Bour  me  demandait  comment  il  ne  m'était  pas  venu  à  l'esprit  de  cons- 

truire  la  solution  a:  =  a  +  P  V^ — i^  y  ==  «'  +  ?'  V —  *  ^^  traçant  la 
première  diagonale  dans  le  plan,  puisqu'elle  était  réelle,  et  la  seconde 
perpendiculairement  au  plan,  puisqu'elle  était  imaginaire.  Il  me  faisait 
remarquer  que,  par  là,  une  équation  à  deux  variables  représenterait 
une  courbe  réelle  dans  le  plan  et  une  surface  imaginaire  h^ors  du  plan; 
mais  que,  d'ailleurs,  cette  surface  serait  formée  des  conjuguées  dont  je 
me  suis  occupé,  redressées  perpendiculairement  au  plan  de  la  figure  et 
appliquées  sur  les  cylindres  droits  ayant  pour  bases  les  diamètres  corres- 
pondant à  leurs  cordes  réelles. 

Tout  cela  est  vrai,  mais  je  lui  opposais  des  objections  qu'il  ne  sera 
pas  inutile  d'indiquer  pour  prévenir  des  tentatives  qui  pourraient  pa- 
raître fructueuses,  parce  qu'elles  conduiraient  à  des  théorèmes,  mais 
qui,  je  pense,  devraient  ensuite  être  abandonnées  comme  faites  en  vio- 
lation de  règles  obligatoires. 

La  première,  qui  me  parait  déterminante,  et  que  met  immédiatement 
en  évidence  l'embarras  où  l'on  se  trouverait  d'opérer  d'une  manière 
analogue  en  géométrie  à  trois  dimensions,  consiste  en  ce  que  rien  ne 
peut  autorilser  à  changer  l'espace  dont  on  dispose,  à  mettre  hors  du 
plan  ce  que  Ton  demandait  de  construire  dans  le  plan. 

La  seconde  consiste  en  ce  que  le  projet  proposé  violerait  la  loi  de 
continuité  :  en  effet,  les  cordes  de  la  courbe  réelle,  auxquelles  font 
suite  les  cordes  réelles  d'une  conjuguée,  dans  mon  système,  font  avec 
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les  éléments  du  diamètre  commun,  à  leurs  pieds  sur  ce  diamètre,  des 
angles  variables,  mais  assujettis  à  la  continuité,  tandis  que,  dans  l'autre 
système,  l'angle  resterait  variable  jusqu'au  point  où  la  corde  devien- 
drait tangente  à  la  courbe  réelle  et  serait,  à  partir  de  là,  invariablement 
droit.  Néanmoins,  il  faut  bien  convenir  que  tous  les  faits  se  conserve- 
raient jusqu'à  un  certain  point  dans  le  système  que  Bour  me  propo* 
sait. 

Par  exemple,  si  l'équation  d'une  droite  réelle  a  des  solutions  imagi- 
naires communes  avec  l'équation  d'une  courbe,  les  points  correspon- 
dant à  ces  solutions,  construits  comme  je  les  construis,  fournissent  les 
intersections  effectives  de  la  droite  réelle  et  de  la  conjuguée  de  la  courbe 
proposée  dont  la  caractéristique  est  le  coefficient  angulaire  de  CQtte 
droite. 

Dans  l'autre  système,  l'équation  du  premier  degré,  y  =  ax  +  b, 
.  représenterait  le  plan  perpendiculaire  au  tableau,  mené  par  cette 
droite;  de  sorte  que  les  solutions  communes  à  deux  équations 

y  =  ax  +  h    et    /'(ar,  y)  =  0 

fourniraient  les  points  de  rencontre  du  plan  y  =  ox  -f-  b  avec  la  conju- 
guée C  =  a  du  lieu  f  {x,  y)  =  0,  redressée. 

Tous  les  résultats  pourraient  sans  aucun  doute  être  transportés,  d'une 
manière  analogue,  d'un  des  systèmes  à  l'autre  ;  mais  leur  traduction, 
dans  le  nouveau  système,  ne  conduirait  pas  à  des  énoncés  aussi  simples 
qu'on  pourrait  s'y  attendre  à  première  vue. 

Ainsi  la  surface  imaginaire  représentée  par  une  équation  du  second 
degré  à  deux  variables  ne  serait  pas  du  second  degré.  Car  les  sections 
faites  par  des  plans  perpendiculaires  au  plan  du  tableau,  menés  par  le 
centre  de  la  courbe  réelle,  n'auraient  pas  même  axe  dans  la  direction 
perpendiculaire  à  ce  plan  du  tableau. 

Quanta  l'objection  que  je  faisais  à  Bour  relativement  à  l'impossibilité 
d'étendre  son  système  à  la  géométrie  à  trois  dimensions,  il  me  répondait 
gaiement  :  «  Eh  bien  !  n'avez-vous  pas  Thyperspace?  » 

Tout  cela,  bien  entendu,  n'était  que  matière  à  causeries;  mais  ces 
causeries  me  suggérèrent  l'idée,  qui  ne  m'était  pas  encore  venue,  de 
démontrer  directement  que  le  mode  de  construction  des  solutions 
imaginaires,  que  j'avais  adopté,  jouissait  exclusivement  de  la  propriété 
de  garantir  la  permanence  des  points  représentatifs  de  ces  solutions, 
quelques  changements  qu'on  pût  faire  subir  aux  axes. 

Cette  démonstration  se  trouve  dans  le  premier  chapitre  du  premier 
volume  de  cet  ouvrage. 

Sauf  un  aperçu,  dont  il  va  être  question,  contenu  dans  le  Traité  des 
fondions  doublement  périodiques^  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  on  n'avait, 
m*  p.  9 


l 
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avant  que  je  m'en  occupasse,  rien  proposé  relativement  h  la  marche 
d'une  fonction  implicite  de  plusieurs  variables  ni  aux  condilions  de 
convergence  de  la  série  de  Taylor  appliquée  au  développement  de  celte 
fonction. 
Ces  deux  questions  se  rattachant  de  très-près  aux  précédentes,  je  n'en 

dirai  ici  que  très-peu  de  mots  : 

La  première  se  décompose  en  trois  autres,  si  du  moins,  comme  nous 
le  supposerons,  il  s'agit  d'une  fonction  de  deux  variables  seulement,  car 
dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes  les 
questions  à  étudier  seraient  bien  plus  nombreuses. 

Soit  /"(x,  y,  z)  =  0  l'équation  qui  définit  une  fonction  z  de  deux  va- 
riables indépendantes  x  et  y:  posons,  comme  toujours, 

x  =  a  +  ^yr^,     y  =  a'  +  p'v/=7,     z  =  a"  +  p"x/^: 

les  six  variables  a,  p,  a,  ^',  a",  pf'  ne  seront  jusqu'alors  liées  entre  elles 
que  par  deux  équations. 

Si  à  ces  deux  équations  on  en  joint  trois  autres,  il  ne  restera  qu'une 
variable  indépendante,  «,  par  exemple,  et  l'on  pourra  demander  ce  que 
sera  devenue  chacune  des  valeurs  dez,  assujettie  à  la  condition  de  con- 
tinuité, lorsque  a  aura  passé  d'une  valeur  initiale  ot^  à  une  valeur 
finale  a^.  —  C'est  la  première  question. 

Si  les  trois  équations  complémentaires  contiennent  une  constante  ar- 
bitraire, l'ensemble  des  solutions  des  cinq  équations  représentera,  pour 
chaque  valeur  de  cette  constante,  un  lieu  curviligne  composé  de  points 
pris  sur  la  surface  réelle  et  sur  ses  conjuguées,  et  cette  ligne  se  défo> 
mera  quand  la  constante  variera.  On  pourra  donc  demander  ce  que 
chaque  branche  de  cette  ligne,  assujettie  à  la  continuité,  sera  devenue 
lorsque  la  constante  aura  passé  d'une  valeur  à  une  autre.  —  C'est  la  se- 
conde question. 

Enfin,  si  les  équations  introduites  se  réduisent  à  deux,  contenant  une 
constante  arbitraire,  l'ensemble  des  solutions  des  quatre  équations  re- 
présentera, pour  chaque  valeur  de  cette  constante,  une  surface  formée 
de  points  pris  sur  la  surface  réelle  et  sur  ses  difi'érentes  conjuguées. 
Cette  surface  se  déformera  quand  la  constante  variera  et  l'on  pourra  de- 
mander ce  que  chacune  de  ses  nappes  sera  devenue  lorsque  la  cons- 
tante aura  passé  d'une  valeur  à  une  autre.  —  C'est  la  troisième  ques- 
tion. 

Les  mêmes  principes  qui  m'avaient  servi  à  traiter  la  question  de  la 
marche  des  valeurs  d'une  fonction  d'une  seule  variable  permettent  de 
traiter  d'une  manière  analogue  les  trois  questions  ;  je  n'ai  donc  rieni 
dire  de  la  méthode  dont  je  me  suis  servi  pour  les  résoudra  dans  quelques 
cas  simples. 
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Quant  à  la  question  de  la  série  de  Taylor,  il  fallait  d'abord  la  réta- 
blir, MM.  Briot  et  Bouquet  l'ayant  posée  dans  des  termes  par  trop 
vagues  et  résolue  par  trop  légèrement.  Le  développement  de  la  fonc- 
tion z  de  deux  variables  xQiy  est 

,   (dz\  y—y^  ,   /  <Pz  \  (a:  — go)(ff  — yo)  , 

•  \^  •  •  • 

Cette  suite,  comme  étant  indéfinie,  constitue  bien  une  série,  si  Ton 
prend  le  mot  dans  son  acception  la  plus  générale,  mais  en  réalité  elle 
en  fournira  autant  qu'on  voudra  imaginer  de  modes  d'en  grouper  les 
termes;  et  non-seulement  les  conditions  de  convergence  de  toutes  ces 
séries  ne  seraient  pas  identiques,  mais  même  elles  ne  porteraient.pas 
sur  les  mômes  groupes  de  coefficients  différentiels. 

Ainsi  on  pourrait  regarder  le  développement  comme  représentant  la 
somme  des  valeurs  des  séries  formulées  dans  les  lignes  horizontales  ; 
on  pourrait  grouper  les  termes  suivant  les  lignes  diagonales,  etc. 

Dans  chaque  cas  la  condition,  ou  plutôt  les  conditions  de  conver- 
gence dépendraient  du  mode  de  groupement  dés  termes. 

Il  était  donc  indispensable  de  poser  avant  tout  la  question  qu'on 
avait  en  vue  et  de  définir  la  série  dont  la  convergence  était  mise  en 
question,  ou  la  série  des  séries  dont  la  convergence  était  en  ques- 
tion. 

MM.  Briot  et  Bouquet,  en  ne  faisant  à  cet  égard  aucune  distinction, 
cherchaient  en  réalité  la  réponse  à  une  question  inconnue. 

Quant  à  la  solution  qu'ils  en  donnent,  elle  n'a  aucune  valeur.  Ces 
messieurs,  dans  leur  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques, 
disent,  sans  autre  préambule^  ni  explication  : 

tt  II  est  facile  d'étendre  les  théorèmes  précédents  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  indépendantes.  Soit  f{xy  y,  z\  une  fonction  de  trois 
variables  imaginaires  x^  y^  z,  finie,  continue,  monodrome  et  mono- 
gène, quand  chacune  des  variables  reste  comprise  dans  une  certaine 
portion  du  plan.  Donnons  hx^  y,  z  des  accroissements  A,  k,  l;  la  fonc- 
tion /  (a?  +  A,  y  -f  *,  2  +  0  ®st  finie,  continue,  monodrome  et  mo- 
nogène, tant  que  les  variables  A,  A:,  /  restent  comprises  respectivemept 
dans  des  cercles  de  rayons  R,  R',  R',  décrits  des  points  x,  y,  z  comme 
centres. 
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«Posons 

t  désignant  une  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  l'unité.  La 
fonction  f{Uy  v,  te;]  est  une  fonction  synectique  de  /,  quand  la  variable  t 
se  meut  dans  le  cercle  de  rayon  i,  décrit  de  l'origine  comme  centre; 
elle  est  donc  développable,  dans  cette  étendue,  en  une  série  coQ?er- 
gente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  t^  et  Ton  a,  en 
désignant  par  F  {t)  cette  fonction, 

P(0  =  F(O)  +  F(O)j  +  r(O)A  +  ... 

Mais  on  a  symboliquement 

p.  (0  «  {ADuf+  kJ),f+  to«/l». 
d*où 

F»(0)=  (AD^/*+ AD/+ /D,/)n. 

Si  l'on  remplace  F"  (0)  par  sa  valeur  et  que  l'on  fasse  ^  s=  i,  on  obtient 
la  série 

('^JLà^  1.2. ..n  • 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  h,  k,  /,  et  convergente 
dans  les  cercles  de  rayons  R,  R',  R*.  » 

Ainsi,  il  y  aurait  deux  conditions  de  convergence,  l'une  relative  à  x, 
indépendamment  de  y  et  l'autre  relative  à  y,  indépendamment  de  x. 

Cependant,  si  l'on  considérait,  par  exemple,  la  fonction  2,  définie  par 
réquation 

a»  1-  ^  -r  ^ 

et  qae  l'on  supposât  y  constant,  la  convergence  du  développement  de  i 
serait  évidemment  limitée  à  l'un  des  points 


x==tay/l_g, 
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dépendant  de  la  valeur  attribuée  à  y;  et  si  c'était  x  qui  restât  constant, 
la  convergence  serait  limitée  à  l'un  des  points 


y=±*yC-f, 


dépendant  de  la  valeur  attribuée  à  x. 
Bien  mieux  !  si  x  et  y  étaient  assujettis  à  la  condition 

a^  +  it—^f 

il  n'y  aurait  plus  de  condition  de  convergence  :  la  série  resterait  con* 
vèrgente  même  pour  des  valeurs  infinies  de  -x  et  de  y,  car  z^  alors,  se* 
Tait  une  constante  et  tous  les  termes  du  développement  s^évanouiraient 
d'eux-mêmes,  à  partir  du  second. 

La  solution  proposée  par  MM.  Briot  et  Bouquet  était  donc  absurde. 

La  série  qu'il  est  utile  de  considérer,  dans  la  pratique,  est  celle  dont 
les  termes  sont  les  sommes  des  termes  homogènes,  par  rapport  à 
{x  —  Xç)  et  à  {y —  y^)y  du  développement  général,  et  c'est  celle  dont  je 
cherchai  la  condition  de  convergence. 

La  question  était  facile  à  résoudre  par  les  considérations  suivantes, 
qui  heureusement  se  présentèrent  d'elles-mêmes  à  mon  esprit: 

Dès  que  x  eiy  étaient  donnés,  la  série  coïncidait  identiquement  avec 
le  développement  par  la  formule  de  Maclàurin,  de  la  fonction  de  â?  —  x^, , 
composée  des  fonctions  x  —  x^eiy  —  yo  =  ^  (^  —  ^o)>  ^  désignant  le 
rapport  des  différences  connues  y  —  y^el  x  -^  x^ 

D'un  autre  cOté  la  relation  entre  z  —  z^  et  x  —  oTp  n'était  autre  que 
l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  xzùq  la  section  de  la  surface 
[^9  y*  ^1 9^^  1®  pl^i^  ^^^^  ou  imaginaire 

y— yo=K(^— ^o); 

mais  les  points  critiques  de  cette  projection  n'étaient  autres  que  les 
projections  sur  le  plan  des  xz  des  points  critiques  de  la  section  dans  son 
son  plan  et  ceux-ci  n'étaient  eux-mêmes  autres  que  les  points  de  ren- 
contre du  plan 

y  — yQ  =  K{a:  — a:) 

avec  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèle- 
ment à  l'axe  des  z, 

m 

Si  donc  on  avait  l'intention  de  donner  à  K  les  valeurs  comprises  dans 
la  formule 

K = m  4-  V —  1 9  (m), 
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m  étant  la  tangente  d'un  angle  qu'on  ferait  varier  de  0  aie,  les  valeurs 
extrêmes  de  x  et  de  y  seraient  les  coordonnées  du  lieu  fourni  par  les  so- 
lutions de  l'équation  du  contour  apparent  de  la  surface  [x,  y,  i\  par 
rapport  au  plan  des  xy,  qui  satisferaient  à  la  condition 

y—yo=[m+\l—i^{fn)\{x—x^. 

Ainsi  la  question  de  la  convergence  du  développement  d'une  fonc- 
.  tion  de  deux  variables  se  ramenait  immédiatement  à  celle  de  la  con- 
vergence du  développement  d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Le 
point  d'arrèty  dans  chaque  plan 

y— yo=h+\A=l?(»n)](a:— a^o), 

se  déterminerait  comme  le  point  d'arrêt  de  la  convergence  du  dévelop- 
pement de  l'ordonnée  d'une  courbe  plane  et  la  ligne  d'arrêt  du  déve- 
loppement de  Fordonnée  z  de  la  surface  considérée*  serait  le  lieu  des 
points  d'arrêt  correspondant  à  la  suite  des  plans 

y  —  yo  =  [rn  +  sf^<^{m)\{x  —  x^). 

Les  différentes  branches  du  contour  apparent,  par  rapport  au  plan 
des  xy,  de  la  surface  [x,  y,  z]  joueraient,  dans  la  question  du  dévelop- 
pement de  Zy  le  rôle  que  jouaient,  dans  celle  du  développement  de 
.  1-ordonnée  y  d'une  courbe  plane,  les  points  critiques  de  cette  courbe. 
On  passerait  ensuite,  du  reste,  aussi  facilement,  du  cas  d'une  fonc- 
tion de  deux  variables  à  ceux  d'une  fonction  de  trois,  puis  de  quatre, 
etc. ,  variables. 

Une  place  d'examinateur  d'admission  à  l'École  polytechnique  devint 
vacante  à  la  fin  de  1861.  MM.  Haton  et  Mannheim  étaient  candidats  dé- 
signés. Je  le  devins  sans  y  avoir  songé.  Voici  comment. 

Je  venais  de  rendre  à  M.  Bailleul  l'épreuve  corrigée  d'un  de  mes  ar- 
ticles pour  le  journal  de  M.  Liouville  ;  le  général  Poncelet  survint,  et 
quand  nous  eûmes  fini  avec  M.  Bailleul,  nous  sortîmes  ensemble.  H 
m'annonça  la  vacance  et  m'offrit  la  candidature.  Cependant  comme  à 
cette  époque  les  éléments  de  mécanique  étaient  encore  demandés  aux 
examens  d'admission,  il  voulut  savoir  si  mes  idées  s'accordaient  avec 
les  siennes  sur  cette  matière  et  me  donna  rendez-vous  chez  lui  pour  le 
soir.  J'y  allai,  naturellement,  pour  avoir  le  plaisir  de  causer  avec  lui, 
mais  sans  être  encore  décidé  à  rien.  J'avais  toujours  eu  en  horreur 
toutes  les  démonstrations  du  parallélogramme  des  forces  autres  que 
celle  de  Galilée  ;  d'un  autre  côté  je  n'avais  aucune  répugnance  pour  la 
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théorie  du  trayail  et  si  j'avais  des  objections  à  faire  à  un  enseignement 
spécial  de  la  cinématique  précédant  la  dynamique,  ce  n'était  qu'au  point 
de  vue  pédagogique. 

Nous  étions  donc  à  peu  près  d'accord  et  le  général  me  promit  un 
appui  énergique.  Dans  ces  conditions-là  j'acceptai  et  me  décidai  à  faire 
les  démarches  nécessaires.  « 

J'écrivis  au  général  Cofflnières,  qui  commandait  alors  l'École  poly- 
technique^ pour  poser  ma  candidature. 

J'écrivis  à  M.  Lamarle  pour  le  prier  de  me  recommander  à  M.  Bom- 
mard,  qui  faisait  partie  du  conseil  de  perfectionnement  de  l'École. 

Je  vis  aussi  M.  Reynaud,  professeur  d'architecture  à  l'École  et  direc- 
teur des  phares.  Je  lui  décrivis  le  gros  œuvre  de  l'édifice  que  j'ai  élevé  et 
il  parut  me  comprendre. 

Je  vis  encore  M.  Delaunay,  qui  me  permit  de  lui  expliquer  en  détail 
ma  théorie  et  qui  en  parut  satisfait 

Le  général  Poncelet  fit  ce  qu'il  put  en  faveur  de  ma  candidature  et 
donna  même  à  mon  intention  un  grand  dîner,  oti  il  réunit,  pour  leur 
parler  de  moi,  la  plupart  des  membres  du  conseil  de  perfectionnement  de 
rÉcolc.Maisje  fus  violemment  desservi,  dans  cette  réunion,  dont  naturel- 
lement j'étais  absent,  par  MM.  Serret  et  Hermite,  et  le  général,  ne  pou- 
vant m'assurer  un  assez  grand  nombre  de  voix,  reporta  tous  ses  efforts 
sur  la  candidature  de  M.  Mannheim . 

Les  ennemis  de  M.  Haton  voulaient  conserver  mon  nom  sur  la  liste 
de  présentation,  pour  lâcher  d*écarter  le  candidat  dont  ils  ne  voulaient 
à  aucun  prix,  mais  on  ne  m'offrait  plus  que  'la  seconde  place. 

Or^  cette  place  ne  me  paraissait  pas  enviable,  et  d*ailleurs  je  ne  vou- 
lais pas  que  mon  nom  servit  à  une  intrigue.  Je  retirai  ma  candidature. 
M.  Haton,  nommé  examinateur,  donna  sa  démission  des  fonctions  de 
répétiteur  de  mécanique  qu'il  exerçait  depuis  quelques  années.  Le  gé- 
néral voulut  me  faire  nommer  à  sa  place  et  réussit  cette  fois.  Mais 
Bour  était  furieux  contre  moi.  11  prétendait  que  ma  retraite  avait  dé- 
terminé la  nomination  de  M.  Haton. 

La  veille  de  la  nomination,  je  dis  au  général  que  je  voudrais  voir  Bour 
en  sa  présence.  Le  général  porta  chez  lui  sa  carte  avec  un  mot  par  le- 
quel il  le  priait  de  le  venir  voir  le  soir.  Bour  ne  s'attendait  pas  à  me 
voir,  et  d'un  autre  côté  il  est  assez  difficile  de  donner  de  mauvaises  raisons 
pour  faire  étrangler  un  homme,  quand  il  est  là.  Ce  pauvre  Bour  fut  pris 
au  piège  et  n'ayant  pas  d'objection  avouable  à  faire  contre  moi,  il  fut 
obligé  de  nous  donner  sa  parole  d'agir  en  ma  faveur.  Il  le  fit  du  reste  en 
homme  d'honneur,  sans  arrière-pensée,  et  réussit.  Jusqu'à  sa  mort  qui 
arriva  malheureusement  bien  peu  de  temps  après,  nous  vécûmes  tou- 
jours dans  la  meilleure  intelligence.il  me  chargea  même  de  le  suppléer 
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à  rÉcole  polytechnique,  pendant  six  semaines  environ,  durant  sa  der- 
nière maladie. 

J*ai  dit  comment  j'avais  échoué  autrefois  dans  la  recherche  des  cour- 
bures dés  conjuguées.  Voici  comment  je  parvins  à  résoudre  cette  im- 
portante question. 

C'est  à  l'occasion  de  mes  recherches  sur  la  marche  continue  d'one 
fonction  implicite  et  sur  les  conditions  de  la  convergence  de  son  dévelop- 
pement que  je  fis  le  premier  pas  dans  cette  découverte. 

Pour  mieux  me  rendre  compte  de  la  figure  d'une  des  conjuguées  da 
lieu 

j'en  avais  calculé  directement  la  courbure  au  point  où  elle  touchait  la 
courbe  réelle  et  je  l'avais  trouvée  égale  à  celle  de  cette  courbe  au  même 
point. 

Gomme  la  conjuguée,  ni  par  conséquent  son  point  de  contact  avec  la 
courbe  réelle  n'avaient  rien  de  remarquable,  cette  coïncidence  me 
frappa.  Je  refis  l'expérience  sur  un  autre  point,  le  résultat  fut  le  même; 
je  calculai  en  un  point  de  la  courbe 

y*  -}•  **  =  «* 

le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe  et  celui  de  sa  conjuguée,  ils  se 
trouvèrent  encore  égaux.  Il  était  évident  que  ce  devait  être  là  une  règle 
générale  :  quelle  pouvait  en  être  la  cause  première?  Je  réfléchis  que  la 
vérification  du  fait,  pour  le  cercle  et  l'hyperbole  équilatère,  sa  conju- 
guée, en  entraînerait  la  démonstration  générale;  car  si  un  cercle  avait 
un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  quelconque,  leurs  con- 
juguées, issues  du  point  de  contact,  devant  avoir  entre  elles  un  contact 
du  même  ordre,  si  les  courbures  du  cercle  et  de  Thyperbole  sa  conju- 
guée  étaient  les  mêmes,  celles  de  la  courbe  considérée  et  de  sa  conju- 
guée seraient  aussi  les  mêmes. 

Les  rayons  de  courbure  du  cercle  et  de  sa  conjuguée,  en  leur  point 
de  contact  étant  donc  efi'ectivement  égaux,  comme  il  est  facile  de  le 
vérifier,  j'en  conclus  ce  théorème  général  que  les  conjuguées  d'une 
courbe  quelconque  ont  toujours  mêmes  courbures  qu'elle  aux  points  où 
elles  la  touchent. 

La  facilité  de  ce  premier  succès  m'engagea  naturellement  à  tenter  de 
nouvelles  recherches  dans  la  même  voie.  La  considération  de  Tune 
des  enveloppes  appelait  naturellement  celle  de  l'autre,  car  les  courbures 
des  conjuguées  en  leurs  points  de  contact  avec  l'enveloppe  réelle  don- 
nant lieu  à  une  relation  si  remarquable,  il  y  avait  lieu  d'espérer  que 
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leurs  courbures,  en  leurs  points  de  contact  avec  Tenveloppe  imaginaire» 
fourniraient  aussi  quelque  relation  intéressante. 

Mais  la  nouvelle  question  que  je  me  posais,  outre  qu'elle  était  bien 
plus  dirficile  à  résoudre,  était  double  en  réalité  :  car  il  s'agissait  d'abord 
d'obtenir  la  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un 
lieu  quelconque,  en  un  quelconque  de  ses  points^  et  ensuite  la  cour- 
bure é'une  quelconque  des  conjuguées  du  lieu,  en  son  point  de  con- 
tact avec  cette  enveloppe  imaginaire.  Et  il  fallait  créer  des  méthodes 
pour  aborder  ces  deux  questions. 

Je  songeai  que  si  les  enveloppes  imaginaires  de  deux  lieux  avaient 
mêmes  coordonnées  en  un  de  leurs  points  de  rencontre  et  que  les  deux 
premières  dérivées  de  y  par  rapport  à  x,  données  par  les  équations  de 
ces  deux  lieux,  eussent  aussi  mêmes  valeurs  en  ce  point,  ces  deux  enve- 
loppes devraient  y  avoir  même  courbure  et'je  m'assurai  qu'en  eifet  la 

dy 
condition  que  -~  restât  réel,  c'est-à-dire  la  condition  de  cheminer  sur 

l'une  ou  l'autre  enveloppe,  complétait  bien  les  conditions  nécessaires 
pour  que  les  deux  enveloppes  eussent  effectivement  un  contact  du  se- 
cond ordre. 

Ce  point  établi,  la  méthode  à  employer  pouvait  consister  à  établir  un 
contact  analytique  du  second  ordre  entre  le  lieu  proposé  en  un  point  de 
l'enveloppe  de  ce  lieu  et  un  cercle  imaginaire,  sauf  à  rechercher  ensuite 
directement  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées du  cercle  imaginaire  en  im  de  ses  points  :  car  si  on  déterminait 
les  coefficients  de  l'équation 

de  façon  que  cette  équation  donnât,  pour  une  valeur  de  x  égale  à  l'abs- 
cisse d'un  point  de  l'enveloppe  imaginaire  d'un  lieu,  les  mêmes  valeurs 

**   dy      d^y 
pour  y, -/-et  -^,  que  donnait  déjà  l'équation  de  ce  lieu,  d'abord  le  lieu 

(x-a)*+(y  — Ô)>  =  R» 

passerait  par  le  point  considéré  de  l'enveloppe  en  question;  en  outre  ce 
point  appartiendrait  bien  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du 
lieu 

{x-ay  +  (y-by  =  K\ 

puisque  cette  équation  donnerait  en  ce  point,  pour  ^,  une  valeur 

réelle,  enfin  les  enveloppes  des  deux  lieux  auraient  bien  même  cour- 

d^y 
bure,  -r^  ayant  aussi  même  valeur  dans  l'un  et  l'autre  cas. 
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Les  paramètres  a,  hj  R  devant  être  déterminés  par^  les  mêmes  for- 
mules qui  donnent  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  osculâteur  à  une 
courbe  quelconque  en  un  point  réel,  il  n'y  avait  pas  à  s'en  occuper. 

Il  ne  restait  donc  qu'à  trouver  le  rayon  de  courbure^  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  da 
jcercle  imaginaire 

Je  cherchai  d'abord  Téquation  en  coordonnées  réelles  de  cette  enve- 
loppe et  je  trouvai^  à  mon  grand  étonnement, 

(a;_a  — a^-f  (y  — é  — *7  =  {r-f  r^, 

L'enveloppe  imaginairedes  conjuguées  d'un  cercle  imaginaire  était  donc 

un  cercle  et  son  équation  s'obtenait  en  remplaçant  >J —  1  par  1  dans 
l'équation  du  cercle  imaginaire.  Alors  la  question,  effrayante  de  loin, 
de  la  recherche  du  rayon  de  courbure  de  cette  enveloppe  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  tombait  d'elle-même.  Ce  rayon  était  trouvé  d'a- 
vance, il  était  constant  et  égal  kr  -\-r\ 

Ainsi  pour  avoir  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  d'un  lieu  quelconque,  en  un  quelconque  de  ses  points,  il 
n'y  aurait  qu  à  prendre  la  valeur  de  l'expression 


[ 


3 


•+(S)T 


au  point  considéré. 
Le  calcul  de  cette  expression  donnerait  un  résultat  de  la  forme 

r  -j-  r  \J —  1  et  le  rayon  de  courbure  cherché  serait  r  +  »•'• 

C'était  magniûque. 

Mais  il  restait  à  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  en  son 
point  de  contact  avec  l'enveloppe  imaginaire. 

Toutefois,  la  question  se  réduisait  à  trouver  le  rayon  de  courbure 
d'une  conjuguée  du  cercle  imaginaire  en  son  point  de  contact  avec  l'en- 
veloppe des  conjuguées  de  ce  cercle.  Le  calcul  est  un  peu  long,  mais  le 
résultat  devait  m'en  dédommager:  on  trouve  que  ce  rayon  est  constant, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  conjuguées  du  cercle  imaginaire,  quoique 
très-différentes  de  forme,  ont  même  courbure  aux  points  oii  elles  tou- 
chent leur  enveloppe  circulaire.  Le  rayon  de  cette  courbure  est 
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Ce  qui  précède  forme  le  chapitre  ix  de  mon  mémoire^  qui  parut  dans 
le  tome  YI  de  la  deuxième  série  du  Journal  de  mathématiques  de  M .  Liou- 
ville. 

Je  n'en  étais  encore  que  là  en  1861.  Je  n'avais  pas  encore  trouvé  un 
moyen  d'aborder  la  recherche  du  rayon  de  courbure  d'une  copjuguée 
quelconque  en  un  quelconque  de  ses  points.  11  est  facile  d'apprécier 
les  difficultés  que  comportait  cette  question  :  la  formule  du  rayon  de 
courbure  d'une  courbe  en  un  point  réel  ne  contient  pas  les  coordon- 
nées du  point  parce  que  -^  ni  j^  ne  changent  pas  de  valeurs  quand  on 

transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  un  point  quelconque 
et  que  Ton  aurait  pu  d'avance  transporter  l'origine  au  point  considéré 
de  la  courbe.  Mais  si  dans  une  équation  /*(x,  ^)  =  0  on  remplace  x  par 

X  4.  A  -f*  A  V —  *  ôt.  y  par  y  +  A'  +  *'  V^^-1,  toutes  les  conjuguées 

k  dy 

changent  excepté  celle  dont  la  caractéristique  est  p,  et  cependant  j- 

et  -j-^  conservent  les  mômes  valeurs  aux  points  correspondants.  Les 

coordonnées  du  point  de  la  conjuguée  entreraient-elles  donc  dans  la 
formule  du  rayon  de  courbure  ?  Gela  paraissait  d'autant  plus  à  craindre 
que  la  caractéristique  certainement  devrait  y  entrer  et  que  la  caractéris- 
tique étaitliée  aumoins  aux  parties  imaginaires  des  coordonnées  dupoint. 
Cette  incertitude  m'arrêtait  depuis  un  certain  temps  lorsque  Tidée 
me  vint  de  généraliser  la  question  et;  sans  plus  m'occuper  des  coordon- 
nées du  point  du  lieu,  de  considérer  à  partir  de  ce  point  tous  les  lieux 
des  points  dont  les  coordonnées,  satisfaisant  toujours  bien  entendu  à 
l'équation  proposée^  varieraient  de  façon  que  les  accroissements  des 
parties  imaginaires  de  leurs  coordonnées  restassent  dans  un  rapport 
constant,  et  de  chercher  l'expression  générale  des  rayons  de  courbure, 
au  point  de  départ  de  ces  lieux,  parmi  lesquels  serait  naturellement 
comprise  la  conjuguée  qui  en  émergerait. 


Ainsi  soient  x^  =  «^  4.  Po  V'  —  1  et  y^  =  «'o  +  P  0  Y  —  *  1®^  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'un  lieu  et  que  Ton  conçoive  toutes 
les  solutions  de  l'équation  du  lieu  rentrant  dans  le  type 

y  =  a'o  +  ^W-4+«+PGv/-i 

C  étant  une  constante,  la  suite  des  points  correspondant  à  ces  solutions 
formera  un  lieu,  qui  variera  avec  C,  mais  qui  se  confondra  avec  la  con- 

juguée  issue  du  point  [a:^,  yj  lorsque  C  sera  égal  à  j^;  de  sorte  que  si 
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Ton  pouvait  exprimer  le  rayon  de  courbure  du  lieu  défini  par  une  va- 
leur quelconque  de  G,  il  n'y  aurait  ensuite  qu'à  supposer  que  G  devint 
la  caractéristique  de  la  conjuguée  considérée,  pour  avoir  le  rayon  de 
courbure  de  cette  conjuguée;  or  dans  cette  manière  d'embrasser  la 
question  x^  et  y,  se  trouvaient  d'avance  éliminés. 

En  désignant  par  n  le  rapport  du  petit  au  grand  axe  de  l'ellipse  éva- 
nouissante 

dx 
et  par  r-^-r^  V—  *  la  valeur  de 

['  ^  mi 

du* 

on  trouve  pour  le  rayon  de  courbure  du  lieu  défini  comme  plus  haut, 
par  la  valeur  de  G, 

r(n  +  Cy  +  n'(n-Cnl t^  +  r'^ 

L  *  — «*  J   (r— r')(G»— 3Cn*)+(r-f»^)(3G*n— n*y 

On  arrive  à  une  formule  plus  simple  si  l'on  prend  pour  donnée,  au 
lieu  de  G,  la  tangente  a  de  l'angle  que  la  tangente  au  lieu  G  fait  avec  le 
grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante 

dx 
On  trouve  alors 

Vl  — nV   aV  4-  3naV  —  Zn^ar  — .nV  ' 

Gette  théorie  a  été  publiée  en  1862  dans  le  tome  YII  de  la  deuxième 
série  du  journal  de  M.  Liouville. 

La  solution  générale  du  problème  des  courbures  des  courbes  imagi- 
naires, bien  que  complétée  de  cette  manière,  ne  me  satisfaisait  toutefois 
pas  entièrement.  Je  sentais  qu'on  pourrait  en  obtenir  une  meilleure, 
tirée  de  la  considération  directe  des  angles  imaginaires  ;  mais  d'ailleurs  je 
voulais  fonder,  par  rapport  aux  coordonnées  polaires,réquivalent  decequi 
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avait  été  fait  par  rapport  aux  coordonnées  rectilignes,  ou  du  moins  re* 
trouver  dans  Téquation  d'un  lieu  en  coordonnées  polaires,  les  conju- 
guées de  ce  lieu,  et  cette  question  me  ramenait  à  la  question  des  angles 
imaginaires. 

Je  rédigeai  d'abord  ce  que  je  savais  depuis  longtemps  de  la  théorie 
des  angles  imaginaires  considérés  comme  secteurs  d'hyperbole  équila- 
tëre  et  des  triangles  imaginaires  définis  par  des  données  réelles.  Cette 
théorie  parut  au  commencement  de  1862  dans  le  tome  VII  de  la 
deuxième  série  du  journal  de  M.  Liouville,  avant  la  théorie  générale 
des  courbures  que  j'espérais  pouvoir  améliorer. 

Après  avoir  constitué  la  trigonométrie  imaginaire  sur  laquelle  je  ne 
reviendrai  pas  ici,  je  me  trouvai  en  face  de  cette  question  capitale: 

pourquoi  un  seul  coefficient  angulaire,  m  -{-n  v^—  1,  qu'on  pouvait 

faire  égal  à  la  tangente  d'un  angle  imaginaire^  ?  +  4^  V^ — i»  correspon- 
dait^il  à  une  infinité  de  directions  ? 

La  réponse  à  cette  question,  quoiqu'elle  soit  loin  de  se  présenter 
d'elle-même  à  Tesprit,  est  pourtant  bien  simple. 

Si  au  lieu  de  l'équation 

x*  +  t/^  =  K\ 

dans  laquelle  on  fait  ordinairement  R  =  1,  ce  qui  est  un  tort^  parce  que 
R  aurait  pu  être  imaginaire,  on  considère  l'équation 

X»  +  y»  =  (r  +  r' V=T)*, 

les  rapports  à  r  +  >•'  V—ï  des  coordonnées  d'un  point  du  lieu  corres- 
pondant, sont  encore  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  même  angle,  mais 
cet  angle,  placé  au  centre  du  cercle  imaginaire  dont  le  rayon  est 

r-^-r^  V— ly  ne  correspond  plus  à  la  même  inclinaison  sur  l'axe  des  x 
que  le  même  angle,  au  centre  du  cercle  réel;  cela  tient  à  ce  que  les  cer- 
cles imaginaires  ne  sont  pas  semblables  au  cercle  réel  et  ne  sont  sem- 
blables entre  eux  qu'autant  que  le  rapport  des  parties  réelles  de  leurs 
rayons  soit  égal  à  celui  de  leurs  parties  imaginaires. 


lien  résulte  que  si  on  donne  un  angle  <p  -f-^  y/ — 4,  sans  donner  le 
rapport  des  parties  réelle  et  imaginaire  du  rayon  du  cercle  au  centre  du- 
quel cet  angle  doit  être  construit,  on  ne  donne  qu'un  des  éléments  de 
la  direction  correspondante.  • 

Pour  avoir  toutes  les  directions  qui  correspondent  à  l'angle  donné, 
il  faut  considérer  cet  angle  comme  devant  êlre  successivement  placé 
aux  centres  de  tous  les  cercles  imaginaires. 

Quant  à  la  représentation  géométrique  d*un  angle  f  -f~  ^  V  —  ^'  placé 
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au  centre  d'un  cercle 

on  trouve  que  si  Ton  construit  le  point  [x,  y]  dont  les  coordonnées, 
divisées  par  r  -f-  ^'  >/ — *>  seraient  le   sinus  et  le  cosinus  de  Tangle 

^  ^  ^  ^ — i^  qu'on  le  joigneà  Torigine,  c'est-à-dire  au  centre  du  cercle^ 
et  qu'on  joigne  aussi  à  l'origine  le  point  de  contact  de  la  conjuguée  à 
laquelle  appartient  ce  point  avec  l'enveloppe  imaginaire  de  toutes  les 
conjuguées,  c'est-à-dire  avec  le  cercle 

a^  +  y^  =  {r  +  r')\ 

l'angle  9  +  ^^  V*^ — 1  est  le  double  du  rapport  à  (r  -j-  W —  *)*  de  la 
somme  des  aires  du  secteur  circulaire,  compris  entre  le  rayon  couché 
suivant  la  direction  positive  de  Taxe  des  x  et  le  rayon  dirigé  au  point 
de  contact  dont  il  vient  d'être  parlé,  et  du  secteur  de  la  conjuguée  à  la- 
quelle appartient  le  point  [x,  y]  compris  entre  le  rayon  précédent  et  le 
rayon  dirigé  au  point  \x,  y],  chacun  de  ces  secteurs  étant  représenté  par 
la  formule  intégrale  qui  conviendrait  à  son  expression  s'il  était  réel. 
Gela  posé,  si  l'on  considère  simultanément  les  deux  équations 

y=  (m-j-n  v^— T)x  =  tang(<p  +  I  V — *)^ 
et 

pour  chaque  valeur  du  rapport  —,  les  deux  lieux  se  couperont  en  deux 

r 

points  symétriques  par  rapport  à  l'origine  ;  mais  si  -  varie,  ce  seront 

r 

successivement  toutes  les  droites  du  faisceau 

y  =  [m  +  n  V— 1)  X 

qui  contiendront  les  deux  intersections  ;  le  rayon  mené  à  l'un  des  points 
de  rencontre,  le  rayon  mené  au  point  de  contact  de  l'enveloppe  des 
conjuguées  du  cercle  et  de  la  conjuguée  passant  par  le  point  de  ren- 
contre, enfin  le  rayon  couché  suivant  l'axe  des  x  détermineront  pour 

r' 
chaque  valeur  de  -  deux  secteurs,  et  à  chaque  instant  le  double  du  rap- 
port de  la  somme  de  ces  secteurs  k  (r  -{-t^  \/--T)*  sera  fourni  par  la 
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constante  <p  +  4»  y — ^«  Ainsi  la  môme  expression  numérique  de  l'angle 
d'un  faisceau  de  droites  avec  l'axe  des  x  correspondait  effectivement  à 
une  infinité  d'angles. 

Il  devenait  dès  lors  facile  de  donner  aux  équations  en  coordonnées 
'polaires  la  même  extension  qu'ont  reçue  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  : 

En  effet»  si  dans  une  équation 

f{x,y)=Q 

on  remplace  x  par  p  cos  w  et  y  par  p  sin  o),  pour  retrouver  ensuite  dans 
l'équation 

f  (p  cos  <o,  p  sin  w)  =  0 

* 

tous  les  points  réels  ou  imaginaires  du  lieu  /  (ar,.y)  =  0,  il  suffirait  pour 

chaque  système  de  valeurs  de  p  et  de  o),  de  concevoir  le  cercle  imaginaire 

de  rayon  p  et  de  construire  au  centre  de  ce  cercle  le  secteur  dont  le 

2 
produit  par   ^  serait  le  nombre  w. 

A  P 

D'ailleurs  les  solutions  de  l'équation 

/"(p  cos  co,  p  sin  (û)  =  0 

qui  donneraient  tous  les  points  de  la  conjuguée  G  du  lieu  f{Xy  y)  =  0 
devraient  satisfaire  aune  condition  facile  à  exprimer  entre  les  parties  du 

rayon  p  égal  ^r-^-r'  sj — 1  et  de  l'angle  w  égal  à  <p  -|-  +  V — *• 
Ainsi  par  exemple  pour  retrouver  dans  l'équation 

p= i — . 

^       1  —  e  cos  w 

la  conjuguée  à  abscisses  réelles  de  la  conique  fournie  par  les  solutions 
réelles  de  l'équation,  il  faudrait  faire  p  réel  et  co  imaginaire  sans 
partie  réelle.  Les  angles  seraient  comptés  dans  des  cercles  réelsj 
mais  ce  seraient  les  doubles  de  secteurs  d'hyperbole  équilatère,  de 
rayon  1. 

C'est  là  que  se  terminait  la  série  de  mes  Mémoires  qui  parurent  de 
1858  à  1862,  dans  le  journal  de  M.  Liouville. 

M.  Lamarle  fit  paraître  en  1863  une  nouvelle  édition  «de  son  Exposé 
géométrique  du  calcul  différentiel  et  intégral,  j'y  remarquai  les  passages 
suivants  : 

Page  66. 

«  Théorème.  —  Toute  fonction  est  développable  en  série  convergente* 
suivant  la  formule  de  Taylor  ou  de  Maclaurin,  tant  que  le  module  de 
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la  variable  reste  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  pour  lesquelles  la 
fonction  cesse  d'ôtre  continue  ou  de  prendre  tnémei  valeurs  (au  ploriel] 
aux  deux  limites  0  =  0,  6  =  2ic/» 

Mémo  page,  en  note. 

«  Ce  théorème  a  été  donné,  pour  la  première  fois,  par  M.  Gauchy, 
sous  une  forme  qui  laissait  prise  à  quelque  incertitude.  Nous  avons  cru 
devoir  en  modifier  l'énoncé,  pour  lui  restituer  toute  la  rigueur  et  toute 
làgénéralùé qu'il  comporte  {yoir  Journal demathémat^queSy  tome  XI,  i846,  et 
tomeXlI,  1847).  M.  Maximilien  Marie  a  rencontré  cette  même  question 
dans  sa  Nouvelle  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires.  Il  rectiûe  ce 
que  les  énoncés  antérieurs  avaient  de  vicieux  et  s'accorde  avec  M.  Tché- 
bycheif  et  moi  sur  le  point  principal,  o 

Page  70. 

«  Toute  fonction  est  développable  en  série  convergente  suivant  la  for* 
mule  de  Taylor  ou  de  Maclaurin,  tant  que  le  module  de  la  variable  reste 
moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  cesse 
d'ôtre  continue  ou  de  prendre  même  vafetir  (au  singulier)  aux  deux  limites 
=  0,  0  =  2ir.  Lorsqu'on  dépasse  la  plus  petite  de  ces  valeurs,  la  série 
devient  divergente.  » 

M6me  page,  en  note:  , 

((  Il  est  bien  entendu  que  la  fonction  considérée  est  censée  n'admettre 
pour  chaque  valeur  de  la  variable  qu'une  valeur  unique,  correspon- 
dante à  une  branche  distincte  et  isolée.  C'est  cette  valeur  qui,  par  hy- 
pothèse, concourt  exclusivement  à  la  formation  de  tous  les  coefficients 
de  la  série.  » 

Page  114,  en  note  : 

tt  On  peut  varier  à  l'infini  les  différents  modes  que  comporte  la  repré- 
sentation géométrique  des  imaginaires.  Nous  ne  nous  occupons  ici  que 
d'un  seul  mode  choisi  parmi  les  plus  simples  et  les  plus  élémentaires; 
le  lecteur  qui  voudrait  étendre  et  poursuivre  ces  recherches  peut  con- 
sulter avec  fruit  les  travaux  de  M' M.  Marie,  déjà  cités  en  note,  page  66.  » 

Page  124: 

a  M.  Tchebycheif  a  proposé  en  1844  un  autre  énoncé  dont  je  n'avais 
pas  connaissance,  et  qui  se  trouve  reproduit  dans  le  mémoire  déjà  cité 
de  M.  Marie.  Voici  cet  énoncé.  (Suivait  l'énoncé  que  j'ai  donné  plus 
haut.)  » 


il 
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Désirant  remercier  M.  Lamarle  et  en  même  temps  l'avertir  des  er- 
reurs que  contenaient  les  passages  que  je  viens  de  citer,  je  lui  écrivis  : 


8  août  1863. 

«  Monsieur,  on  vient  de  me  montrer  le  second  volume  de  votre  Exposé 
géométrique  du  calcul  différentiel  et  intégral^  et  je  m'empresse  de  vous 
adresser  mes  sincères  remercîments  au  sujet  des  choses  flatteuses  que 
vous  voulez  bien  dire  de  moi  et  de  mes  ouvrages. 

«  Votre  bienveillante  recommandation'  ne  saurait  manquer  d'être 
très-utile  aux  idées  que  je  défends. 

((  Voulez-vous  me  permettre  une  observation  sur  un  point  qui  m'a 
paru  laisser  prise  au  doute  ? 

tt  Vous  avez  évidemment  destiné  la  note  qui  termine  la  page  70:  «Il 
est  bien  entendu  que  la  fonction  considérée,  etc.,»  à  renier  l'erreur  que 
j'ai  principalement  combattue  dans  le  préambule  de  mon  mémoire  sur 
la  série  de  Taylor,  savoir,  que  la  série  devenait  divergente  dès  que  le' 
module  de  x  —  x^  dépassait  le  moindre  des  modules  de  a  —  x^^,  h  —  x«, 
etc.,  a,  6,  etc.,  désignant  les  valeurs  de  x  correspondant  aux  points 
dangereux. 

«  Mais  cette  noie  ajoutée  après  coup,  peut-être  dans  un  moment  de  fa* 
tigue  d'esprit  ou  de  précipitation,  jure  avec  ce  qui  précède  immédiate- 
ment, car  la*  fonction  ne  pourrait  pas  manquer  de  reprendre  môme 
valeur  aux  limites  0  et  27c,  si  elle  n'en  avait  jamais  qu'une  pour  chaque 
valeur  de  x, 

«Je  vous  avais,  dans  mon  Mémoire,  imputé  l'erreur  commune  à  tous 
mes  devanciers,  parce  que  précisément  votre  énoncé  contenait  implici- 
tement l'hypothèse  que  la  fonction  considérée  fût  capable  de  plusieurs 
valeurs  pour  une  même  valeur  de  la  variable. 

«C'est  par  un  motif  analogue  que  j'avais  compris  M.  Tchébycheff  dans 
le  même  procès,  bien  que  son  énoncé  ne  comportât  pas  une  interpréta- 
'  tion  aussi  précise  que  le  vôtre,  parce  qu'il  a  donné  prise  à  la  critique, 
en  faisant  application  de  son  théorème  à  une  fonction  radicale. 

a  J'ai  vivement  regretté.  Monsieur,  que  vos  occupations  ou  votre  état 
de  santé,  ne  vous  aient  pas  laissé  le  loisir  d'entrer  dans  une  discussion 
plus  approfondie  de  la  matière;  si  peu  de  personnes  la  connaissent  et 
tant  de  gens  en  parlent,  que  c'est  un  véritable  malheur,  que  les  personnes 
vraiment  compétentes  ne  puissent  pas  aider  le  public  à  se  guider  au 
milieu  d'assertions  toutes  contraires  les  unes  aux  autres. 

tt  Permettez-moi,  Monsieur,  devons  renouveler  mes  remercîments  et 
de  vous  assurer  de  nouveau  de  mon  profond  respect.» 

Voici  la  réponse  de  M.  Lamarle  : 

m»  p.  10 
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Cm\m,  ce  14  Mût  1861. 


ce  Monsieur,  je  reçois  à  Calais,  où  je  suis  pour  deux  mois  encore,  la 
lettre  que  tous  m'avez  adressée  à  Gand.  Je  suis  fort  embarrassé  d'y  ré- 
pondre pertinemment,  m'élant  défait  du  seul  exemplaire  que  j'eusse  ici, 
et  n'ayant  sous  les  yeux  ninoon  manuscrit  ni  votre  travail.  La  confusion 
que  vous  me  signalez  me  paraît  provenir  de  ce  que,  dans  la  note^  je 
n'avais  probablement  en  vue  que  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  tandis 
qu'en  la  rapprochant  du  texte,  il  semblerait  qu'il  s'agit  départ  et  d'autre 
des  valeursimaginaires.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  vous  sais  grand  gré  de  tos 
observations  ;  je  vous  en  remercie  et  vous  prie,  au  besoin,  de  ne  pas  me 
les  épargner;  j'en  tiendrai  bonne  note. 

((  Il  n'a  pas  dépendu  de  moi  d'approfondir  et  de  développer  davantage 
les  parties  purement  analytiques*  Le  temps  et  l'espace  me  manquaient. 
J'attachais  aussi  plus  d'importance  à  la  partie  géométrique,  et  comme 
elle  exigeait  une  assez  grande  extension,  j'ai  dû  me  restreindre  ailleurs. 

Recevez,  Monsieur  et  cher  camarade,  l'assurance  affectueuse  de  mes 
'  sentiments  les  plus  distingués. 

Une  place  d'examinateur  d'admission  étant  de  nouveau  devenue  va- 
cante, j'écrivis  à  M.  Liouville  : 

36  ayril  1864. 

«  Monsieur,  une  nouvelle  vacance  de  la  place  d'examinateur  d'admis- 
sion à  rÉcole  polytechnique,  me  laisse  l'espoir  d'arriver  enfin  cette  fois 
et  de  sortir  du  provisoire  oii  je  végète  depuis  vingt-cinq  ans. 

a  J 'ai  pu  me  faire  connat  Ire  à  l'École,  ces  deux  dernières  années,  comme 
répétiteur,  et  je  crois  y  être  apprécié;  le  général  et  le  directeur  des 
études,  j'ai  lieu  de  le  penser,  me  seront  favorables. 

c  Mais,  pour  ne  laisser  à  leur  bienveillance  aucun  scrupule,  je  vou- 
drais qu'ils  me  connussent  un  peu  mieux  comme  géomètre,  s'il  m'esl 
permis  de  prendre  ce  titre. 

«  La  justice  que  vous  m'avez  rendue  eii  me  faisant  l'honneur  d'ad- 
mettre dans  votre  journal  le  résumé  de  mes  travaux,  *a  eu  déjà  pour 
moi  l'avantage  inappréciable  d'imposer  silence  à  d'injustes  préventions. 
Certes  je  vous  en  conserverai  une  reconnaissance  étemelle. 

((  Mais  cette  distinction,  à  laquelle  j'attache  le  plus  haut  prix,  n'est 
peut-être  pas  d'une  nature  assez  significative  auprès  d'administrateurs 

purs. 

0  J'ai  donc  pensé  à  vous  prier  non  pas  de  prendre  parti  pour  moi,  ni 
de  faire  aucune  comparaison  entre  moi  et'  les  autres  candidats,  mais 
simplement  de  vouloir  bien  me  définir  comme  mathématicien,  dans  on 
mot  adressé  au  général  Goffinières. 


i 
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«  Le  général  Poncelet,  dont  l'avis  favorable  m'a  encouragé  à  vous 
adresser  cette  demande,  compte  joindre  ses  prières  aux  miennes  pour 
TOUS  la  rendre  agréable.  » 

• 

M.  Liouville  écrivit  bien  eu  ma  faveur  au  général  Goffinières,  mais 
en  laissant  à  sa  recommandation  une  forme  trop  modeste  pour  sa  va- 
leur réelle. 

M.  Liouville  aurait  pu  exercer  utilement  un  empire  légitime  sîir  le 
monde  savant  ;  il  est  regrettable  que  sa  timidité  ait  laissé  la  place  libre 
à  de  moins  dignes. 

Les  honnêtes  gens,  malheureusement,  sont  trop  souvent  disposés  à  se 
désintéresser  de  ce  qui  se  fait  autour  d'eux.  Il  leur  répugne  de  se  mêler 
à  des  tripotages,  et  Thabitude  du  droit  chemin,  en  ce  qui  les  touche, 
les  dégoûte  de  suivre  les  intrigants  dans  leurs  voies  tortueuses.  Mais  il 
faudrait  surmonter  ce  dégoût.  Les  hommes  faits  pour  exercer  un  empire 
salutaire  doivent  leurs  services  à  la  société. 

Tousies  travaux  que  j'avais  projetés  étant  terminés,  je  me  porta, 
^'un  autre  côté.  J'avais  durant  dix  années  de  professorat  à  Auteuil  écrit, 
récrit  et  parachevé  un  traité  d'algèbre  élémentaire  qui  contenait  toute 
ma  doctrine  sur  le  calcul  abstrait  des  grandeurs  négatives  et  imaginaires. 
Je  tenais  à  faire  paraître  cet  ouvrage,  je  le  proposai  à  M.  MalleUBache- 
lier  par  la  lettre  suivante  : 

«  Monsieur,  je  viens  vous  proposer  l'édition  d'un  cours  d'algèbre 
élémentaire  pour  les  candidats  aux  Écoles  centrale,  forestière,  etc.  Le 
manuscrit  est  prêt  et  l'impression  pourrait  être  terminée  pour  la 
rentrée. 

«L'ouvrage  que  je  vous  propose  n'est  pas  une  reproduction  de  traités 
déjà  trop  nombreux  et  trop  semblables  les  uns  aux  autres;  ce  n'est  pas 
un  manuel,  c'est  un  traité  entièrement  neu/",  où  je  me  suis  attaché  à 
expliquer  ce  qu'il  y  a  de  plus  difflcile  dans  la  science,  ce  qu'on  ne  sait 
comment  dire  aux  élèves  et  qu'ils  ne  parviennent  ordinairement  à  dé- 
couvrir qu'avec  les  plus  grands  efforts  et  seulement  lorsqu'ils  sont  très- 
intelligents. 

((Les  autres  ouvrages  dont  je  m'occupe  et  notamment  celui  que  je 
publie  dans  le  journal  de  M.  Liouville,  doivent  vous  prouver  que  je  no 
songerais  pas  à  publier  un  traité  d'algèbre  élémentaire  si  je  n'avais  rien 
d'utile  à  dire. 

((  Je  suis  à  votre  disposition  pour  les  nouveaux  renseignements  que 
vous  auriez  à  me  demander.» 

M.  Mallet  agréa  ma  proposition,  de  sorte  que  je  cessai  toutes  nou* 
velles recherches  pendant  quelque  temps. 
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Mais  je  ne  délaissais  pas  pour  cela  mes  études  favorites,  puisqu'il  s'agis- 
sait de  fonder  la  théorie  du  calcul  abstrait  des  grandeurs  négatives  et 
imaginaires,  théorie  qui  devait  être  la  première  base  d'une  méthode  d'in- 
terprétation des  solutions  singulières  des  équations  algébriques.  D'un 
autre  côté,  je  ne  faisais  que  poursuivre  sur  un  autre  terrain  la  lutte  que 
j'avais  entreprise  contre  la  fatale  influence  de  Técole  de  dif.  Gauchy. 

Cependant  je  commençais  à  apercevoir  dans  le  lointain  deux  nouveaux 
buts  à  atteindre. 

J'avais  traité  sur  des  exemples  assez  nombreux  la  question  de  la  dé- 
termination, parmi  les  points  critiques,  du  point  d'arrêt  de  la  conver- 
gence de  la  série  de  Taylor  ;  ne  serait-il  pas  possible  de  parvenir  à  une 
solution  générale  de  la  question? 

D'un  autre  côté,  je  savais  depuis  longtemps  que  les  périodes  de  la 
quadratrice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m  disparaissent  une 
h  une  en  devenant  nulles  ou  infinies  quand  il  se  ''orme  dans  cette  courbe 
(les  points  doubles  à  distance  finie,  ou  quand  ses  asymptotes  vont  à 
rinfîni  par  couples  de  deux  :  ne  serait-il  pas  possible  d'assigner  le  nom- 
bre maximum  des  périodes  en  déterminant  le  nombre  de  celles  qui 
auraient  persisté  dans  une  courbe  devenue  plus  simple  par  suite  de  la 
formation  de  plusieurs  points  doubles  ou  de  la  disparition  de  quelques 
couples  d'asymptotes  et  rajoutant  le  nombre  de  celles  que  l'on  aurait 
fait  disparaître? 

Je  commençai  par  la  première  question,  parce  que  j'y  avais  déjà  fait 
un  premier  pas  assez  important  lors  de  la  publication  de  l'extrait  que 
j'ai  donné  de  mes  mémoires  insérés  dans  le  Journal  de  mathémntiqueSj  à 
l'occasion  de  ma  candidature  à  la  place  d'examinateur  d'admission  à 
l'École  polytechnique  en  1861.  J'avais  effectivement  fait  remarquer, 
dans  cet  extrait»  que  ceux  des  faits  que  j'avais  constatés  pouvaient  se 
résumer  dans  cet  énoncé  :  De  toutes  les  conjuguées  qui  passent  par  les 
points  critiques,  il  y  en  a  deux  qui  comprennent  immédiatement  celle 
oti  se  trouve  le  point  origine;  et  c'est  toujours  à  l'un  des  deux  points 
critiques  par  où  passent  ces  deux  conjuguées  que  la  convergence  est  li- 
mitée, de  sorte  que  pour  obtenir  le  point  d'arrêt  il  n^  a  qu'à  appliquer 
à  ces  deux  points  critiques  la  règle  que  Gauchy  avait  donnée  en  termes 
trop  généraux'. 

Le  fait  est  parHiitement  vrai  lorsque  tous  les  points  critiques  sont 
réels  et  j'avais  cru  la  loi  générale.  J'en  fis  l'objet  d'une  communication 
à  TAcadémie  le  22  mai  1865. 

Je  priai  le  général  Poncelet,  à  qui  j'avais  expliqué  mon  Mémoire,  de  le 
présenter  à  TÂcadémie.Le  général  s'attendait  à  être  désigné  par  le  pré- 
sident pour  examiner  mon  travail  et,  suivant  la  formule  usitée,  en  rendre 
compte  à  TAcadéraie.  Il  crut  devoir  se  chercher  des  collègues,  et  de- 
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manda,  sans  m'en  avoir  parlé,  leur  concours  à  MM.  Bertrai^d  et 
Bonnet,  qui,  sans  doute,  ne  voulurent  pas  refuser. 

L'extrait  qui  a  paru  dans  les  Comptes  rendus  contenait  la  reproduc^ 
tion  de  la  règle  que  je  viens  d* énoncer  et  se  terminait  par  ces  quelques 
mots  d'explication  : 

«  La  démonstration  est  établie  directement  pour  le  cas  où  tous  les 

points  critiques^  caractériséspar  lacondition  -^  =  x ,  appartiennent  au 

lieu  réel.  Elle  est  ensuite  étendue,  à  Taide  de  considérations  très-sim- 
ples de  continuité,  d*abord  au  cas  où  les  coefficients  de  l'équa- 
tion/'(x,  y)=  0  qui  définit  la  fonction  y,  supposée  algébrique,  de- 
viennent imaginaires,  les  points  critiques  restant  toutefois  caractérisés 

par  la  condition  -7-  =qo  ;  en  second  lieu   au  cas  où  les  dérivées  de  la 

dx 

fonction  ne  deviennent  infinies  en  certains  points  critiques  qu'à  partir 

d'un  ordre  supérieur. 

«  La  démonstration  consiste  toujours  à  faire  voir  que  si  le  point  ori- 
gine [Xq,  yj,  à  partir  duquel  on  développe  la  fonction,  se  trouve  sur 
l'une  des  conjuguées  qui  contiennent  les  points  critiques,  la  conver- 
gence ne  saurait  être  arrêtée  qu'en  l'un  des  points  critiques  situés  sur 
cette  conjuguée. 

(c  Cette  proposition  établie,  on  en  conclura  en  effet  immédiatement 
que  comme  la  région  de  convergence  restera  d'abord  limitée  au  môme 
point  critique,  lorsque  le  point  origine  commencera  à  s'éloigner  insen- 
siblement de  la  conjuguée  critique  qui  le  contenait  d'abord,  et  que 
d'ailleurs  le  déplacement  de  ce  point  origine,  vers  Tune  des  deux  con- 
juguées critiques  voisines,  devra  finalement  avoir  pour  effet  de  trans- 
porter le  point  d'arrêt  de  la  convergence  en  l'un  des  points  critiques 
situés  sur  cette  conjuguée  voisine  :  nécessairement  le  déplacement  delà 
limite  aura  dû  coïncider  avec  le  passage  du  point  origine  sur  l'une  des 
deux  courbes  définies  par  l'équation  du  lieu,  combinée  avec  la  condi- 
tion d'égalité*  entre  les  modules  des  différences  entre  l'abscisse  x  du 
point  mobile  et  les  abscisses  du  premier  point  d'arrêt  et  de  Tun  des 
points  critiques  voisins,  c'est-à-dire  situés  sur  Tune  des  conjuguées  cri- 
tiques voisines. 

» 

«  Premier  cas.  —  Soit  [a?^,  j/o]  ïc  point  origine,  situé  sur  la  conjuguée 
qui  passe  au  point  critique  A,  dont  l'abscisse  réelle  est  a  :  il  s'agit  de 
faire  voir  que  la  convergence  ne  saurait  être  arrêtée  en  un  autre  point 
critique  G,  dont  l'abscisse  réelle  c  différât  même  beaucoup  moins  de  x^^, 
que  a  n'en  diffère  lui-même. 

c(  Or,  pour  que  la  convergence  fût  limitée  à  l'abscisse  c  du  pointe,  il 
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• 

faudrait  que  la  série  pût  donner  l'ordonnée  d'un  point  infiniment  voisin 
de  G  sur  la  courbe  réelle  ou  sur  la  conjuguée  qui  passe  en  G. 

«  Mais  dans  cette  hypothèse  la  série,  variant  d'une  manière  conlinae 
dex  =  ehx=^x^y  fournirait,  povLVx:=x^,  l'ordonnée  de  la  branche 
issue  du  point  G,  ce  qui  est  impossible  puisqu'elle  fournit  déjà  celle  de 
la  branche  qui  part  du  point  A. 

u  Second  cas.  —  La  démonstration  relative  au  second  cas  est  fondée 
sur  cette  remarque  simple,  que  lorsque  les  coefficients ,  primitivemeDt 
réels,  d'une  équation,  prennent  des  accroissements  imaginaires  d'abord 
infiniment  petits,' la  portion  réelle  de  l'enveloppe,  qui*  disparait  instan- 
tanément, se  transforme  aussitôt  en  enveloppe  imaginaire.  L'enveloppe 
totale,  complètement  imaginaire,  du  nouveau  lieu  est  en  continuité  de 
forme  et  de  position  avec  l'ancienne  enveloppe. 

«  Troisième  cas.  —  La  démonstration  relative  au  troisième  cas  ré- 
sulte de  ce  que  l'état  singulier  que  l'on  considère  peut  toujours  être 
considéré  comme  compris  entre  des  états  infiniment  voisins  rentrant 
dans  le  second  cas.  » 

La  démonstration  que  je  donnais  pour  le  cas  où  tous  les  points  criti- 
ques seraient  réels  était  inattaquable,  et  je  ne  connais  aucun  exemple 
qui  infirme  la  règle  que  je  proposais,  dans  les  autres  cas. 

Toutefois  la  démonstration  que  je  proposais  dans  le  cas  général  sup- 
posait que  la  courbe  d'équilibre  entre  deux  points  critiques  voisins  ne 
pût  couper  ni  l'une  ni  l'autre  des  conjuguées  passant  par  ces  deux 
points  critiques,  ce  qui  paraît  douteux. 

Je  m'en  aperçus  et  je  refondis  mon  Mémoire,  mais  je  n'en  étais  pas 
encore  très- satisfait,  en  ce  sens,  que,  sans  douter  de  l'exactitude  de  la 
loi  que  j'avais  proposée,  je  ne  voyais  pas  comment  je  pourrais  répondre 
aux  objections  qui  pourraient  m'être  opposées. 

Toutefois  la  démonstration,  en  ce  qui  concernait  le  premier  cas  Je 
plus  important  de  beaucoup,  pouvant  défier  toutes  critiques,  j'allai  voir 
M.  Bertrand  et  M.  Bonnet,  tout  disposé  à  abandonner  ma  solution 
dans  les  autres  cas,  si  Ton  m'en  accordait  le  bénéfice  dans  le  premier; 
la  solution  de  la  difficulté,  dans  ce  cas,  constituant  déjà  un  progrès  bien 
remarquable  à  une  époque  où,  malgré  mes  publications  antérieures;  on 
admettait  encore  généralement  l'exactitude  de  la  règle  de  Gauchy»  re- 
lative au  point  d'arrêt  de  la  convergence. 

M.  Bertrand  me  reprocha,  ce  dont  j'étais  bien  innocent,  de  lui  avoir 
fait  demander  par  le  général  de  se  laisser  mettre  sur  la  liste  des  com- 
missaires chargés  de  l'examen  de  mon  Mémoire  et  refusa  absolument 
de  m'entendre;  il  me  dit  :  «  Nous  aurons  peut-être  passé  à  côté  d'une 
belle  découverte,  mais  nous  en  prenons  la  resppnsabilité.  » 
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Je  trouvai  M.  Bonnet  plus  abordable,  mais  cependant  assez  prévenu 
pour  ne  me  laisser  aucun  espoir  d'obtenir  de  lui  un  examen  sérieux  de 
mon  théorème. 

En  conséquence,  je  ne  m'en  occupai  plus. 

M.  Liouville  m'avait  gracieusement  offert  de  publier  mon  Mémoire  et 
si  le  public  ne  devait  pas  en  avoir  un  avis  motivé,  du  moins^  mes  droits 
resteraient  entiers  dès  que  je  voudrais  les  faire  valoir. 

Mais  je  me  trouvai  à  ce  moment  brusquement  lancé  dans  un  travail 
.  tout  nouveau  qui  m'absorba  entièrement  de  1865  à  1870. 

J'avais  reçu,  le  18  janvier  1865,  d'un  de  mes  anciens  élèves,  M.  Crété, 
imprimeur  à  Gorbeil,  qui  venait  de  commencer  l'impression  du  Diction- 
noire  de  M.  Larousse,  un  avis  me  prévenant  du  fait,  pour  le  cas  où  il  me 
conviendrait  de  collaborer  à  ce  grand  ouvrage. 

La  perspective  me  souriait  à  tous  égards,  non  pas  seulement  comme 
accroissement  de  ressources,  mais  aussi  comme  moyen  de  répandre 
mes  idées.  J'allai  voir  M.  Larousse,  et  nous  nous  entendîmes  au  bout 
de  quelques  visites;  je  commençai  à  m'occuper  sérieusement  de  son 
œuvre  vers  le  mois  de  juillet  et  je  ne  me  suis  guère  occupé  d'autre 
chose  jusqu'à  la  guerre. 

Outre  les  articles  qui  étaient  de  mon  département,  j'en  ai  revisé  ou 
refait  une  infinité  d'autres  dont  je  n'ai  pas  gardé  note,  parce  qu'ils  ne 
m'appartenaient  pas  entièrement.  Je  donnerai  quelque  jour  la  liste  de 
ceux  dont  je  tiens  à  garder  la  propriété,  pour  que  les  jeunes  gens  qui 
seraient  entrés  dans  mes  idées  puissent  les  retrouver. 
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M.  Larousse  interrompit  tout  travail  dès  le  début  de  la  guerre; 
comme  j'avais  à  peu  près  terminé  ce  que  j'avais  eu  à  faire  pour  lui,  je 
pris  congé.  Je  ne  me  suis  plus  dès  lors  occupé  du  Grand  Dictiomme 
que  pour  la  correction  des  épreuves  de  mes  principaux  articles. 

Je  fus  nommé  le  4  septembre  commandant  du  119*  bataillon  de  la 
garde  nationale  et  quelque  temps  après  désigné  par  le  sort  pour  la  pré- 
sidence du  conseil  de  guerre  du  9*  secteur.  —  Je  n'ai  pas  besoin  de  dire 
que  je  ne  songeai. guère  aux  mathématiques  pendant  le  siège. 

Je  quittai  Paris  le  26  mars  et  allai  rejoindre  à  Tours  TÉcole  poly- 
technique, au  commencement  de  mai. 

Vers  le  milieu  de  juin,  après  avoir  terminé  ce  que  j'avais  eu  à  faire  à 
rÉcole,  ne  voulant  pas  révoir  Paris  dans  l'état  où  il  devait  être,  surtout 
au  point  de  vue  moral,  j'acceptai  de  donner  mes  soins  au  fils  du  général 
Gavaignac  qui  allait  se  préparer  à  entrer  à  l'École  polytechnique. 

C'est  chez  madame  Gavaignac,  à  Ourne  dans  la  Sarthe,  où  je  restai 
jusqu'au  mois  de  septembre,  que  je  commençai  à  me  remettre  au  tra- 
vail. J'y  rédigeai  à  peu  près  ce  qui  précède  de  ce  troisième  volume. 

A  mon  retour  à  Paris  je  m'occupai  de  mettre  en  ordre  les  matériaux 
qui  devaient  composer  les  deux  premiers  volumes  et  de  rapprocher  les 
morceaux  les  uns  des  autres. 

C'est  en  revisant  la  partie  qui  concerne  les  intégrales  simples  que  je 
fus  amené  à  entreprendre  les  nouvelles  recherches  dont  il  me  reste  à 
parler. 
Ces  recherches  se  rapportent  à  deux  ordres  d'idées. 
Je  m'étais  préoccupé,  dès  1853,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  de  déterminer 
le  nombre  maximum  des  périodes  de  laquadratrice  d'une  courbe  de  de- 
gré m  et  cette  importante  question  était  toujours  restée  depuis  lors  pré- 
sente à  mon  esprit.  Je  désirais  beaucoup  la  résoudre.  D'un  autre  côté,  ia 
théorie  des  intégrales  simples  et  de  leurs  périodes,  que  j'avais  donnée 
en  4853,  présentait  une  lacune,  en  ce  sens  que  l'intégrale  prise  le  long 
de  l'enveloppe  imaginaire,  n'ayant  pas  reçu  d'interprétation  géométri- 
que, aurait  dû  être  calculée  directement,  ce  à  quoi  je  n'avais  pas  pu  pour- 
voir, et,  de  plus,  laissait  prise  à  cette  objection  qui  m'avait  été  faite, 
que  si  à  la  vérité  les  aires  définies  que  j'avais  été  amené  à  considérer 
fournissaient  bien  des  périodes  de  l'intégrale,  la  théorie  toutefois  n'éta- 
blissait pas  qu'il  ne  pût  pas  y  en  avoir  d'autres. 

Cette  objection  me  touchait  peu  parce  que  dans  les  conditions  où  elle 
était  présentée,  elle  n'était  pas  admissible.  En  effet,  une  pareille  objec- 
tion pourrait  être  avec  juste  raison  opposée  à  une  démonstration  par 
a  -f  6  qui  n'eût  pas  été  précédée  d'une  suffisante  énumération  de  toute> 
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les  circonstances  possibles.  Mais  une  démonstration  constituée  par  une 
explication  rationnelle  des  faits  est  parfaitement  au-dessus  d'objections 
pareilles  :  lorsque  la  cause  commune  d'une  classe  de  phénomènes  a  été 
découverte,  le  philosophe  n'a  plus  de  doutes.  Si  la  cause  vient  à  man- 
quer, il  n'en  cherche  pas  l'elTet. 

Mais  l'application  pratique  de  la  théorie  à  des  exemples  n'en  restait 
pas  moins  entourée  de  grandes  difficultés. 

En  effet,  si  l'équation  d'un  lieu  particulier,  de  degré  m,  présentait 
des  coefficients  imaginaires,  on  pourrait  bien  en  faire  rentrer  la  dis- 
cussion dans  celle  de  l'équation  la  plus  générale  de  même  degré  à 
coefficients  réels,  parce  que  les  mêmes  fonctions  des  coefficients,  qui 
fourniraient  les  périodes  delà  quadratrice  de  la  courbe  réelle,  reprodui* 
raient  naturellement  celles  de  la  quadratrice  de  la  courbe  proposée, 
mais  outre  que  ces  fonctions  seraient  ordinairement  impossibles  à  dé- 
terminer, il  arriverait  souvent  que  l'équation  proposée  présentât  des 
réductions  dont  on  perdrait  le  bénéfice  en  [recourant  h  l'équation  la 
plus  générale  du  môme  degré. 

Je  désirais  du  reste  trouver  una  réponse  sans  réplique  à  l'objection 
qui  m'avait  été  faite,  et  cette  réponse  ne  pouvait  se  déduire  que  de  l'exa- 
men des  cas  que  je  n'avais  pas  encore  considérés. 

J'avais  à  l'occasion  de  mon  Mémoire  de  4865  sur  la  série  de  Taylor, 
qui  était  resté  dans  les  cartons  de  l'Institut,  reconnu  ce  fait  important 
que  si  les  coefficients  d'abord  réels  d'une  équation,  venaient  à  prendre 
des  accroissements  imaginaires  infiniment  petits,  l'enveloppe  réelle  se 
transformerait  instantanément  en  enveloppe  imaginaire,  sans  changer 
d'abord  qu'infiniment  peu  de  forme  et  de  position. 

Cette  observation  avait  une  grande  importance  au  point  de  vue  des 
questions  qui  m'occupaient,  car  il  en  résultait  évidemment  que  les  ana- 
logues des  périodes  réelles  de  la  quadratrice  de  l'ancien  lieu  se  retrou- 
veraient dans  les  valeurs  de  l'intégrale  prise  le  long  des  anneaux  fermés 
de  la  portion  de  l'enveloppe  imaginaire  qui  se  serait  substituée  à  l'an- 
cienne courbe  réelle. 

Mais  je  n'avais  pas  encore  remarqué  que  les  conjuguées  tangentes  à 
la  nouvelle  portion  de  l'enveloppe  imaginaire  seraient  restées  en  conti- 
nuité géométrique  avec  les  conjuguées  taugentes  à  l'ancienne  courbe 
réelle  et  qu'en  conséquence  les  analogues  des  périodes  précédemment 
imaginaires  sans  parties  réelles  de  la  quadratrice,  se  retrouveraient  dans 
les  valeurs  de  l'intégrale  prise  le  long  des  anneaux  fermés  de  ces  conju- 
guées, tangentes  à  la  nouvelle  portion  de  l'enveloppe  imaginaire. 

Au  reste,  je  sentais  instinctivement  que  la  théorie  de  l'enveloppe 
imaginaire  n'était  pas  complète  et  que  j'aurais  besoin  de  ce  que  j'en 
ignorais  encore,  pour  réussir  dans  les  nouvelles  recherches  qui  me 
préoccupaient. 


Par  exemple  je  croyais  depuis  longtemps  que  les  deux  portions  de 
l'enveloppe  étaient  réciproques,  mais  je  n'avais  aucun  moyen  de  le  dé- 
montrer; et,  d'un  autre  côté,  le  fait  de  la  transformation  instantanée 
de  l'une  des  enveloppes  dans  l'autre  donnait  naturellement  lieu  à  l'espoir 
de  constater  entre  ces  deux  courbes  des  relations  intéressantes. 

J'étais  ainsi  sollicité  à  la  fois  dans  deux  sens  différents,  où  les  succès 
obtenus  devraient  se  prêter  un  mutuel  appui,  mais  où  les  chances  d'é- 
checs paraissaient  certaines. 

Jamais  je  ne  cherche  ce  qui  me  préoccupe  le  plus  ;  j'y  songe,  j'en  rêve 
ou  j'y  pense,  mais  je  ne  le  cherche  jamais.  Toujours  j'attends  l'inspira- 
tion et  quand  elle  ne  vient  pas,  je  me  débarrasse  de  la  préoccupation  qui 
m^obsède  en  faisant  autre  chose. 

Poursuivi  par  l'image  de  l'enveloppe  imaginaire  je  cherchai  unrefage 
dans  les  recherches  pratiques  que  je  m'étais  proposé  depuis  longtemps 
d'entreprendre  comme  préparation  à  la  solution  de  la  question  do 
nombre  maximum  des  périodes. 

Pendant  l'année  4853-1854,  où  j'avais  vu  M.  Cauchy  à  peu  près  tous 
les  mardis,  nos  conversations  avaient  roulé,  comme  on  le  pense  bien, 
sur  toutes  sortes  de  sujets.  Un  jour  M.  Cauchy- avait  amené  la  conversa- 
tion sur  le  nombre  probable  de  périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe 

de  degré  m.  Je  lui  avais  répondu  que  ce  nombre  devait  être r — 

parce  qu'une  courbe  de  d^gré  m  a  m  (m  —  1)  tangentes  parallèles  à 
une  direction  donnée  et  que  chaque  aire  représentative  d*une  période 
absorberait  deux  de  ces  tangentes,  entre  lesquelles  serait  compris  l'an- 
neau correspondant  à  cette  période.  Il  me  dit  :  «  Oui,  ça  doit  être 
quelque  chose  comme  cela.  » 

J'ignore  si  la  formule  du  nombre  maximum  des  périodes,  qu'on  a 
retrouvée  dans  ses  papiers,  d'après  M.  Jordan,  était  précisément  celle-là 
et  si  M.  Cauchy  l'avait  écrite  pour  fixer  ses  souvenirs.  Mais  cela  me  pa- 
raît vraisemblable.  Je  voyais  encore  à  cette  époque,  pour  croire  à 
l'exactitude  de  la  formule  que  je  viens  d'indiquer,  une  raison  en  appa- 
rence plus  positive,  fondée  sur  ce  que  la  disparition  d'une  période  de- 
vait correspondre  à  l'évanouissement  d'un  anneau  de  la  courbe  réelle 
ou  d'une  de  ses  conjuguées,  c'est-à-dire  à  la  formation  d'un  point  double 
et  que,  d'autre  part,  le  nombre  des  points  doubles  d'un  lieu  de  degré  m 

pouvait  atteindre  — ^— lorsque  ce  lieu  dégénérait  en  m  droites.  ^ 

Mais  les  exemples  que  j'avais  traités  ne  vérifiaient  pas  cette  formule. 

Je  résolus  en  conséquence  d'étudier  successivement,  sous  le  rapport 
qui  me  préoccupait,  les  équations  du  troisième,  du  quatrième  et,  si  je 
pouvais,  du  cinquième  degré,  de  coo/pter  dans  chaque  degré  le  nombre 
maximum  de  périodes  et  de  chercher  à  apercevoir  s'il  était  possible  les 


I 
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circonstances  qui  pouvaient  présider  *à  des  iMnctions  ou  décomposi- 
tions dont  la  cause  m'échappait. 

Le  procédé  dont  je  comptais  me  servir  était  simple  et  l'emploi  pour- 
rait en  être  prolongé  tant  qu'on  voudrait,  il  consistait,  pour  obtenir 
dans  chaque  degré  des  équations  assez  simples  pour  se  prêter  à  une 
discussion  complète,  à  introduire  volontairement  des  points  doubles, 
en  nombre  suffisant,  dont  la  présence  correspondît  à  la  disparition 
d'autant  de  périodes  et  à  compter  celles  qui  resteraient. 

Je  commençai  sur  ce  plan  la  discussion  de  Téquation  du  troisième 
degré  et  celle  du  quatrième.  ' 

Les  périodes  s'apercevaient  dans  chaque  cas,  et  on  pouvait  aisément 
les  compter  ;  mais  les  résultats  ne  concordaient  pas,  parce  que  je  n'avais 
pas  su  distinguer  des  autres  les  périodes  cycliques,  dont  la  disparition 
correspond  à  d'autres  conditions  que  la  formation  des  points  doubles. 

Mais  je  fus  momentanément  détourné  de  ce  travail  parla  découverte, 
que  j'attendais  depuis  longtemps,  de  celles  des  propriétés  de.  l'enveloppe 
imaginaire  que  je  désirais  le  plus  de  connaître. 

Celle  qui  se  présenta  la  première  à  moi  est  celle  dont  je  me  doutais 
le  moins,  à  laquelle  je  me  serais  le  moins  attendu  et  dont  je  n'aurais 
jamais  songé  à  m'occuper,  la  théorie  '  de  la  courbure  de  l'enveloppe 
imaginaire  ne  laissant  plus  rien  à  désirer  depuis  longtemps. 

Un  rapprochement  très-simple  me  fit  reconnaître  que  la  développée 
de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  quelconque  est 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  de  ce  lieu. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est. fondée  sur  ce  que  toutes 
les  droites  représentées  par  une  équation  du  premier  degré  à  coeffi- 
cient angulaire  réel  se  confondent  en  une  seule  et  que  la  normale  à 
l'enveloppe  est  précisément  donnée  par  l'équation 

où  le  coefficient  angulaire  est  réel. 

Les  mêmes  considérations  devaient  naturellement  m' amener  à  cons- 
tater enfin  la  réciprocité  des  deux  enveloppes,  en  les  regardant  l'une 
comme  l'enveloppe  d'une  droite 


y  =  mx  +  y/ff  (m) 
et  l'autre  comme  l'enveloppe  de  la  droite  correspondante 


y  =  mx+y/—^{m); 
c'est  ce  qui  arriva  en  effet  peu  de  temps  après. 


1 1 
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Ënûn  ridée  me  vint  un  jour  de  chercher  à  faire  dépendre  la  valeur 

de  l'intégrale  /  ydx  prise  le  long  d'un  arc  de  Tenveloppe  imaginairoi 

des  airei;  des  segments  correspondant  à  cet  arc  et  à  celui  dont  les 
points  seraient  fournis  par  les  valeurs  imaginaires  conjuguées  des 
coordonnées  de  ceux  du  premier. 

Cette  idée,  en  apparence  très-détoumée>  eut  un  plein  succès. 

La  formule  très-simple  à  laquelle  j'arrivai  donnait  en  effet  de  la 
manière  la  plus  satisfaisante  la  solution  de  la  seule  difficulté  que  pré- 
sentait encore  la  théorie  géométrique  des  intégrales  simples  ramenées 
à  des  quadratures. 

J'avais  dès  lors  les  éléments  d'une  communication  importante  :  je 
songeai  naturellement  à  M.  LiouviÙe  ;  je  lui  écrivis  : 

ATril  1872. 

((  Monsieur^  mes  loisirs  forcés  de  Tannée  dernière  m'ont  ramené  aux 
mathématiques  dont  je  ne  m'occuperai  peut-être  plus  que  cette  fois,  mais 
auxquelles  je  compte  consacrer  quelques  années  pour  arriver  à  complé- 
ter, autant  qu'il  peut  être  en  moi,  l'œuvre  de  toute  ma  vie. 

«  En  revoyant  ce  qui  est  déjà  fait,  je  suis  arrivé  à  quelques  résultats 
intéressants^  dont  il  vous  conviendrait  peut -être  de  faire  part  à  vos 
lecteurs.  Gomme  il  s'agit  de  choses  qui  appartiendront  plus  tard  à  des 
chapitres  différents,  je  donnerais  à  ma  communication  la  forme  d'une 
lettre  qui  occuperait  huit  à  dix  pages  de  votre  journal.  Il  s'agit  de  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées,  et  voici  les  théorèmes  dont  je  don- 
nerais la  démonstration. 

cr  D'abord  une  curiosité  :  La  développée  de  Fenveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  d'un  lieu  est  V enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  déve- 
loppée de  ce  lieu. 

«Ensuite,  une  proposition  que  j'avais  toujours  soupçonnée  vraie,  sans 
pouvoir  l'établir,  et  qui  est  importante  :  L'enveloppe  réelle  et  Fenveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  ^ont  réciproques  Fune  de  l'autre,  c'est-à-dire  que 
si  l'on  prenait  l'équation  en  coordonnées  réelles  de  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  d'un  lieu,  et  qu'on  cherchât  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  de  cette  enveloppe,  on  retrouverait  la  courbe 
réelle  primitive. 

uEn  troisième  lien:  Les  périodes  de  larectificatrice  de  V  enveloppe  imagX" 
naire  d'un  lieu,  ramenée  à  l'état  réel,  sont  celles  de  la  rectificatrice  du  lieu 

réel  primitifs  multipliées  par  ^ — 1. 
«  Enfin  l'intégrale  /  ydx,  prise  le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  des 

conjuguées  d'un  lieu,  s'exprime  très- simplement  au  moyen  de  l'aire 
de  cette  enveloppe. 
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«Cette  dernière  proposition  comble  heureusement  une  lacune  que 
j'avais  été  obligé  de  laisser  subsister  jusqu'ici  dans  ma  méthode  d'inter- 
prétation de  l'intégrale  /  ydx,  prise  entre  des  limites  imaginaires.  En 

effet,  en  désignant  par  [x^y^y  [^iVi]  ^^^  ^^^^  limites  de  l'intégrale 
et  par  [af^  y'^],  [af^  yj  les  points  de  contact  avec  l'enveloppe  réelle  ou 
imaginaire  des  deux  conjuguées  auxquelles  appartiennent  les  limites, 
je  décomposais  l'intégrale  en  trois  parties  : 

ydxy       j         ydx      et      /        ydx^ 

dont  la  seconde  représentait  bien,  comme  les  deux  autres,  des  aires 
connues,  lorsque  les  conjuguées  passant  par  les  limites  touchaient  la 
courbe  réelle,  mais  qui  manquaient  d'interprétation  lorsqu'il  s'agissait 
de  l'enveloppe  imaginaire.  Cette  lacune  est  aujourd'hui  comblée. 


a'  m  a 

0       0      0 


a\  m^  a. 


a  Si  AqAi  est  un  arc  de  l'enveloppe  imaginaire,  A'oA.'|  l'arc  de  la  môme 
enveloppe  qui  contient  les  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  de  A^^ 
et  M^M^  le  lieu  des  milieux  des  cordes  réelles  joignant  les  points  imagi- 
naires conjugués  de  AqA^  et  de  A'^A'^ 

P*  i^rfa:=MoMimimo-^  (AoAiai<ro4-A'oA'ia'ia'o)+2  (AdAiûiOo— A'oA'ia'iû'o)  \/^. 

«  Par  exemple,  »'il  s'agissait  du  lieu 

l'enveloppe  est,  comme  je  l'ai  montré  dans  votre  journal,  le  .cercle 

x'  +  y'  =  {r  +  f')\ 
C'est  la  courbe  A^A,. 
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«  L'enveloppe  conjuguée  est 

\j  est  A  qA.  |« 

«  Quant  au  lieu  des  points  milieux  des  cordes  qui  joignent  les  points 
conjugués  de  Tun  et  de  l'autre  enveloppe,  c'est  le  cercle 

«  L'intégrale   /  ydx  prise  le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  des  con- 
juguées du  lieu 

est  donc,  pour  un  tour  entier, 

2icr«-iir[(r  +  ^)«+(r-r7]+iit[(r+ry-(r-r^nV^ 
ou 

ce  à  quoi  l'on  devait  s'attendre  et  ce  que  j'avais  annoncé  dans  votre 
journal,  comme  une  chose  qui  devait  être,  mais  sans  songer  d'ailleurs 
à  en  donner  une  démonstration  directe. 

«  Voilà  ce  que  je  voudrais  vous  proposer  aujourd'hui  : 

<(  Je  m'occupe  en  ce  moment  de  recherches  sur  le  nombre  maximum  des 
périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe  algébrique  de  degré  donnée  et  sur  les 
circonstances  dans  lesquelles  ces  périodes  s'évanouissent  en  devenant  nulles 
ou  infimes. 

La  question  est  résolue  dès  maintenant  pour  les  courbes  du  troisième 
ordre  (je  le  croyais  alors),  et  j'avais  presque  terminé  pour  les  courbes 
du  quatrième,  lorsque  mon  attention  s'est  portée  sur  les  questions  dont 
je  viens  de  vous  entretenir.  La  méthode  est  du  reste  très-simple  et 
n'exige  que  ^eu  de  déveioppenxents,  mais  je  pense  aller  au  moins  jus- 
qu'aux courbes  du  cinquième  ordre.  Il  me  faudra  donc  encore  un  cer- 
tain temps  pour  achever.  Si  vous  acceptez  la  communication  que  je 
vous  propose  aujourd'hui,  je  vous  parlerai  plus  tard  de  ces  nouvelles 
recherches. 

oYous  aviez  eu  l'obligeance  de  m'oifrir  il  y  a  quelques  années  l'hospi- 
talité de  votre  journal  pour  le  Mémoire  que  j'ai  adressé  en  dernier  lieu 
à  l'Académie  des  sciences,  et  où  je  déterminais  définitivement,  d'une 
manière  générale,  celui  des  points  critiques  du  lieu  f  {x^  y)  ==0on 
devait  s'arrêter  la  convergence  du  développement  de  y  en  série.  D'au- 
tres soins  m'avaient  détourné  de  mes  études,  et  ce  mémoire  est  resté 
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inédit.  Je  pourrai,  si  vous  le  voulez,  vous  le  donner  après  les  deux 
autres;  mais  j'ai  besoin  de  le  revoir.  Je  pense  le  décomposer  en  deux, 
dont  une  partie  aurait  pour  objet  la  Construction  de  la  région  de  conver^ 
gence,  c'est-à-dire  de  l'enveloppe  des  points  dont  l'ordonnée  reste  dé- 
veloppable.  Le  .Heu 

est  une  portion  du  lieu  f  {Xy  y)  =  0,  mais  quelle  portion  en  est-ce?  Cette 
question  était  mélangée,  dans  mon  Mémoire,  avec  Fautre,  et  je  crois 
qu'il  convient  de  la  dégager. 

«  Voilà  pour  le  moment,  Monsieur,  les  travaux  que  j'entrevois  et  aux- 
quels je  me  livrerai  avec  plus  d'ardeur  si  vous  pensez  pouvoir  en  accep- 
ter les  résumés  pour  votre  journal.  » 

M.  Liouville  n'hésita  pas  à  me  donner  une  sorte  de  blanc-seing 
portant  invitation  à  M.  Gauthier-Villars,  de  recevoir  ce  que  je  lui  re- 
mettrais pour  le  Journal  de  mathématiques.  En  conséquence,  je  rédigeai 
aussitôt  le  mémoire  en  forme  de  lettre  à  M.  Liouville,  dont  je  lui  avais 
parlé'  il  parut  dans  le  numéro  d'octobre  1872. 
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Ce  travail  acbeyé,  je  m'étais  remis  à  mes  recherches  sur  le  nombre 
des  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m 
et  bien  qu'encore  éloigné  de  U  véritable  solution»  j'entrevoyais  déjà 
que  j'allais  avant  peu  parvenir  soit  à  la  confirmation  de  mon  opinion 
ancienne,  soit  à  une  solution  nouvelle  appuyée  de  preuves  plus  déci- 
sives  que  les  màications  trop  vagues  qui  m'avaient  fait  supposer  exacte 

la  formule , 

Je  songeais  à  adresser  à  l'Académie  des  sciences  le  mémoire  où  j'al- 
lais donner  cette  solution^  mais  l'Académie  avait  laissé  sans  réponse 
mon  Mémoire  de  1865  sur  la  détermination  du  point  d'arrêt  de  la  con- 
vergence de  la  série  de  Taylor  et  je  n'éprouvais  aucunement  le  désir 
d'encombrer  ses  cartons  de  copies  de  monologues  non  écoutés. 

J'écrivis  au  président  le  9  mai  1872,  pour  réclamer  l'examen  de  mon 
mémoire. 

Le  président,  M.  Paye,  ordonna  le  renvoi  de  ma  lettre  à  la  commis* 
sion.  Huit  jours  après,  j'allais  à  l'Académie  des  sciences  pour  entendre 
lecture  de  la  décision  adoptée  par  MM.  Bertrand  et  Bonnet  :  ils  n'avaient 
pas  songé  à  s'occuper  d'en  prendre  une.  Je  rencontrai  dans  la  saUe  des 
Pas-Perdus  M.  Bonnet  qui  me  demanda  des  nouvelles  de  ma  santé,  sans 
faire  allusion  à  ma  réclamation.  Je  la  lui  rappelai.  Il  me  dit  :  a  Mais, 
qu'est-ce  que  tu  veux?  —  Je  veux,  lui  répondis-je,  que  vous  fassiez  le 
rapport  ou  que  vous  vous  déclariez  incompétents.  9  II  me  proposa  de 
faire  adjoindre  M.  Puiseux  à  la  commission.  J'acceptai  à  la  condition 
que  M.  Puiseux  donnerait  préalablement  son  consentement  et  s'enga- 
gerait en  outre  à  lire  mon  Mémoire,  pour  en  faire  l'objet  d'un  rapport, 
s'il  y  avait  lieu. 

Il  fut  convenu  que  M.  Bonnet  ferait  à  M.  Puiseux  la  proposition 
d'entrer  dans  la  commission  et  de  se  charger  de  l'examen  de  mon  Mé- 
moire. Je  sus,  le  lundi  suivant,  par  M.  Bonnet,  que  M.  Puiseux  avait 
accepté. Mais  M.  Bonnet  me  dit  :  «Il n'y  a  plus  qu'une  petite  difficulté: 
ton  Mémoire,  qui  était  resté  chez  Bertrand,  y  a  été  brûlé.  »  Je  lui  répon- 
dis que  j'en  avais  une  copie  et  que  j'en  enverrais  un  nouvel  exem- 
plaire. 

Mon  Mémoire  de  1865  ne  me  satisfaisait  pas  entièrement,  mais  il  con- 
tenait la  solution  explicite  du  problèoie  dans  le  cas  où  tous  les  points 
critiques  seraient  réels  et  oh  la  valeur  de  la  variable  au  point  origine 
serait  aussi  réelle,  et  je  voulais  au  moins  que  le  rapport  tranchât  laques- 
tion  pour  ce  cas,  de  beaucoup  le  plus  intéressant. 

Mais  dès  que  je  me  mis  à  recopier  mon  Mémoire,  je  m'aperçus  aisément 
que  je  pouvais  singulièrement  l'améliorer  et  que  la  règle  que  j'avais 
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donnée  pour  le  cas  pratique  que  je  viens  de  signaler,  pouvait,  en  en 
modifiant  un  peu  les  termes,  être  étendue  à  tous  les  autres. 

L'Académie  a  bien  gatde  de  s'émouvotr  du  plus  ou  moins  de  retard 
apporté  à  la  solution  des  questions  pendantes  ;  mais.je  tenais  à  ne  pas  la 
faire  attendre  et  je  me  trouvai  en  état  de  luifadresser  le  10  juin  mon  nou- 
veau Mémoire  accompagné  de  l'extrait  suivant,  contenant,  sans  démon- 
stration, l'énoncé  de  la  règle  définitive  pour  déterminer  le  pointd'arrêt. 

Déiefmmation  du  point  critique  oh  est  limitée  la  région  de  convergence  df 

la  série  de  Taylor. 

«  Soient  f{y,  x)  =  0  l'équation  qui  définit  la  fonction  y,  que  l'on  veut 

développer,  ti  x^,  =  a,,  +  %\l—i,y^=  «o  +  ^o  si  —  ^  le  système 
de  valeurs  de  x  et  de  y,  à  partir  duquel  on  veut  développer  y;  on  dé- 
terminera le  point  critique  cherché  d'après  la  règle  suivante  : 

«  On  construira  les  courbes  formées  des  points  [x,  y]  correspondant 
aux  solutions  de  l'équation  f{x^  y)  =  0,  où  x  serait  de  la  forme 


la  partie  réelle  de  x  variant  ainsi  seule. 
On  sait  que  je  représente  la  solution 


par  le  point  fx  =  a  -}-  p,  y  =^  «'  +  ?'.] 

((  Ces  courbes  partageront  le  plan  en  bandes,  et  les  points  critiques 
qui  seront  à  considérer  seront  seulement  ceux  qui  se  trouveront  con- 
tenus dans  les  deux  bandes  comprises  entre  la  courbe  sur  laquelle  se 
trouvera  le  point  origine  [x^^  yj  et  les  deux  courbes  voisines,  dans  un 
^ens  et  dans  l'autre. 

<(  Soient 


X  =  Qn  +  bn  V—  1        et        yz=dn-\;-  l>  n  V—  I 

les  coordonnées  d'un  des  points  critiques  remplissant  cette  condition, 

et  p  son  degré  de  multiplicité  :  on  fera  varier  x  de  an  +  ^«  V  —  ^ 

à  un  -f-  Po  V""  1^  et  Ton  suivra  dans  leur  marche  continue  les  p  points 
qui  partiront  du  point  critique. 

«  Si  aucun  de  ces  />  points  ne  vient  tomber  sur  la  branche  de  la 
courbe  caractérisée  par  l'équation 


X  =  a  +  fio  \/—  1 

à  laquelle  appartint  le  point  origine,  le  point  critique  en  question  ne 
sera  pas  à  considérer. 

m*  p.  Il 
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fc  On  prendra,  parmi  les  points  critiques  qui  resteront,  celui  dont 
l'abscisse  retranchée  de  «^  -{-  ^^  ^ —  1  donnera  la  ditférence  de  moindre 
module.  La  série  sera  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  telle  que  le 
module  de  x  —  x,^  se  trouve  plus  petit  que  le  module  trouvé»  et  diver- 
gente pour  toute  autre  valeur. 

«  La  mise  en  pratique  de  cette  règle  se  simplifiera  singulièrement 
lorsque  l'équation  f-  {x,  y)  =  0  aura  ses  coefficients  réels,  et  que  x^ 
sera  réel.  » 

Cet  extrait  parut  avec  une  note  rédigée  par  l'un  des  secrétaires  per- 
pétuels, et  ainsi  conçue  : 

«  Ce  Mémoire  est  la  reproduction  de  celui  qui  a  été  adressé  à  l'Aca- 
démie le.20  novembre  1865,  et  qui  a  été  détruit,  avec  les  papiers  de 
M.  Bertrand,  dans  les  incendies  allumés  par  la  Commune  :  cette  nou- 
velle copie  sera  transmise  à  M.  Bertrand.  » 

La  Commune,  les  incendies,  ni  M.  Bertrand  ne  me  regardaient  autre- 
ment qu'en  ce  que  M.  Bertrand  aurait  bien  pu  trouver  en  sept  années  le 
moment  de  reporter  mon  Mémoire  au  secrétariat,  où  c'était  sa  place. 
Mais  la  note  laissait  supposer  que  j'eusse  présenté  mon  nouveau  Mé- 
moire comme  la  reproduction  textuelle  de  l'ancien,  ce  qui  d'abord  n'é- 
tait pas,  et  ce  qui  en  outre  eût  été  une  mauvaise  action  de  ma  part,  car 
la  responsabilité  de  MM.  Bertrand  et  Bonnet  aurait  été  bien  plus  grave 
s'ils  avaient  refusé  d'examiner  une  étude  aussi  nette,  aussi  précise  et 
aussi  complète  que  celle  que  je  venais  d'adresser  à  TAcadémie. 

J'écrivis  au  président  le  19  juin  : 

«  Monsieur  le  Président,  MM.  Bertrand  et  Bonnet  pourraient  se  plaindre 
à  bon  droit  d'un  mauvais  procédé  de  ma  part  si  je  laissais  subsister  une 
erreur  contenue  dans  la  note  qui  accompagne  l'extrait  de  mon  Mémoire 
dans  le  compte  rendu,  erreur  qui  a  été  causée,  je  le  reconnais,  par 
l'emploi  que  j'ai  fait  d'une  expression  vicieuse  dans  ma  lettre  d'envoi 
écrite  à  la  hâte  et  à  laquelle  je  n'attachais  aucune  importance. 

«  En  vous  disant  que  je  vous  adressais  un  nouvel  exemplaire  de  mon 
Mémoire,  je  n'entendais  pas  dire  une  reproduction  textuelle. 

«  Je  devais  cette  rectification  à  MM.  Bertrand  et  Bonnet  parce  que  je 
no  doute  pas  que  j'eusse  obtenu  un  plus  prompt  examen  de  mon  tra- 
vail s'il  avait  contenu  une  solution  aussi  nette  de  la  question. 

c(  Mon  ancien  Mémoire  ne  contenait  cette  solution  que  pour  le  cas  où 
tous  les  points  critiques  seraient  réels.  J'y  donnais  pour  les  autres  cas 
une  méthode  pour  obtenir  la  solution  relative  à  chaque  exemple. 

«  C'est  en  récrivant  mon  Mémoire  que  je  me  suis  aperçu  que  la  so- 
lution que  j'avais  donnée  du  premier  cas  pouvait  s'étendre  à  tous  les 
autres.  » 
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M.  Puiseux  avait  été,  dans  rintervalle,  ofGciellement  adjoint  à  la 
commission.  Pour  m'assurer  que  tout  était  en  état,  je  priai  M.  Bonnet, 
le  lundi  suivant,  de  me  présenter  à  M.  Puiseux. 

M.  Puiseux  ne  fit  aucune  difficullé  de  prendre  de  nouveau  en  ma 
présence  l'engagement  que  j'avais  demandé,  et  un  premier  rendez-vous 
fut  convenu  entre  nous  à  quelques  jours  de  distance. 

J'étais  satisfait  de  l'issue  de  la  négociation  conduite  par  M.  Bonnet, 
parce  qu'avec  M.  Puiseux  la  discussion  serait  sérieuse  et  porterait. 

Une  première  entrevue  me  suffit  pour  lui  expliquer  la  théorie  delà  sé- 
rie de  Taylor,  telle  que  je  l'ai  résumée  dans  la  réponse  que  j'ai  dû  lui  faire 
plus  tard  dans  le  Journal  de  mathématiques^  et,  après  avoir  ainsi  posé 
la  question,  je  lui  en  donnai  la  solution  conforme  à  la  règle  que  j'avais 
fait  insérer  dans  les  Comptes  rendus. 

M.  Puiseux  admit  à  mesure  tous  les  principes  que  je  lui  énonçais, 
les  démonstrations  que  je  tirais  de  ces  principes  et  finalement  la  règl& 
que  j'avais  donnée  dans  le  compte  rendu.  J'aurais  pu  me  trouver  satis- 
fait et  demander,  dès  cet'te  première  séance,  qu'un  rapport  consacrât 
bientôt  notre  entente  et  l'exactitude  de  ma  théorie. 

Évidemment  j'aurais  obtenu  ce  résultat,  si  je  l'eusse  voulu. 

Mais  je  ne  m'étais  pas,  en  1865,  présenté  en  solliciteur  à  MM.  Ber- 
trand et  Bonnet  ;  j'élais  venu  leur  imposer  une  théorie  contraire  à  leur 
manière  de  voir. 

M.  Puiseux  avait  été  substitué  à  ces  messieurs  et,  dans  leur  pensée 
intime,  sinon  dans  la  sienne,  il  devait  être  mon  exécuteur.  Si  au  lieu 
du  rôle  de- sacrificateur,  il  devait  jouer  en  définitive  celui  d'agneau  pas- 
cal, je  n'avais  pas  à  m'en  préoccuper. 

D'ailleurs,  outre  que  M.  Puiseux  est  plus  jeune 'que  moi,  ses  travaux,, 
relatifs  à  la  question  qui  nous  occupait,  comme,  au  reste,  relativement  à 
toutescelles  qui  se  rapportent  au  même  ordre  d'idées,  n'étaient  que  ceux 
d'un  élève  intelligent,  d'un  traducteur  méthodique  ;  et  si  M.  Puiseux 
ne  s'apercevait  pas  de  lui-même  de  la  difl*érence  des  positions  stratégi- 
ques occupées  par  nous  deux,  je  n'avais  pas,  quant  à  moi,  l'intention  de 
traiter  avec  lui  de  clerc  à  maître. 

Pour  profiter  de  ses  bonnes  dispositions,  ou  de  l'obligation  où  il  se 
trouvait  de  reconnaître  l'exactitude  de  ma  théorie,  il  m'eût  fallu  laisser 
subsister,  à  mon  préjudice,  une  équivoque  dont  je  pouvais  d'autant 
moins  m'arranger  que  je  savais  pertinemment  depuis  longtemps,  que 
l'on  cherchait,  en  donnant  une  nouvelle  couleur  aux  anciens  textes  et 
en  prétextant  de  vices  de  rédaction,  à  faire  croire  qu'on  n'avait  jamais^ 
dit  que  le  point  d'arrêt  de  la  convergence  fût  le  point  critique  le  plus 
proche  du  point  origine,  de  façon  à  conserver  des  titres  à  l'infaillibilité. 

Je  ne  doutais  pas  de  la  bonne  foi  de  M.  Puiseux,  mais  je  ne  voulais 
pas  plus  être  frustré  inconsciemment  que  consciemment. 


\ 


—  164  — 

Si  le  rapport  avait  suivi  notre  première  entrevue,  il  eût  constaté  que 
j'avais  déduit  de  principes  connus  une  méthode  pour  déterminer  le 
point  d*arrêt  de  la  convergence,  lorsque  les  difficultés  de  calcul  ne  vien- 
draient pas  faire  obstacle.  Ce  résultat  ne  pouvait  pas  me  satisfaire. 

Au  moment  ofx  la  conversation  allait  prendre  fin,  je  dis  à  M.  Puiseuz 
que  j'avais  été  aussi  heureux  qu'étonné  de  le  voir  admettre  mes  prin- 
cipes, mais  que  pour  que  nos  positions  restassent  bien  nettes,  je  croyais 
devoir  l'avertir  qu'il  avait  émis  des  opinions  contraires  aux  miennes,  et 
je  lui  indiquai  les  deux  points  sur  lesquels  nous  étions  en  désaccord  : 
conservation  parmi  les  points  critiques  des  points  multiples  où  les  déri- 
vées de  la  fonction  finiraient  par  se  séparer,  sans  devenir  inûnies,  et  limi- 
tation de  la  convergence  au  point  critique  le  plus  proche  du  point 
origine. 

M.  Puiseux  me  répondit  que  ce  que  je  lui  avais  expliqué  lui  avait 
paru  clair;  qu'il  était  bien  possible  qu'il  se  fût  trompé;  qu'il  y  avait 
trop  longtemps  qu'il  ne  s'occupait  plus  de  ces  questions  pour  se  rappe- 
ler bien  exactement  les  opinions  qu'il  avait  émises  en  1851  ;  que  sa  ma- 
nière de  voir  avait  pu  changer  depuis  lors  ;  qu'en  effet,  dans  les  appli- 
cations qu'il  avait  eu  l'occasion  de  faire,  il  s'était  servi  des  mômes 
principes  sur  lesquels  nous  venions  de  tomber  d'accord  ;  mais  que  s'il 
existait  une  divergence  entre  son  opinion  ancienne  et  celle  qu'il  avait 
acquise  depuis,  il  voudrait  s^en  assurer  et,  pour  cela,  relire  son  ancien 
Mémoire. 

Pour  préciser  encore  mieux  le  point  du  débat,  je  lui  écrivis  deux  ou 
trois  jours  après,  le  2  juillet  : 

«  Monsieur,  lors  de  notre  dernière  entrevue,  je  vous  parlai  de  mé- 
moire de  vos  Reche^xhes  sur  ks  fonctions  algébriques^  publiées  en  1850 
dans  le  Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées. 

J'ai  voulu  m'assurer  que  ma  mémoire,  au  bout  de  dix  ans,  ne  m'avait 
pas  trompé. 

Vous  dites  bien  en  effet,  page  407,  en  parlant  de  celle  des  valeurs  de 

2 

la  fonction  M  définie  par  l'équation  u'  —  u-J-z  =  0.qui,  pourz= — =, 

3  vd 

2 
se  réduit  à =,  que 

\/3 

2 
«  Dans  les  mêmes  limites  (c'est-à-dire  tant  que  le  module  de  r  —  — a 

3V3 

restera  moindre  que  — •=),  la  fonction  u,  pouiTa  se  développer  suivant 

3^3 

2 

les  puissances  entières  de  z  ^~  — =?.  »  Ce  qui  est  évident  suivant  moi, 

3^3 
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puisque,  d'une  part,  les  dérivées  de  u  par  rapport  à  z^  au  point  origine 

[2                   21 
z  =  — =-,  M  = =  L  étant  toutes  unies,  il  fallait  bien  que  u  pût  se 

développer  dans  de  certaines  limites;  et  que,  de  l'autre,  la  série  ne  com- 
portant que  les  deux  limites 

L      S^a  •      v3J  L         3^3  v:iJ 

si  le  développement  n'était  pas  immédiatement  arrêté  à  celle  qui 
correspondait  à  la  valeur  initiale  de  la  variable,  il  ne  pouvait  plus  l'être 
qu'à  Tautre. 

Nous  sommes  parfaitement  d'accord  à  cet  égard,  mais  vous  dites, 
pages  378  et  379: 

«  On  voit  clairement  par  ce  qui  précède  quelle  est  celle  des  racines  de 
Céquatiùn  f  (u,  z)  =  O^donl  la  foimule  T  ddnne  le  développement  :  la  série 
qui  en  est  le  second  membre  fournit  la  valeur^  pour  z  =  y,  rfe  celle  des  raci* 
nés  qui  se  réduisant  à  \  pour  z  =  c  varie  d'une  manière  continue  avec  z,  en 
supposant  que  le  point  Z  aille  de  C  en  F,  sans  sortir  du  cercle  (t]  c'est-à-dire 
en  supposant  que  la  distance  GZ  reste  toujours  moindre  que  la  plus  petite 
des  distances  CA,  CA',  CA*',  etc.  » 

On  ne  verrait  guère  par  là  quelle  serait  la  valeur  de  u  que  donnerait  le 
développement,  c'est-à-dire  qu*en  supposant  même  qu'on  eût  calculé 
les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  z  =  y,  la  règle  ne  permettrait  au- 
cunement de  discerner  celle  que  le  développement  fournirait,  mais 
cette  question,  que  j'ai  résolue  en  1862  dans  le  Journal  dç  mathémati- 
ques pures  et  appliquées^  n*a  pas  trait  à  ce  qui  nous  occupe  aujourd'hui. 
Vous  ajoutez: 

«  La  fo7*mule  ne  peut  s'appliquer  qu*avx  valeurs  de  y  telles  que  le  module 
de  (y  —  c)  soit  inférieur  à  cette  plus  petite  distance  ;  la  notation  ç  (y)  ri 
même  un  sens  déterminé  qu'à  cette  condition,  » 

L'assertion  contenue  dans  ces  dernières  phrases  est  en  contradiction 

évidente  avec  ce  que  j'ai  cité  précédemment,  puisquesi  u,  (défini  comme 

2                      2 
il  a  été  dit  plus  haut)  peut  se  développer  de  z  =  — x  hz  = -z,  .  celle 

3\/3  3y3  . 

des  trois  fonctions  u  qui  se  réduira  à 

2 
pour 

z  =  — ^  4"  ^'» 

3v'3 
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h  et  k  étant  finis,  mais  tels  qu'ils  tendent  en  même  temps  vers  zéro, 
pourra  évidemment  se  développer  de 

2  2 

Z=' 7=+/*         à         S  = =, 

car  les  coefficients  delà  série  ayant  varié  aussi  peu  que  Ton  voudra,  lors- 
que le  point  origine  aura  passé  de 

L        3V3  \/3J  L        3V3  \/:\         J 

les  limites  assignées  par  la  condition  de  convergence,  si  elle  pou- 
vait être  obtenue  directement^  n*auront  pu  varier  non  plus  qu'aussi 
peu  qu'on  le  voudra. 

Il  résulte  de  là  qu'il  n'y  a  en  général  aucune  raison  pour  que  la  con- 
vergence soit  arrêtée  au  point  critique  le  plus  voisin  du  point  origine. 
C'est  ce  que  j'avais  établi,  en  i86i,  dans  le  Journal  de  mathématiquet 
pures  et  appliquées. 

Ce  point  éclairci,  comme  je  crois  qu'il  doit  l'être  maintenant,  je  vom 
demande  la  permission  de  revenir  sur  un  autre  point,  sur  lequel  j'ai  été 
étonné  de  me  trouver  d'accord  avec  vous. 

Vous  avez  admis,  sans  contestation,  que  les  points  critiques  fussent 
seulement  ceux  oti  les  dérivées  de  la  fonction  deviennent  infinies  à 
partir  d'un  certain  ordre.  C'est  la  règle  que  j'ai  établie,  en  1861, 
dans  le  Journal  de  mathématiques^  mais  je  n'en  ai  pas  vu  trace  dans 
votre  Mémoire  de  1850.  J'y  vois,  au  contraire,  en  un  grand  nombre 
d'endroits,  que  vous  admettez  comme  points  critiques  tous  ceux  pour 
lesquels  la  fonction  devient  infinie  ou  prend  des  valeurs  égales. 

Si  je  me  trompe  sous  ce  rapport,  je  vous  serais  obligé  de  me  le 

montrer. 

.  Jusque-là,  je  tiens  d'une  manière  toute  spéciale  à  mon  théorème, 

qui  me  permet  d'établir  directement  que  la  série  devient  divergente, 

c'est-à-dire  infinie,  au  delà  d'un  point  véritablement  critique;  tandis 

du 
que,  dans  l'hypothèse  où  les  points  doubles,  où  -r  aurait  des  valeurs 

finies  et  distinctes,  seraient  regardés  comme  pouvant  arrêter  la  conver- 
gence, il  faudrait  interpréter  le  mot  divergente  par  le  mot  capi-icanie; 
il  faudrait  supposer  que  la  série  devient  divergente  pour  ne  pas  devenir 
indéterminée,  pour  ne  pas  se  mettre  dans  son  tort. 

Ces  explications  m'ont  paru  nécessaires.  Monsieur,  avant  notre  pre- 
mière entrevue,  dont,  je  l'espère,  vous  rapprocherez  le  terme  autant 
qu'il  sera  en  vous,  non  pas  pour  moi,  mais  pour  ne  pas  laisser  trop 


< 
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longlèmps  en  suspens  le  monde  savant  au  sujet  d'une  théorie  aussi  im- 
portante que  celle  de  la  série  de  Taylor.  » 

M.  Puiseux  ne  m'ayant  pas  répondu,  je  lui  récrivis  le  H  juillet: 

<(  Monsieur,  je  comprends  que  le  principe  qui  sert  de  base  à  la  dé- 
monstration de  la  règle  que  j'ai  donnée  relativement  à  la  convergence 
de  la  série  de  Taylor  puisse  soulever  quelques  doutes  dans  votre  esprit. 

Désireux  de  reconnaître  le  dévouement  avec  lequel  vous  avez  bien 
voulu  accepter  la  missibn  d'examiner  mon  travail,  j'ai  cherché  si  je  ne 
pourrais  pas  vous  épargner  une  perte  de  temps  et  des  recherches  diffi- 
ciles en  vous  fournissant  de  ce  principe  une  démonstration  directe* 
J'y  suis  heureusement  parvenu.. 

Ce  principe  consiste  en  ce  que  pour  qu'un  point  critique 

soit  le  point  d'arrêt  de  la  convergence,  il  faut  que  si  x  part  de  sa  va- 
leur initiale  ^o  =  «o  +  Po  V — ^>  sans  avoir  cessé  de  satisfaire  à  la  con- 
dition 


y,  qui  sera  parti  de  sa  valeur  initiale  1/^=  a'o-j-  pW  —  ^>  arrive  alors 

à  sa  valeur  infinie  ou  multiple  a'n  +  ô'/i  y/ —  1  ;  et  que  le  fait  analogue 
ne  puisse  pas  se  présenter  pour  un  autre  point  critique 


[xp  =  ap  -\-bp  \l^i^  yp  =•  a'p  -|-  h'p  V' —  ij, 

■• 

tel    que  («q  —  ap)^    +   (Po    —    h)^    se    trouve    moindre   que 

C'est  là  ce  qu'il  s'agit  d'établir  directement. 
Supposons  que  les  points  critiques 

[a:,=ai-fôjV/^,  y{=a',-^-b\>J—\\     k=g»+^îV— ^ >  y%=^\-\'b\sj —i\ 

,,,[xp  =  ap  +  bp\J—i,xjp  =  (îp-\-b'p\l—i], 

aient  été  rangés  dans  un  ordre  tel  que 

croisse  avec  n,  il  faudra  d'abord  considérer  le  point  [a;,,yj.  Admettons 
qiïe  ce  point  ne  satisfasse  pas  à  la  première  des  deux  conditions  conte- 
nues dans  l'énoncé  du  principe,  et  que,  cependant,  il  soit  le  point 
d'arrêt,  nous  allons  rencontrer  une  contradiction.  En  effet  : 


y 
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Vous  regarderez  sans  doute  comme  évident  que,  dans  l'hypothèse 
admise»  si  le  point  origine  [xq,  yo]^e  déplaçait  d'une  manière  continue, 
le  point  [x^y  y,]  resterait  d'abord  le  point  d'arrêt,  et  que  s'il  devait  tôt 
ou  tard  ôtre  remplacé  par  un  autre  point  critique  [Xn,  y»  ],  l'échange 
n'aurait  en  tout  cas  lieu  qu'au  moment  où  l'inégalité 

(«0  -  ^i)'  4-  (?o  ~  à,?  <  (ao  -  a„y  +  (?o  -  ànY 

cesserait  d'êlre  satisraite. 

Gela  posé,  soient  G,  A,,  A»  les  points  correspondant,  dans  le 
système    de    représentation    adopté   par   M.  Gaucby,    aux    valeurs 

«0  +  ?o  V  —  1  ?  «1  -r  P  V  —  ^  ?  a«  +  Pn  V  —  *  de  X  et  supposons  que  Ton 
fasse  varier  l'origine  [x^,  iJq]  de  manière  que  le  point  correspondant  àx^, 
ou  le  point  dont  les  coordonnées  seraient  les  variables  a^  et  6^  décrive  la 
droite  CA,  de  G  en  A ^  :  ce  point  [a^,  pj  ne  rencontrera  pas  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  A^  A  n  ,  il  restera  donc  toujours  plus  voisin  de  A, 

que  de  An;  par  conséquent  le  point  d'arrêt  ne 
i(»ssera pas  d'être  en  [x,,  y^],  ou  d'être  le  point 
critique  correspondant  à  A,  ou  ii  x,. 

Mais  alors  le  rayon  du  cercle  de  convergence 
s*annulcra  lorsque  ar^  sera  arrivé*  à  x^.  Ce- 
pendant la  première  condition  énoncée  dans 
le  principe  n'étant  pas  remplie  par  le  point 
_  r^'n  yi]>  lorsque  x^  sera  parvenu  à  a:,,  y  n'aura 
^  pas  pris  la  valeur  critique  y„  mais  une  autre 
non  critique,  correspondant  à  Xj,  de  sorte 
qu'aucune  des  dérivées  y  par  rapport  à  x,  au  nouveau  point  origine, 
ne  sera  inMnie  et  qu'il  l'audra  bien  que  y  soit  développable,  dans  de 
certaines  limites,  i\  partir  de  cette  nouvelle  origine.  Ainsi,  d'un  cêté, 
•y  ne  devrait  pas  pouvoir  se  développer,  et  de  l'autre  il  devrait  le 
pouvoir 

Si  donc  la  première  condition  énoncée  dans  le  principe  n'est  pas  sa- 
tisfaite par  le  point  [x^,  y,],  ce  point  ne  sera  pas  le  point  d'arrêt. 

Il  faudra  alors  considérer  le  point  fx„  y,],  mais  le  même  raisonnement 
permettra  d'établir  que  s'il  ne  satisfait  pas  encore  à  la  première  des 
deux  conditions  énoncées,  il  ne  sera  pas  non  plus  le  point  d'arrêt;  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  premier  point  critique  satis- 
faisant à  la  première  des  deux  conditions  de  l'énoncé. 

Quant  à  celui-là,  il  satisfera  à  la  fois  aux  deux  conditions  et  ce  sera 
le  point  d'arrêt. 

)l  me  semble  que  cette  démonstration  lèvera  tous  les  doutes  que  vous 
pourriez  avoir  et  vous  dispensera  d'autres  recherches. 
Il  serait  possible  que  vous  vous  arrêtassiez  aux  difficultés  que  présente 
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la  question  de  savoir  ce  que  devient  la  fonction  y,  assujettie  à  la 

continuité,  lorsque  x  varie  de  «^  +  p<,^ — 1  à  «„  +  %  v  —  i  ou  de 

«n  +  hn  V —  i  à  a,»  +  Po  V — ^y  j'^ii  donné,  en  1861,  dans  le  Journal  de 
mathématiques  y  une  méthode  pour  la  solution  des  questions  de  ce  genre, 
et  c'est  cette  méthode  que  j'emploierais  de  préférence  ;  mais  je  ne  vois 
pas  la  nécessité  de  soulever,  à  propos  de  la  question  restreinte  de  la 
convergence  de  la  série  de  Taylor,  de  telles  difficultés,  dont  l'examen  • 
exigerait  de  votre  part  le  sacrifice  d'un  temps  trop  considérable,  et  vous 
détournerait  de  vos  travaux  personnels,  chose  à  considérer,  non-seule- 
ment pour  vous,  mais  aussi  pour  tous  ceux  qui  les  apprécient.  J'accep- 
terais donc  que  vous  regardassiez  la  question  comme  résolue  théori- 
quement par  la  possibilité  d'employer  la  méthode  que  vous  avez  indi- 
quée pour  calculer  de  ptoche  en  proche  la  valeur  finale  de  la  fonction, 
au  moyen  de  son  développement,  en  évitant,  de  station  en  station,  tous 
les  points  critiques. 

Cette  méthode  ne  pourrait  pas  servir  à  passer  du  point  critique  exa* 
n)lné 


Xn  =  On  +  bn  \  —  1,         y,i  ~  û'«  -j-  b'n  V—  * 

au  point  correspondant  i\  la  valeur  de  x, 

X  =  Qn-\-  \  V ■—  ^ 

puisque  le  développement  serait  arrêté  dès  le  point  de  départ.  Mais  elle 
pourrait  être  employée  à  passer  inversement  de  ar  =  fln  +  Po  V  —  * 

{i  a?  =  a„  +  ^u  V^  —  1  t  ce  qui  suffît  théoriquement. 

La  question  étant  ainsi  simplifiée,  permettez-moi,  je  vqus  prie,  d'in 
sister  pour  vous  en  demander  une  solution,  dont  la  promptitude  aurait 
pour  moi,  indépendamment  de  la  satisfaction  morale,  une  grande 
importance  réelle.  » 

M.  Puiseux  me  répondit  le  13  juillet  : 

((  Monsieur,  j'ai  reçu  vos  deux  lettres  et  je  regrette  de  ne  pouvoir  y 
répondre  d'une  manière  catégorique  :  je  vois  s'affaiblir  de  plus  en  plus 
r'espoir  que  j'avais  de  trouver,  avant  les  vacances,  le  temps  nécessaire 
pour  étudier  vos  travaux  et  rentrer  dans  un  ordre  d'idées  auquel  je  suis 
devenu  bien  étranger.  Mais  la  nécessité  de  terminer,  avant  mon  dé- 
part, la  Connaissance  des  temps  de  1874,  les  examens  du  baccalauréat, 
la  correction  des  compositions  du  concours  général,  tout  cela  ne  me 
laisse  pas  un  moment  de  loisir.  Je  me  vois  donc  forcé  de  remettre  au 
mois  d'octobre  une  étude  qui  m'aurait  vivement  intéressé. 
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Je  vous  ferai  remettre,  ces  jours-ci,  le  manuscrit  que  vous  m'avez 
confié,  sauf  à  vous  lé  redemander  à  mon  retour.  » 


Je  lui  écrivis  de  nouveau  le  14  : 

«  Monsieur,  je  vous  remercie  pour  mes  imaginaires  de  Tintérôt  que 
.  vous  voulez  bien  leur  porter,  je  regrette  que  des  occupations  impé- 
rieuses ne  vous  laissent  pas  le  loisir  nécessaire  pour  vous  en  occuper  en 
ce  moment,  nous  attendrons  donc  au  mois  d'octobre. 

Toutefois  j'ai  plusieurs  prières  à  vous  adresser.  J'accepterai  la  resti- 
tution de  la  copie  de  mon  Mémoire  que  je  vous  ai  laissée,  parce  que  je 
pourrais  en  avoir  besoin,  mais  ne  pourriez-vous  demain,  en  allant  à 
l'Institut,  ou,  du  moins,  avant  votre  départ  de  Paris,  réclamer  au  secré- 
tariat la  copie  qui  doit  s'y  trouver.  Je  serais  heureux  que  vous  l'empor- 
tassiez  en  vacances,  parce  que  vous  y  trouveriez  peut-être,  à  un  mo- 
ment donné,  une  distraction  et  un  plaisir. 

Voici  l'objet  de  ma  seconde  'demande  :  j'espérais  pouvoir  donner 
bientôt  mon  Mémoire  à  M.  Liouvilie  et  l'adresser  aussitôt  après  l'im- 
pression, avec  celui  qu'il  va  publier  au  mois  d'août,  à  la  Commission 
du  prix  Poncelet,  qui  ne  peut  admettre  au  concours  que  des  ouvrages 
imprimés,  mais  les  vacances  passées, l'année  sera  bien  avancée.  Je  pense 
que,  pour  tourner  la  difficulté,  je' demanderai  à  l'Académie  Tautorisa- 
tion  de  faire  imprimer  dans  ce  but  au  moins  un  extrait  de  mon  Mé- 
nioire,  sans  être  privé,  pour  cela,  du  bénéfice  de  votre  rapport  auquel 
je  tiens  particulièrement.  Voulez-vous  me  dire  si,  en  ce  qui  vous  con- 
cerne, vous  verriez  à  mon  projet  quelque  inconvénient. 

Je  m'occupe  en  ce  moment'  de  la  construction  du  périmètre  de  la 
région  de  convergence,  c'est-à-dire  du  contour  de  la  portion  du  plan 
recouverte  par  les  points  réels  ou  imaginaires  que  représente  l'équation 


'-'■+it).'-^+-' 


comparée  à  l'équation  f{Xy  y)=^  0  dont  elle  provient.  , 

D'un  autre  côté  j'ai  les  éléments  nécessaires  pour  arriver  à  la  formule 
du  nombre  des  périodes  de  l'intégrale  quadratrice  d'une  courbe  de 
degré  m.  J'adresserai  probablement  les  deux  Mémoires  à  l'Académie 
avant  la  fin  des  vacances. 

Je  compte  prier  le  président  de  vouloir  bien  renvoyer  ces  deux  Mé- 
moires à  la  Commission  qui  a  reçu  mon  Mémoire  sur  la  série  de  Taylor, 
c'est-à-dire  à  vous-même,  puisque  MM.  Bertrand  et  Bonnet  ne  veulent 
pas  s'en  occuper.  Voulez-vous  accepter  ce  nouveau  fardeau  ? 
Enfin,  particulièrement,  voulez- vous  me  permettre  de  vous  donner 
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pendant  les  vacances  quelques  nouvelles  de  ces  travaux  et,  pour  cela> 
me  faire  savoir  oîi  je  pourrais  vous  écrire.  » 

M.  Puiseux  quitta  Paris  sans  me  répondre, 


M.  Bonrget  me  faisait  depuis  longtemps  l'honneur  de  s'intéresser  à  mes 
travaux.  Je  lui  avtiis  parlé  du  progrès  que  je  venais  de  faire  dans  la 
théorie  de  la  série  deTaylor  et  en  en  causant  avec  M.  Bouquet,  il  lui  avait 
^it  que  je  démontrais  Tinexaclitude  du  théorème  de  Cauchy.  M.  Bou- 
quet lui  avait  répondu  que  si  je  croyais  à  l'inexactitude  de  ce  théorème, 
•c'était  moi  qui  me  trompais. 

J'allai  chez  M.  Bouquet,  que  je  voyais  depuis  longtemps  à  TÉcole» 
mais  à  qui  je  n'avais  jamais  parlé. 

Après  lui  avoir  indiqué  l'occasion  de  ma  visite,  je  lui  demandai  com- 
ment il  entendait  le  théorème  sur  la  convergence  delà  série  de  Taylor. 
11  m'énonça  très-exactement  mes  opinions  à  cet  égard  et  comme,  après 
l'avoir  prié  de  prendre  dans  sa  bibliothèque  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques,  je  lui  faisais  remarquer  la  distance  qui  sépa- 
rait les  principes  énoncés  dans  son  livre  de  ceux  qu'il  venait  de  formu* 
1er,  il  me  dit  :  ((  Nous  nous  sommes  mal  exprimés,  mais  la  preuve  que 
nous  n'avons  jamais  entendu  dire  que  le  point  d'arrêt  fût  le  point 
<îritique  le  plus  proche  du  point  origine,  c'est  que  justement,  dans  notre 
nouvelle  édition,  nous  traitons  la  question  de  la  détermination  du 
point  d'arrêt  parmi  les  points  critiques,  »  et  il  me  montra  les  épreuves 
-de  la  nouvelle  édition  de  son  livre,  oh  la  question  était  traitée  en  effet. 

Je  répondis  qu'il  arrivait  un  peu  tard,  la  question  ayant  été  traitée 
par  moi,  il  y  avait  plus  de  dix  ans,  dans  le  Journal  de  mathématiques. 
Il  me  dit  :  «  Je  ne  savais  pas  que  vous  vous  fussiez  occupé  de  cette  ques- 
tion. 

— Comment,  dis-je,la  posez-vous?  —  Nous  cherchons  le  point  critique 
-où  s'arrête  la  convergence  du  développement  suivant  la  série  de  Maclau- 
rin. —  Moi,  ce  n'est  pas  ainsi  que  je  traite  la  question  :  étant  donnée  Té- 
quation  qui  lie  la  fonction  y  à  la  variable  ar,  je  cherche,  pour  un  système 
quelconque  de  valeurs  initiales  de  ^  et  de  ^  le  point  où  s'arrêtera  la 
<;onvergence,  et  je  détermine  les  conditions  d'inégalité  dont  le  change- 
ment de  sens  correspondrait  au  transport  de  la  limite  de  la  région  de 
convergence  d'un  point  critique  à  un  autre,  de  façon  qu'on  puisse  assi- 
gner pour  chaque  système  [x»,  t/o]  de  valeurs  initiales  de  a;  et  de  y  celui 
des  points  critiques  où  sera  limitée  la  région  de  convergence. 

Puis  j'en  vins  à  lui  parler  de  la  solution  générale  de  la  question  que 
j'avais  adressée  à  l'Académie  des  sciences,  et  dont  j'avais  donné  la  dé«> 
monstration  à  M.  Puiseux.  11  me  dit  :  a  Je  voudrais,  pour  une  pareille 


—  172  — 

question,  une  solution  telle  qu'il  n'y  eût  qu'oin  calcul  plus  ou  moins 
long  à  faire  pour  connaître  le  point  d'arrêt.  Par  exemple,  le  théorème 
de  Sturm  exige  de  longs  calculs,  mais  au  moins  on  est  certain  qu'en 
faisant  ces  calculs  on  arrivera  à  un  résultat.  Vous,  vous  renvoyez  à  ia 
construction  de  courbes,  mais  la  construction  d'une  courbe  c'est  la 
bouteille  à  Tencre.  » 

Je  lui  objectai  qu'une  solution  de  la  nature  de  celle  qu'il  demandait  était 
inespérable,  en  raison  de  la  nature  de  la  question,  mais  qu'il  exagérait 
évidemment  la  difficulté  de  la  construction  d'une  courbe  algébrique. 

Puis  je  lui  dis  :  o  Et  les  intégrales  doubles  !  y  voyez-vous  quelque 
chose  ?  »  Il  me  répondit  de  bonne  foi  :  a  Non  I  je  n'y  vois  absolument 
rien.  —  Je  m'amuse,  lui  dis-je,  à  y  accommoder  la  méthode  de  Caucby. 
Cela  marche  assez  bien.  » 

Mon  Mémoire  sur  quelqtœs  propriétés  générales  de  Venveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  Ueu  plan  ne  devant  pas  paraître  de  quelque  temps 
dans  le  journal  de  M.  Liouville,  je  jugeai  à  propos  d'en  adresser  une 
copie  à  l'Académie,  ce  qui  eut  lieu  le  1°'  juillet.  J'en  donnais  un  aperçu 
dans  l'extrait  suivant  pour  le  compte  rendu. 

m 

Note  sur  quelques  propriétés  générales  de  F  enveloppe  imaginaire 

des  conjuguées  d'un  lieu  plan. 

'  «Les  conjuguées  d'une  courbe  plane  /*(^,  y)  =  0,  ou  les  courbes 
que  le  général  Poncelet  désignait  sous  le  nom  de  supplémentaires  de  la 
courbe  réelle,  ont  cette  courbe  réelle  pour  enveloppe  ;  elles  en  ont  sou- 
vent une  autre  composée  des  points  imaginaires  du  lieu  /'(x,  ^}  =  0 

où  ^  est  réel. 

«  La  considération  de  l'enveloppe  imaginaire  s'impose  d'elle-même 
dans  les  recherches  de  Géométrie  pure,  dans  la  théorie  des  intégrales 
simples,  dans  celle  des  permutations  des  valeurs  d'une  fonction  mul- 
tiple, dans  celle  de  la  marche  continue  d'une  fonction  dont  la  variable 
varie  suivant  une  loi  donnée,  enfin  dans  la  théorie  de  la  convergence 
de  la  série  de  Taylor.  Les  propriétés  remarquables  dont  elle  jouit  m'ont 

paru  pouvoir  intéresser  l'Académie. 

«  1  •' L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'une  courbe 
fi^f  y)=0  est,  par  sa  définition  même,  le  lieu  des  points  imaginaire:* 
de  contact  des  tangentes  au  lieu  total  f{x,  y)=0,  dont  les  coefficients 
angulaires  sont  réels. 

«  Les  m  {m  —  i)  tangentes  parallèles  à  une  direction  réelle  donnée^  que 
Von  peut  mener  à  une  courbe  de  degré  m  sont  donc  toutes  les  tangentes  que 
ton  peut  mener  parallèlement  à  cette  direction^  tant  à  la  courbe  donnée  qua 
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t enveloppe  imaginaire  de  ses  conjuguées.  Les  deux  courbes  sont  sous  ce 
rapport  supplémentaires . 

«  2.  L*enveloppe  imaginaire  touche  Cenveloppe  réelle  en  ses  points  d'in- 
flexion et  réciproquement. 

c<  3.  Elle  a  pour  asymptotes  les  asymptotes  à  coefflcients  angulaires 
réels  du  lieu  proposé,  c'est-à-dire  que,  si  le  calcul  a  donné  une  asym- 
ptote telle  que 

y=mx  +  p-^q  V  — I, 

q  pouvant  être  nul,  Téquation 

y=mx-\-p+q 

représentera  réellement  une  asymptote  à  Tenveloppe  imaginaire. 

du  I 

((4.  Du   reste,  si^a  la  valeur  m  en  un  point  x  =  a-|-Pv —  •» 

y=a'-f-i^'  y— -1  de  l'enveloppe  imaginaire,  la  tangente  à  cette. enve- 
loppe en  ce  point  sera  représentée  par 

y— a'  — p'  =  m(x  — a  — ^). 
«  5.  Si 


y  ==mx  +  9  {m)z±i\^  {m) 
est  réquation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  réelle, 


y  =  mx  +  9  (m)  di  V  —  ^  {m) 

représente  réellement  les  tangentes  à  l'enveloppe  imaginaire,  de  sorte 
que  quand  les  deux  enveloppes  coexistent  elles  sont  réciproques  Vune  de 
Pautre. 

«  6.  J'ai  démontré  autrefois  [Journal  de  mathématiques^  1862)  que  si 


A'^m 


3 

2 


l'on  désigne  par  r  +  ''V —  ^  '^  valeur  da  l'expression  ^= 'H  en  un 

(£y 

dx^ 

m 

point  de  l'enveloppe  imaginaire,  r-\-r'  est  le  rayon  de  courbure  de  cette 
enveloppe  en  ce  point;  voici  une  proposition  nouvelle  assez  remarqua- 
ble sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  :  La 
développée  de  Fenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d*un  lieu  est  Cenoe" 
loppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  du  lieu^  et  réciproque* 
ment. 
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((  7.  L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  l'hyperbole  esl  l'hy- 
perbole de  mêmes,  axes,  changés  de  réel  en  imaginaire,  et  réciproque- 
ment. Mon  Mémoire  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles, 
que  l'Académie  a  approuvé  dans  sa  séance  du  8  mai  1854,  sur  le  rapport 
de  MM.  Cauchy  et  Sturm,  contenait  la  démonstration  de  ce  fait  que 
la  période  imaginaire  de  rintégrale  recttficatrice  de  thyperbok  esty  au 

facteur  \  —  1  près,  la  différence  des  longueurs  totales  de  F  hyperbole  supplé- 
mentaire et  des  asymptotes  commune^  {Journal  de  mathématiques^  18^9). 
J'ai  reconnu  plus  tard  (Journal  de  mathématiques ,  1861)  que  la  période 
réelle  de  la  même  intégrale  est  la  différence  des  longueurs  totales  de  F  hyper- 
bole proposée  et  de  ses  asymptotes.  Il  m'a  suffi  pour  cela  de  constater  que  ' 
les  intégrales  rectificatrices  des  deux  hyperboles  supplémentaires  ont  les 
mêmes  péi'iodes  changées  de  réelle  en  imaginaire ^  et  réciproquement.  Cette 
dernière  relation  est  générale.  Les  intégrales  rectificatrices  de  fenveloppe 
réelle  et  de  l'enveloppe  imaginaire  d'un  même  lieu  ont  toujours  les  mêmes 

périodes,  au  facteur  y  —  1  près. 

Cl  8.  J'avais  ramené  autrefois  (Journal  de  mathématiques,  1859)  l'in- 
tégrale /  ydxy  prise  entre  des  limites  imaginaires  [Xp,  y^],  [x^,  yj,  ap- 
partenant à  des  conjuguées  tangentes  à  la  courbe  réelle,  à  la  somme  do 
trois  aires,  celles  des  segments  de  ces  deux  conjuguées  correspondant 
aux  arcs  compris  entre  les  points  limites  et  les  points  de  contact  avec  la 
courbe  réelle,  et  celle  du  segment  de  la  courbe  réelle  correspondant  à 
l'arc  compris  entre  les  points  de  contact  avec  les  deux  conjuguées  pas- 
sant par  les  limites. 

«  La  même  décomposition  s'appliquait  bien  encore  à  l'intégrale  lors- 
que les  points  limites  appartenaient  à  des  conjuguées  tangentes  seule- 
ment à  l'enveloppe  imaginaire;  la  partie  intermédiaire  de  l'intégrale 

était  la  valeur  de  l'intégrale  /  ydx,  prise  le  long  de  l'enveloppe  imagi- 
naire, entre  les  points  de  contact  de  cette  enveloppe  avec  les  conjuguées 
passant  par  les  points  limites.  Mais  cette  partie  intermédiaire  n'avait 
pas  reçu  d'interprétation  et  n'aurait,  par  conséquent,  pu  être  appréciée 
que  dans  le  cas  très-rare  où  l'on  aurait  connu  la  forme  aualytique  de 

i'iutégrale  indéfinie  /  y  dx,  dont  il  s'agissait  précisément  de  se  passer. 

«  Je  viens  de  lever  cette  dernière  difficulté,  en  sorte  qu'on  pourra 

maintenant,  dans  tous  les  cas,  obtenir  la  valeur  d'une  intégrale  /  ydx, 

avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  voudra,  par  excès  et  par 
défaut,  au  moyen  des  formules  de  quadrature  approchée,  comme  on 
calculait  autrefois  ir. 

(.  Soient  AB  un  arc  de  l'enveloppe  imaginaire,  Acu  et  Bb  les  ordonnées 
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des  points  A  et  B;  AaB6=Sraire  du  segment  corrèspondau  là  l'arc  AB; 
A'B'  Tare  de  la  même  enveloppe  formé  des  points  imaginaires  conjugués 
de  ceux  de  AB  ;  AV  et  B'A'  les  ordonnées  de  A'  et  de  B';  S'  l'aire  du 
segment  Md  B'6';  CD  le  lieu  des  milieux  des  cordes  joignant  les  points 
imaginaires  conjugués  de  AB  et  de  AQB';  Ce  et  Hd  les  ordonnées  de  G  et 

de  D  ;  enfin  S^  Taire]  du  segment  CcDd  :  la  valeur  de  l'intégrale  /  ydx^ 

prise  le  long  de  l'arc  AB,  sera 


/'%rfx  =  2S,-i(S  +  S')  +  i(S-S')\/-i.>> 


B 

•-'A 


M.  Ghasles  se  trouvant  au  nombre  des  commissaires  nommés  pour 
examiner  ce  Mémoire,  je  lui  écrivis  le  8  juillet  : 

«  Monsieur,  j'ignore  à  quelles  circonstances  je  dois  l'honneur  de  voir 
votre  nom  parmi  ceux  des  commissaires  désignés  pour  rendre  compte 
à  l'Académie  du  Mémoire  sur  quelques  propriétés  générales  de  Venveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  d'un  /ift<jD/un,  que  j'ai  déposé  dans  la  séance  de 
lundi  dernier,  mais  je  saisis  avec  empressement  l'occasion  qui  m'est 
offerte  de  soumettre  mes  travaux  à  votre  appréciation,  si  vous  m'y  en- 
couragez. 

Vous  dites  quelque  part  dans  votre  A/^erpu  historique:  «Il  serait  à  dési- 
rer que  l'on  cherchât  à  mettre  en  parallèle  les  courbes  dont  les  ordon- 
nées, pour  une  même  valeur  de  l'abscisse,  se  déduiraient  l'une  de  l'autre, 

en  remplaçant  yj  —  1  par  1.  » 

Je  n'avais  pas  connaissance  de  votre  vœu  lorsque  j'ai  commencé  mes 
recherches  en  1841,  mais  je  crois  l'avoir  exaucé  et  au  delà. 

Vous  ne  pensiez  sans  doute  pas  en  1837  que  le  sujet  d'études  que 
vous  proposiez  aux  géomètres  pût,  après  avoir  embrassé  la  recherche 
des  tangentes,  des  asymptotes  et  de  la  courbure  des  courbes  indirecte- 
ment représentées  en  coordonnées  imaginaires  dans  l'équation  de  la 
courbe  primitive,  conduire  encore  à  une  interprétation  simple  des  pé- 
riodes des  intégrales  simples,  doubles,  ou  d'ordre  quelconque  ;  à  la 
réduction  d'une  intégrale  prise  entre  des  limites  imaginaires  aux  aires 
de  segments  correspondant  à  des  arcs  définis  des  courbes  sur  lesquelles 
vous  appeliez  l'attention  ;  à  Tétude  de  la  marche  continue  d'une  fonction 
dont  la  variable  progresserait  par  valeurs  imaginaires  suivant  une  loi 
quelconque;  à  l'étude  des  permutations  qui  se  produisent,  dans  les 
mêmes  hypothèses,  entre  les  valeurs  de  la  fonction  ;  à  la  détermination 
définitive  de  la  limite  de  la  région  de  convergence  de  la  série  de  Taylor  ; 
enfin,  je  l'espère,  à  d'autres  recherches  encore,  parmi  lesquelles  je 
puis  vous  annoncer   dès    maintenant  la  détermination  du  nombre 
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maximum  de  périodes  que  comporte  Tintégrale  quadratrice  d'une 
courbe  de  degré  m. 

Si  ces  théories  vous  intéressent»  comme  je  le  pense,  puisque  tous 
avez  souhaité  de  les  voir  naître^  je  tiendrais  en  grand  honneur  d'èlre 
admis  à  vous  en  faire  une  exposition  succincte  en  quelques  heures. 

Quant  au  mémoire  qui  m'aurait  fourni  la  précieuse  occasion  que  je 
sollicite  de  vous  faire  connaître  mes  travaux,  je  n'y  attache  pas  grande 
importance,  quoiqu'il  contienne  la  solution  que  j'ai  cherchée  bien 
longtemps  d*une  des  plus  grandes  difficultés  du  calcul  intégral,  la  ré- 
duction à  des  aires  déGnies  d'une  intégrale  /  ydx,  prise  entre  des  limi- 
tes imaginaires,  et  je  D*ai  pas  l'intention  de  vous  démander  un  rapport 
i  ee  snjeL  ik 

Cette  lettre  resta  sans  réponse. 

Le  silence  de  M.  Chasles  témoignait-il  de  préventions  nées  de  sour- 
noises calomnies  débitées  chez  lui  contre  moi  par  quelqu'un  de  ses 
courtisans,  ou  tenait-il  à  quelque  autre  cause  ?  Je  ne  sus  alors  qu'en 
penser. 

J*adressai  le  19  août  à  l'Académie  le  Mémoire  que  j'avais  annoncé  à 
M.  Puiseux,  relatif  à  la  construction  du  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence de  la  série  de  Taylor  et  je  donnai  l'extrait  ci-dessous,  pour  le 
Compte  rendu. 

Détermination  du  périmètre  de  la  région  de  convergence  de  la  série  de 
Taylor  et  des  portions  des  différentes  conjuguées  comprises  dans  cette 
région,  ou  construction  du  tableau  général  des  valeurs  d^une  fonction  gtie 
peut  fournir  le  développement  de  cette  fonction  suivant  la  série  de  Taylor. 

«  La  fonction 

essentiellement  unique,  déterminée  et  finie,  tant  que  la  série  qui  la 
constitue  reste  convergente,  n'est,  si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi,  qu'une 
portion  de  la  fonction  y,  généralement  multiple,  définie  par  l'équation 

/(x,y)  =  0, 

qui  a  servi  à  calculer  la  valeur  initiale  y^,  correspondant  à  x^  et  les  coef- 
ficients différentiels  des  divers  ordres 
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le  lieu  représenté  par  l'équation 


+... 


n'est  de  même  qu'un  segment  du  lieu  total  représenté  par  l'équation 

«  La  détermination  précise  de  ce  segment  constitue  l'une  des  questions 
les  plus  intéressantes  que  comporte  Tétude  de  la  série  de  Taylor. 

((  Cette  question  ne  présente  pas  de  grandes  difficultés,  et  j'aurais  pu 
l'aborder  depuis  longtemps,  au  moins  relativement  aux  exemples  pour 
lesquels  j'avais  assigné  en  1860  et  1861 ,  dans  le  Journal  de  mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  la  condition  exacte  de  convergence,  pour 
chaque  système  de  valeurs  de  x^  et  de  y^.  Mais  ces  recherches  ne  pou- 
vant alors  être  utilisées  que  relativement  à  quelques  exemples  isolés 
eussent  naturellement  présenté  peu  d'intérêt.  Aujourd'hui,  au  contrairei 
que  j'ai  donné  la  règle  générale  pour  déterminer,  dans  tous  les  cas 
possibles,  c'est-à-dire  pour  une  fonction  implicite  quelconque,  algébri- 
que ou  transcendante,  celui  de  ses  points  critiques  où  doit  s'arrêter  la 
convergence,  en  raison  du  système  des  valeurs  initiales  de  x  et  de  y, 
la  question  s'impose  d'elle-même  et  doit  être  traité.e  avec  le  soin  qu'elle 
mérite. 

«  Quoiqu'elle  soit  facile  à  résoudre  aujourd'hui,  je  ferai  toutefois 
remarquer  que  cette  question  n'était  abordable  qu'autant,  d'abord, 
qu'on  disposât  d'un  moyen  convenable  de  classification  des  solutions 
imaginaires  d'une  équation  à  deux  variables,  ensuite  qu'on  eût  une  mé- 
thode directe  pour  déterminer  la  valeur  finale  que  prendrait  la  fonction 
y,  assujettie  à  la  continuité,  lorsque*  la  variable,  x  serait  parvenue  de  sa 
valeur  initiale  à  la  valeur  finale  qu'on  voulait  lui  faire  prendre,  en  sui- 
vant une  loi  de  progression  donnée  ;  car,  quant  à  se  servir  de  la  série 
elle-même  pour  calculer  les  valeurs  de  y,  comme  on  l'avait  proposé, 
ce  ne  serait  pas  réalisable.  En  effet,  quand  on  aurait  calculé  trois  ou 
quatre  mille  termes  de  la  série,  on  ne  serait  guère  plus  avancé  qu'en 
commençant,  n'ayant  aucun  moyen  de  déterminer  une  limite  de  l'erreur 
commise. 

«  Mais  j'ai  donné,  en  1859,  dans  le  Journal  de  mathématiques ,  une  mé- 
thode simple  pour  déterminer  la  valeur  finale  d'une  fonction,  connais- 
sant le  chemin  suivi  par  sa  variable,  et  cette  méthode  permettra  d'assi- 
gner, parmi  les  valeurs  de  y,  fournies  par  l'équation  donnée,  celle  que 
représenterait  la  série  supposée  convergente.  La  question  sera  seule- 
ment alors  plus  simple  que  dans  le  cas  général,  puisque  la  valeur  finale 
de  y  devant  rester  la  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'ait  prises 
iii«  p.  --^     12 
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X  dans  rintervalle,  il  n*y  aura  pas  à  s'occuper  de  ces  valeurs  iniermé- 
diaires. 

«  J'appelle  rigùm  de  convergence  Tensemble  des  points  du  plan  fournis 
par  réquation 


'-''+(M):-^+- 


Il  s'agit  de  déterminer  le  périmètre  de  la  portion  du  plan  recouverte  par 
ces  points,  et  la  portion  de  chaque  conjuguée  qui  s'y  trouve  comprise. 
«  Cette  courbe  passe  par  le  point  critique  du  lieu  considéré  où  s'arrête 
la  convergence  de  la  série,  et  tous  ses  autres  points  ont  pour  abscisses 
les  quantités  qui,  retranchées  de  la  valeur  initiale  ^To  de  x^  fournissent 
des  différences  de  même  module  que  la  différence  entre  x^  et  l'abscisse 
du  point  d'arrêt.  Ainsi,  si  ' 

X,  =  a  +  *  v/—  1 ,      y^=a:  +  b'  /^ 
est  celui  des  points  critiques  où  s'arrête  la  convergence,  et  que 

^o=«o  +  PoV^,     yo  =  «'o  +  Fo\^ 

soient  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  y,  le  périmètre  de  la  région  de 
convergence  sera  caractérisé  par  l'équation 

a  et  p  désignant  les  parties  réelle  et  imaginaire  variables  de  x.  La  ques- 
tion est  donc  de  suivre  de  proche  en  proche  la  marche  de  y  ou  de 

a  +  P'  V  —  1  lorsque  x  varie  à  partie  de  x^,  en  suivant  le  chemin 

«  Les  points  du  périmètre  qui  auront  même  carastéristique  appartien- 
dront à  une  même  conjuguée,  et  si  l'on  a  tracé  d'avance  ces  conjuguées, 
en  relevant  pour  chacune  d'elles  la  portion  comprise  dans  l'intérieur  de 
la  région  de  convergence,  on  aura  le  tableau  do  toutes  les  valeurs  de  y 
que  pourra  fournir  la  série. 

«  Si  l'équation  proposée  est  de  degré  m,  elle  fournira  entre  a,  ^,  «' 
et  p'  deux  équations  de  degré  m  ;  en  y  joignant  les  trois  équations 

aï  -  û«  +  ?*  —  4'  -  2(a  -.  a)  ao-2(^  — «)Po=0, 

x  =  a  +  ?, 

et  éliminant  a,  p,  a  et  p\  on  aurait  l'équation  du  périmètre  de  la  région 
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de  convergence,  qm  serait  du  degré  3m*.  Mais  la  courbe  ainsi  obtenue 
comprendrait  une  foule  de  branches  parasites,  puisqu'elle  contiendrait 
les  m  points  correspondant  à  chacune  des  valeurs  attribuées  à  or,  tandis 
que  la  courbe  cherchée  n'en  doit  comprendre  qu'une.  On  ne  recourra 
donc  pas  habituellement  à  eette  méthode,  qui  ne  donnerait  qu'un  résul- 
tatbrut  dontonne  saurait  quç  faire.  Le  principal  moyen  qu'on  emploiera 
pour  traiter  la  question  se  tirera  de  cette  remarque  que  la  courbe  cher- 
chée ne  saurait  entamer  ni  l'une  ni  l'autre  des  deux  branches  de  la 
courbe  caractérisée  par  Téquation  générale 

qui  comprendraient  immédiatement  celle  où  se  trouve  le  point  origine. 
Cette  remarque  fournira  le  moyen  d'éliminer  tes  solutions  étrangères  que 
le  calcul  aura  fournies  lorsqu'on  y  aura  eu  recours. 

a  Lorsque  les  coefficients  do  l'équation  du  lieu  varient  d'une  ma- 
nière continue»  la  région  de  convergence  se  déforme  aussi  en  général  ' 
d'une  manière  continue.  Mais  il  y  a  à  cette  règle  générale  une  exception 
d'un  genre  particulier  très-remarquable  :  Si  les  coefficients  dé*  l'équa- 
tion varient  de  façon  que  le  lieu  acquière  un  point  multiple  oii  les  va- 

leurs  de  -^soient  difTérentes,  les  points  critiques  qui  viennent  se  confon- 
dre en  ce  point  multiple  disparaissent  alors  comme  points  critiques,  de 
sorte  que  si,  en  raison  de  la  position  du  point  origine,  la  région  de  con- 
vergence était  auparavant  limitée  à  l'un  d'eux,  elle  change  alors  brus- 
quement. » 

On  m'avait  rapporté  que  M.  Laguerre  racontait  que  j'étais  dans  une 
mauvaise  voie,  que  c'était  bien  dommage,  etc.  Je  le  rencontrai  à  Tim- 
primerie  en  allant  corriger  l'épreuve  de  l'extrait  qui  précède.  Je  lui  dis 
ce  que  je  pensais  de  ses  condoléances  et  le  mis  au  défi  de  résoudre  au- 
trement que  moi  telle  question  qu'il  voudrait,  relative  soit  à  la  déter- 
mination de  la  valeur  finale  d'une  fonction  assujettie  à  la  continuité, 
connaissant  le  chemin  suivi  par  la  variable,  soit  à  la  détermination  du 
point  d'arrêt  de  la  convergence  de  la  série  de  Taylor.  11  refusa  en  pré- 
textant de  la  trop  grande  simplicité  de  ces  questions.  Il  ajouta  qu'il 
préférait  la  méthode  de  Gauchy  à  la  mienne  et  qu'il  avait  bien  le  droit 
de  le  dire.  Je  lui  répondis  qu'il  n'était  pas  permis  de  préférer  la  mé- 
thode de  Gauchy,  puisqu'elle  était  impuissante  dans  la  théorie  des  in- 
tégrales doubles,  et  comme  il  me  disait  qu'il  ne  reconnaissait  pas  cette 
impuissance,  je  lui  portai  le  nouveau  défi  de  se  tirer  de  cette  théorie, 
ajoutant  qu'il  ne  pourrait  pas  prétendre  comme  pour  les  autres  que  la 
question  ne  valait  pas  la  peine  d'être  traitée. 
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^  Il  s'échappa  encore,  je  lie  me  rappelle  plus  sous  quel  prétexte,  alors 
je  lui  dis  :  Eb  bien,  je  traiterai  cette  question  par  la  méthode  de  Gau- 
chy  et  je  constaterai- que  vous  en  étiez  tous  incapables.  Yous  répéterez 
ensuite  tant  que  vous  voudrez  que  je  suis  dans  une  mauvaise  voie,  je 
dirai  moi  que  vous  êtes  dans  un  cul-de-sac  et  que  vous  donnez  depuis 
vingt  ans  de  la  tète  contre  le  mur  du  fond,  sans  que  l'expérience  ait  pu 
vous  apprendre  à  vous  retourner  ! 

C'est  ainsi  que  je  m'étais  trouvé  lancé  dans  le  nouveau  champ  de 
recherches  dont  j'avais  dit  un  mot  à  M.  Bouquet  et  qui  allaient  m'é* 
loigner  pour  longtemps  de  la  question  du  nombre  maximum  des  pério- 
des de  la  quadratrice  de  la  courbe  générale  de  degré  m,  qui  m'intéres- 
sait cependant  bien  davantage. 

Mais  je  ne  regrette  pas  cette  diversion,  d'abord  parce  que,  bien  que 
la  transformation  de  méthode  qui  allait  m'occuper  n'eût  aucun  but 
pratique,  néanmoins,  il  était  utile  de  ne  pas  la  laisser  effectuer  par  un 
adversaire,  qui  eût  bien  pu  déguiser  la  source  oii  il  aurait  puisé*;  en  se- 
cond lieu,  parce  que  ce  travail  m'a  donné  l'occasion  de  constituer, 
pour  les  intégrales  doubles  et  d'ordre  quelconque  l'équivalent  de  la  belle 
théorie  des  résidus  des  intégrales  simples,  que  Gauchy  n'avait  pu  gâter 
par  aucun  écart  de  méthode  ;  enfin  et  surtout  parce  que  c'est  probable- 
ment à  une  disposition  d'esprit  acquise  jdans  les  recherches  où  m'avait 
entraîné  cette  théorie  des  résidus  que  je  dois  d'avoir  découvert  quel- 
que temps  après  les  conditions  d'existence  ou  d'annulation  des  pério- 
des cycliques  des  intégrales  simples  et  des  périodes  sphériques  des  inté- 
grales doubles. 

L'engagement  pris,  il  s'agissait  d'y  faire  honneur,  ce  qui  pouvait  pré- 
senter quelques  4irficuUés.  Je  m'y  mis  immédiatement. 

Il  était  évident  à  priori  que  le  contour  apparent,  par  rapport  au  plan 
des  xy,  de  la  surface  dont  l'ordonnée  z  serait  la  fonction  explicite  ou 
implicite,  placée  sous  le  signe  somme^  devrait  jouer,  par  rapport  à  l'in- 
tégrale double,  le  même  rôle  que  les  points  critiques  d'une  fonction  y 

d'une  variable  Xj  par  rapport  à  l'intégrale  simple  /  ydx, 

La  question,  toutefois,  présentait  des  difficultés  très-sérieuses  :  et,  en 
effet,  quand  je  voulus  y  pénétrer,  je  reconnus  tout  d'abord,  entre  les  deux 
cas,  cette  différence  capitale  quç  tandis  que  les  points  critiques  d'un  lieu 
f'{x,  y)  =  0  sont  essentiellement  distincts  et  en  nombre  fini,  lorsque 
le  lieu  est  algébrique,  au  contraire,  le  contour  apparent  d'une  sur- 
face f  {x,  y,  z)  =  0,  par  rapport  au  plan  des  xy,  constitue  un  amas 
confus  de  courbes  continues  entre  elles,  formant  plaque  sûr  le  tableaui 
ce  contour  apparent  n'étant  autre  que  le  lieu  correspondant  à  Téqua- 
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tion  résultée  de  rélimination  de  z  entre  f{Xy  y,  z)=.  0  et  -/=  0,  lieu 

dz 

quiy  comprenant  ou  non  une  courbe  réelle^  se  compose,  en  outre,  d^une 

infinité  de  courbes  imaginaires. 

Qu'allaient  pouvoir  6tre  les  équivalents  des  contours  élémentaires  de 
Cauchy?  La  queslion  était  embarrassante. 

Suivant  mon  habitude,  je  la  déposai  dans  un  coip  de  mon  entende- 
ment, pour  laisser  à  là  solution  le  temps  de  produire  ses  premières 
pousses  et  je  m'occupai  d'aplanir  avant  tout  le  terrain  où  j'allais  avoir 
à  manœuvrer. 

M.  Cauchy  avait  parfaitement  défini  l'intégrale  simple   i  ydx,  prise  le 

long  d'un  contour  <p  (a,  ^)  =  0.  Il  fallait  avant  tout  définir  de  même 

l'intégrale  double    j  f  zdx  dy. 

J'avais  bien,  en  1853,  montré  que  cette  définition  résulterait  de  l'in- 
troduction de  deux  relations 

entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  trois  variables  ar,  y,  et  z. 

Mais  pour  rendre  compte  du  rôle  que  joueraient  les  équations  ^  ==  0, 

^(p^  =  0,  j'avais  été  obligé  de  les  rattacher  plus  ou  moins  à  celles  qui 

définiraient  une  conjuguée  du  lieu  f  {x,  y,  z)  =  0  ;  ou,  au  moins, 

une  surface  formée  de  courbes  continues  entre  elles,  tracées  sur  une 

série  de  conjuguées. 

Or,  dans  le  travail  que  j'entreprenais,  je  devais  surtout  m'astreindre  à 
éviter  toute  considération  de  géométrie  imaginaire.  * 

Heureusement  Tinterprétation  de  l'intégrale  simple  /  ydx ,  prise  le 

long  d'un  contour  donné,  interprétation  que  je  n'avais  d'abord  recher- 
chée que  pour  le  cas  oii  il  s'agirait  d'un  arc  de  l'enveloppe  imaginaire, 
mais  qui  s'appliquait  aussi  bien  à  tout  autre  contour,  pouvait  aisément 
s'étendre  aux  intégrales  doubles  définies  par  deux  conditions  (p  =:  0  et 
q)^  =  0  et  même  ensuite  aux  intégrales  d'ordre  quelconque,  définies 
par  l'introduction  d'un  nombre  convenable  de  conditions  ajoutées  à  la 
relation  entre  la  fonction  et  les  variables,  parce  que  les  termes  de 

2:(a„+i-fp„+i\/^)(rfa,+rf?,V^)  ((/oc,+rf^,V^)  ...  {doLn+dPn\/~i) 

se  retrouveraient,  au  signe  v--l  près,  dans 

2  («„+!  +  ^+t)  {dot,  +  rfW  (rf«,  +  (/W  . .  •  (At«  +  û?W 
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et  dans 

2  {««+1  —  P«+i)  (rfotj  —  rfW  (rfot,  —  rfp,) . . .  (rf««  —  rf?«) 

Mais  je  réfléchis  que  ne  m'étant  pas  proposé  d'élever  un  monument 
à  la  gloire  de  M.  Caucby,  je  ferais  sagement  de  commencer  par  tirer 
parti  pour  moi-même  de  la  méthode  de  transformation  dont  je  viens  de 
parler  et  j'entrepris  de  refaire  à  ce  nouveau  point  de  vue  la  théorie  des 
intégrales  doubles,  pour  retrouver  mes  anciens  théorèmes  sous  une 
forme  plus  analytique. 

Je  ne  m'étais  pas  un  instant  préoccupé  autrefois  d'établir  directement 
le  prétendu  théorème  de  Cauchy  relatif  à  l'indépendance,  dans  un  cer- 
tain intervallCi  de  Tintégrale  /  ydx^  prise  entre  des  limites  fixes,  envers 

le  chemin  suivi  entre  ces  deux  limites,  par  la  variable  indépendante;  et 
je  n'avais  pas  eu  davantage  à  faire  usage  du  théorème  analogue  re- 
lativement à  une  intégrale  double.  Mais  l'abandon  volontaire  que  je 
voulais  faire  du  bénéfice  que  procurent  naturellement  les  considérations 
géométriques,  ramenait  la  question  de  ce  théorème  et  il  fallait  la  ré- 
soudre. 

Je  fus  assez  heureux  pour  rencontrer,  pour  les  intégrales  doubles, 
une  démonstration  plus  simple  à  la  fois  et  plus  lumineuse  que  celte 
qu'avait  donnée  Cauchy  pour  les  intégrales  simples. 

Ce  perfectionnement  m'éloigna  encore  de  mon  objet  en  me  suggérant 
l'idée  de  refondre  même  la  théorie  des  intégrales  simples,  et  je  me  mis 
en  effet  à  ce  nouvçau  travail. 

Cette  nouvelle  théorie  des  intégrales  simples  ayant  marché  à  sou- 
hait, je  revins  aussitôt  après  à  celle  des  intégrales  doubles,  qui  s'acheva 
aussi  aisément  ;  enfin  j'abordai  Tentreprise  que  je  m'étais  proposée 
d'abord,  d'étendre  .la  méthode  de  Cauchy  à  la  théorie  des  intégrales 
doubles. 

La  difficulté  dont  j'ai  déjà  parlé  était  restée  à  peu  près  entière,  en  ce 
sens,  du  moins,  que,  si  JB  m'étais  bien  aperçu  que  tous  les  contours  fer- 
més, fournis  par  l'équation  du  contour  apparent,  devaient  au  fond 
s'équivaloir,  je  ne  voyais  aucun  moyen  de  les  réduire  les  uns  aux  autres. 

Mais,  au  reste,  les  coups  de  sonde  que  j'avais  portés  dans  le  cœur  de 
la  question.m'avaient  fait  reconnaître  la  convenance  de  recherches  pré- 
liminaires relatives  aux  résidus  que  devaient  occasionnellement  fournir 
les  intégrales  doubles,  aussi  bien  que  les  intégrales  simples. 
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Je  commençai  donc  par  m'occuper  de  fonder  cette  théorie  des  rési« 
dus  des  intégrales  doubles. 

L'habitude  que  j'ai  de  chercher  toujours  de  chaque  fait  l'énoncé  con- 
cret qu'il  comporte,  me  suggéra  tout  d'abord  cette  traduction  du  théo- 
rème de  Gaucby  relatif  aux  résidus  des  intégrales  simples  : 

Les  deux  branches  d'une  courbe  de  degré  quelconque,  asymptotes 
en  sens  inverses  et  de  côtés  différents,  à  une  même  droite,  se  confon- 
dent, dans  leurs  parties  indéfinies,  avec  une  hyperbole  du  second  degré  ; 
et  les  conjuguées  fermées  de  cette  courbe,  comprises  entre  des  tangen- 
tes à  ces  deux  branches,  parallèles  entre  elles  et  infiniment  peu  incli- 
nées sur  l'asymptote  en  question,  tendent  elles-mômes  à  se  confondre 
avec  les  conjuguées  elliptiques  de  cette  hyperbole,  de  sorte  que  la  qua- 
dratrice  d'une  courbe  quelconque  doit  admettre,  entre  autres  périodes^ 

les  produits  par  ^  — •  1  des  aires  des  ellipses  conjuguées  des  hyperboles 
avec  lesquelles  tendent  à  se  confondre  ses  branches  infinies  ;  ce  qui 
non-seulement  explique  le  théorème  de  Gauchy  relatif  aux  résidus  des 

intégrales  de  la  forme  / cb,  mais  encorerend  compte  de  la  pré- 
sence des  périodes  logarithmiques  ou  cycliques  dans  les  quadratrices 
des  courbes  algébriques  rapportées  à  des  axes  quelconques. 

Cette  manière  d'entendre  les  faits  devait  tout  naturellement  fournir  la 
clef  de  la  théorie  des  résidus  des  intégrales  doubles. 

En  effet,  la  nappe  d'une  surface  /*(a:,  y,  z)  =  0,  dont  Tordonnée  z  de- 
viendrait infinie  le  long  d'une  courbe  ' 

F  (X,  y)  =  0, 

tendrait,  dans  sa  partie  illimitée,  à  se  confondre  avec  le  lieu  d*une  hy- 
perbole du  second  degré,  dont  l'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  z  tracerait 
sur  le  plan  des  xy  la  courbe  F  (x ,  y)  =  0  ;  et  le  résidu  de  l'intégrale 
double 

^dxdyy 

le  long  de  la  courbe  F  (oî,  y)  =  0,  serait  le  produit  par  v  —  *  du  volume 
engendré  par  une  des  ellipses  conjuguées  de  l'hyperbole  en  question. 

Ainsi  s'expliqueraient  les  résidus  relatifs  à  des  lignes-,  mais  il  y  en  au- 
rait  une  variété,  correspondant  au  cas  où  la  courbe  F  (x,  y)  =  0  de- 
viendrait évanouissante. 

Dans  ce  cas  particulier,  le  résidu  se  rapporterait  à  un  point. 

Toutefois  il  restait  quelques  difficultés  à  lever. 

Il  fallait  en  effet,  d'abord,  constater  l'indépendance  du  résidu  envers 
la  direction  constante  ou  variable  du  plan  sécant,  parallèle  aux  z,  qui 
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fournirait  l'hyperbole  génératrice  de  la  surface  à  substituer  à  la  surface 
proposée,  et  il  y  aurait  en  outre  à  démontrer  ensuite  Tidentité  de  tous 
les  résidus  que  Ton  obtiendrait  en  substituant  à  un  arc  de  la  courbe 
F  (x,  y)  =  0,  supposée  réelle,  l'arc,  compris  entre  les  mômes  limites, 
d'un  lieu  quelconque  de  points  imaginaires  fournis  par  la  môme  équa- 
tion. 

J'éprouvai  un  vrai  moment  de  bonheur  en  reconnaissant  que  les  rési- 
dus des  quadratrices  des  sections  faites,  dans  la  surface  proposée  par 
tous  les  plans  parallèles  aux  z,  menés  par  un  môme  point  de  la  courbe 
F  (x,  y)  tzst  0,  auraient  môme  projection  sur  le  plan  normal  à  cette 
cpurbe,  ce  qui  résolvait  la  première  difficulté. 

Quant  à  la  seconde,  elle  disparaissait  d'elle-môme,  le  résidu  de  Tin- 
tégrale  double  ayant  été  ramené  à  une  intégrale  simple  prise  le  long  de 
la  courbe  F  (x,  y)  =  0. 

J'abordai  alors  la  question  relative  aux  périodes  engendrées  dans  des 
parcours  finis. 

J'ai  déjà  dit  qu'il  m'avait  sauté  aux  yeux  tout  d'abord  que  les  di- 
verses branches  du  cbntour  apparent  de  la  surface  [x,  y,  z]  par  rapport 
au  plan  des  xy  joueraient,  par  rapport  h  l'intégrale  Jadxdy^  le  môme 
rôle  que  les  points  du  contour  apparent  de  la  courbe  [x,  y\  par  rapport 
à  Taxe  des  x,  avaient  joué  relativement  à  l'intégrale  Sydlx;  d'un  autre 
côté»  en  y  réfléchissant  davantage,  j'avais  reconnu  aisément  que  la  dif- 
ficulté provenant  de  la  multiplicité  indéfinie  des  suites  de  solutions 
imaginaires  de  l'équation  du  contour  apparent,  difficulté  toute  nou- 
velle, que  n'avait  pas  pu  présenter  la  théorie  des  intégrales  simples,  de- 
vrait nécessairement  s'évanouir  d'elle-môme,  à  la  suite  d'un  examen 
plus  attentif  de  la  question,  comme  cela  était  déjà  arrivé  dans  la  ques- 
tion particulière  des  résidus,  car  autrement  toute  intégrale  double  se- 
rait ipso  facto  indéterminée. 

Je  commençai  donc,  sans  me  préoccuper  davantage  de  cette  difficulté, 
par  chercher  à  constituer  pour  une  intégrale  double,  les  contours  élé- 
mentaires analogues  à  ceux  que  Gaueby  avait  imaginés  pour  les  inté- 
grales simples,  c'est-à-dire  les  surfaces  élémentaires  fermées,  lieux  de 
points  satisfaisant  à  l'équation  proposée,  qui  envelopperaient,  sans  passer 
par  aucun  de  leurs  points,  les  différentes  branches  du  contour  apparent 
de  la  surface  proposée  et  une  seule  chacune,  chaque  branche  du  con- 
tour apparent  étant  d'ailleurs  représentée  par  une  quelconque  des 
courbes  en  nombre  infini  qui  correspondraient  à  une  des  formes  de  y, 
tirées  de  l'équation  du  contour  apparent  par  rapport  au  plan  des  xy. 

Cela  fait,  il  ne  restait  plus  qu'à  constater  que  la  substitution  de  l'une  à 
l'autre  de  deux  courbes  correspondant  à  une  môme  forme  de  y  n'alté- 
rerait en  rien  la  valeur  de  l'intégrale  double  prise  le  long  de  la  surface 
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élémentaire  embrassant  Tune  ou  l'autre  des  deux  courbes  considérées. 

Or  cela  était  évident,  en  effet  les  deux  surfaces  élémentaires  considé- 
rées se  réduiraient  Tune  à  l'autre  en  ajoutant  ou  en  retranchant  le 
lieu  des  lignes  fermées  qui  rejoindraient  les  uns  aux  autres  les  points 
des  deux  surfaces,  infiniment  voisins  des  deux  courbes  considérées  et 
dont  les  points  intermédiaires  satisferaient,  à  des  infiniment  petits  près, 
à  l'équation  du  contour  apparent,  considérée  sous  celle  de  ses  formes 
qui  avait  fourni  les  deux  courbes  en  question.  Mais  l'accroissement  de 
l'intégrale  double  le  long  du  lieu  de  ces  lignes  serait  évanouissant 
puisque  z  prendrait  le  long  de  l'une  de  ces  lignes,  en  allant  et  en  reve- 
nant; les  mêmes  valeurs,  savoir  les  valeurs  doubles  qui  correspon- 
draient aux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisferaient  à  l'équa- 
tion du  contour  apparent,  considérée  sons  la  même  forme. 

Gela  fait,  je  complétai  mon  travail  par  une  exposition  nouvelle  de  la 
théorie  des  intégrales  d'ordre  quelconque,  fondée  sur  le  même  artifice 

qui  m'avait  servi  à  obtenir  l'interprétation  de  l'intégrale  /  ydx^  prise  le 

long  d'un  arc  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  .de  la  courbe 
\x^  y\  ;  et  p<ir  la  théorie  des  résidus  des  intégrales  d'ordre  quelconque. 

J'adressai  toutes  ces  théories,  par  fragments,  à  l'Académie  des 
sciences. 

Ces  fragments,  où  les  mémoires  que  je  viens  de  résumer  sont  repro- 
duits à  peu  près  m  extenso^  ont  paru  dans  les  numéros  relatifs  aux 
séances  des  26  août,  2,  9, 16,  23  et  30  septembre,  14  et  21  octobre,  4  et 
18  novembre,  enfin  2  décembre  1872. 

Je  prie  ici  M.  Dumas  qui  m'a  si  libéralement  laissé  user  de  la  publi- 
cité des  Comptes  rendus,  de  recevoir  Texpression  de  ma  bien  vive  recoa- 
naissance. 

L'Académie  a  récemment  perdu  M.  Elle  de  Beaumont.  Mais  je  n'avais 
pas  attendu  jusqu'à  ce  jour  pour  lui  témoigner  ma  gratitude,  non  plus 
qu'à  M.  Dumas. 

Tous  les  mémoires  dont  je  viens  de  parler  ont  paru  depuis  dans  le 
XLIV°  cahier  du  journal  de  l'École  polytechnique. 

Je  ne  reproduirai  pas  les  premiers  qui,  fondus  maintenant  dans  ceux 
que  j'avais  donnés  autrefois  à  M.  Liouville^  ont  servi  à  compléter  la 
théorie  telle  que  je  l'ai  exposée  dans  le  second  volume  de  cet  ouvrage  ; 
mais  je  crois  devoir  reproduire  ceux  oi!i  se  trouvent  exposées,  pour  les 
intégrales  doubles  ou  triples,  les  théories  fondées  sur  la  même  méthode 
qu'avait  employée  Gauchy  pour  les  intégrales  simples.  Les  voici. 
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EXTENSION   DE  LA.  MÉTHODE  DE  GAUGHY 
A    LA    THÉORIE     DES     INTÉGRALES      DOUBLES. 


§1. 

Les  théories  abstraites  ne  se  prêtent  pas  toujours  aisément  à  une 
transformation  d*où  puisse  ressortir  Texplication  lumineuse  des  faits, 
et,  de  toutes  les  théories  abstraites,  celle  qu'a  donnée  Cauchy,  des  inté- 
grales simples,  est  peut-être  la  plus  singulièrement  équilibrée  qu'ait  eu 
à  enregistrer  l'histoire  de  la  science  ;  aussi  n'aurait-il  pas  été  possible 
d'en  tirer  le  moindre  secours  pour  arriver  à  une  notion  claire  des  pé- 
riodes d'une  intégrale,  pour  concevoir,  par*  exemple,  d'une  manière 
générale,  les  périodes  réelles  comme  étant  les  aires  des  anneaux  fermés 
de  la  courbe  réelle^  dont  la  fonction  placée  sous  le  signe  représentait 

l'ordonnée,  et  ses  périodes  imaginaires  comme  les  produits  par  v/—  1 
des  aires  des  anneaux  fermés  des  conjuguées  de  celte  même  courbe. 

Au  contraire,  les  théories  concrètes,  fondées  sur  l'analyse  des  faits 
considérés  en  eux-mêmes,  et  constituées  par  leur  explication  naturelle, 
se  prêtent  ensuite  à  toutes  sortes  de  transformations  qui,  du  reste,  se 
réduisent  le  plus  souvent  à  l'omission  plus  ou  moins  complète  de  quel- 
ques points  de  vue  intéressants  sous  lesquels  les  faits  avaient  pu  être 
présentés,  de  quelque  interprétation  utile,  mais  non  indispensable,  ou 
à  la  réduction  du  phénomène,  considéré  dans  toute  sa  généralité,  à 
quelques-unes  de  ses  manifestations  les  plus  caractéristiques,  ou  qui  se 
présentent  entourées  de  circonstances  plus  exceptionnelles  ou  plus  sin- 
gulières. Aussi  aurait-il  été  bien  facile  de  déduire  immédiatement  la 
théorie  qui  va  suivre  de  celle  que  j'ai  donnée  en  1853,  de  sorte  qu'il  est 

même  surprenant  que  cela  n'ait  pas  été  fait  ;  car,  par  exemple,  pour 

4 

trouver  la  période  réelle,  -  itabcj  de 


.//«,y/.-^-^, 
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oulapériodeivu^ginaire,  -  izabc  ^ —  1 ,  de 


'Jf^>^$+$-'- 


il  n'y  avait  qu*à  écarter  toutes  les  autres  représentafions  géométriques 
de  ces  périodes  pour  ne  conserver  que  celles  qui  se  présentent  tout  d'à* 
bord,  et  qui  se  manifestent  quand  on  ne  donne  k  x  eih  y  que  des  va- 
leurs réelles  ;  sauf  à  éviter,  par  de  petits  circuits^  le  contour  apparent 

afin  de  suivre  de  point  en  point  la  méthode  qui  avait  réussi  pour  les  in- 
tégrales simples. 

Le  contour  apparent,  par  rapport  au  plan  des  xy,  de  la  surface  dont 
l'ordonnée  z  serait  la  fonction  explicite  ou  implicite  placée  sous  le 
signe  2,  jouera,  en  effet,  exactement  le  même  rôle,  dans  la  théorie  des 
intégrales  doubles,  que  les  points  critiques,  dans  la  théorie  des  intégrales 
simples. 

Les  points  critiques  d'un  lieu  plan  f{x,  y)  =  0  sont  caractérisés  par 
l'équation 

et  les  courbes  critiques  d'un  lieu  de  l'espace  f{x,  y,  z)=  0  sopt  carac- 
térisées par  réquation 

dz 

Les  courbes  critiques  d'une  surface  ne  sont  d'ailleurs  que  les  lieux  des 
points  critiques  des  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  pa- 
rallèles aux  z. 

Toutefois  la  question  est  réellement  plus  compliquée  pour  les  inté- 
grales doubles  que  pour  les  intégrales  simples,  parce  qu'une  surface  a 
toujours  une  infinité  de  contours  apparents  sur  le  môme  tableau  et  par 
rapport  à  la  même  direction;  ou,  en  d'autres  termes,  qu'on  peut  tou- 
jours circonscrire  à  une  surface  une  infinité  de  cylindres  parallèles  à 
une  direction  donnée,  l'un  réel  et  les  autres  imaginaires;  car  les  solu- 
tions imaginaires  des  équations 

f{x,y,z)  =  0  ^   et      ^=0 
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doivent    aussi    bien    ôtre  considérées  que   leurs    solutions  réelles. 

On  ne  trouve  bien,  il  est  vrai,  qu'un  nombre  limité  de  points  criti- 
ques sur  chaque  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  parallèle 
aux  z;  mais  c'est  qu'un  plan  réel  ne  peut  pas  contenir  toutes  sortes  de 
points  imaginaires,  et  si,  après  avoir  considéré  tous  les  plans  réels  pa- 
rallèles aux  z,  on  considérait  aussi  les  plans  imaginaires  parallèles  à  la 
même  direction,  on  trouverait,  en  réalité,  une  infinité  de  points  cri- 
tiques. 

Par  exemple  le  contour  apparent  de  l'ellipsoïde 

^-!  4.  y!  4.1-1 


a*   '   b*   '   c" 


est  bien  l'ellipse 


z 


=0    f^4.y!-i. 


mais  l'équation 


—  4-  —  =1 
a«  ^  ** 


a  une  infinité  d'infinités  de  solutions  imaginaires. 

La  question  comporte  donc  bien  réellement  des  difficultés  nouvelles; 
mais  ces  difficultés  sont  peu  considérables. 

Avant  d'aborder  la' solution  de  la  question  Je  crois  devoir  m'ezplifaer 
sur  les  précautions  prises  par  Cauchy  pour  éviter  de  prétendus  dangers, 
que  l'on  écarte  sous  une  forme  pour  y  retomber  sous  une  autre,  et  que 
Ton  traverse  alors  sans  môme  les  apercevoir,  parce  qu'ils  n'avaient  rien 
de  réel. 

La  théorie  de  Cauchy  repose  uniquement  sur  deux  observations  es- 
sentiellement distinctes,  rattachées  ensuite  Tune  à  l'autre  par  l'emploi 
d'un  artifice  commun,  qui  est  bien  justifié  dans  l'un  des  cas,  mais  qui 
est  tellement  inutile  dans  l'autre  que  l'objet  qu^on  s'en  était  proposé 
n'est  pas  même  atteint. 

La  première  observation,  qui  constitue  la  base  de  l'ingénieuse  et  efB- 

ciente  théorie  des  résidus,  consiste  en  ce  que  l'intégrale  f  ydx  peut  ac- 
quérir une  valeur  même  infinie,  sans  que  x  ait  varié  qu'infiniment  peu 
aux  environs  d'une  de  ses  valeurs  à  laquelle  correspond  une  valeur  infi- 
nie de  y. 


i 
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Si  Ja  fonction  y  devient  infinie  pour  a:  =  a,  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

m  étant  positif  et  ^  {x)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  x=za. 

Si  l'on  pose  x  =  a  -|-  ^  \] — 1,  et  que  Ton  établisse  entre  a  et  ^  la  re- 
lation 

f  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra^  l'intégrale  correspondante 


fy{da  +  d^s/-i) 


sera  infinie,  finie  ou  nulle,  suivant  que  m  sera  plus  grand  que  1,  égal  à  1 
ou  moindre  quel. 

Si  m  =  If  il  correspondra  au  parcours  fermé 

une  période  égale  à 

On  conçoit  parfaitement  que  l'explication  abstraite  de  ce  fait  analy- 
tique exigé  absolument  que  l'on  ne  donne  à  x  que  des  valeurs  voisines 
de  a,  et  jamais  la  valeur  a. 

La  seconde  observation  consiste  en  ce  que,  pour  que  l'intégrale  /  ydx 
correspondant  &  un  parcours  fermé  par  rapport  à  x, 

ne  soit  pas  nulle,  il  faut  que  les  parties  de  y  ne  repassent  pas  en  sens 
contraires  par  les  mêmes  valeurs,  lorsque  la  variable  indépendante  a, 
après  avoir  varié  de  sa  limite  inférieure  gc^  à  sa  l^nite  supérieure  a^,  re- 
viendra ensuite  de  s^  limite  supérieure  à  sa  limite  inférieure  ;  c'est-à- 
dire  qu'il  se  soit  opéré  dans  l'intervalle  une  permutation  entre  les  va- 
leurs dont  est  capable  y. 

Mais  ce  serait  naturellement  aux  points  critiques  4u  lieu  f  (x,  y)  =  0 
que  se  feraient  le  plus  simplement  ces  permutations  entre  les  valeurs 
de  y,  et  précisément  Gauchy,  par  suite  d'une  idée  préconçue,  tient  ab- 
solument à  éviter  les  passages  par  ces  points  critiques. 

Il  se  figure  que,  si  la  fonction  y  avait  un  instant  passé  par  une  de 
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ses  valeurs  multiples,  elle  deviendrait  indéterminée  et^  par  suile,  il 
recommande  spécialement  d'éviter  de  faire  prendre  à  y  une  de  ces  va- 
leurs et,  pour  cela,  de  contQunier  les  valeurs  de  x  auxquelles  elles  cor- 
respondent. 
Cette  précaution  est  d'abord  inutile,  parce  qu'il  n'eût  pas  été  plas 
'  difficile  de  trancher  à  l'avance  Tincerlitude  qui  pourrait  se  présenter 
relativement  à  la  marche  de  y,  qu'il  ne  l'est  de  résoudre  celle  qui  se 
produit  identiquement  dans  les  mêmes  conditions,  relativement  à  la 
marche  de  ^,  car  le  chemin  9  (a,  ^)  =  0,  pour  être  fermé,  doit  bien 

comprendre  au  moins  deux  points  oh  -^  soit  infini  ou  indéterminé,  oii 

p  prenne  une  valeur  double. 

Mais,  de  plus,  cette  précaution  n'atteint  pas  le  but  ;  car,  dès  que  l'on 
a  réglé  la  loi  de  progression  de  x  par  une  relation  cp  (a,  ^)  =  0,  il  n'y  a 
plus  qu'une  des  variables  a,  p,  a'  et  ^'  qui  reste  indépendante,  a  par 

exemt)le.  Or,  pour  que  les  quatre  parties  de  l'intégrale  /  ydx, 

ne  soient  pas  toutes  nulles,  il  faut  nécessairement  que  le  parcours 

soit  tel  que,  en  quelques  points  de  ce  parcours^ 

doL  doL 

soient  infinis  ou  indéterminés,  c'est-à-dire  que  a'et^'  prennent  des  va- 
leurs multiples. 

De  sorte  que  la  difficulté  que  l'on  avait  voulu  éviter  se  trouve  dou- 
blée par  les  précautions  que  l'on  a  prises,  et  que  la  méthode  consiste 
essentiellement  à  s'être  arrangé  de  manière  à  ne  pas  l'apercevoir  quand 
elle  est  plus  considérable,  après  s'y  être  heurté  quand  elle  était  moindre, 
ce  qui  prouve  que  le  daâger  n'était  pas  grand. 

L'artifice  imaginé  par  Cauchy  pour  éviter  les  poiifts  multiples  du  lieu 

/•(x,  y)  =  0, 

où  y  conservait  des  valeurs  finies,  n'avait  donc  pas  sa  raison  d'être;  et, 
en  effet,  il  était  évident  à  l'avance  qu'il  n'y  avait  aucune  raison  pour 
opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  points  où  y  devenait  infini, 
et  où  c'était  seulement  une  de  ses  dérivées  qui  le  devenait.  Dans  le 


'i 


] 
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premier  cas,  en  effet,  l'intégrale  /  ydx  pouvait  prendre  un  accroisse- 
ment même  infini,  dans  un  intervalle  infiniment  petit  parcouru  par  Xj 
tandis  que,  dans  le  second,  l'intégrale  ne  pouvait  varier  qu'infiniment 
peu,  dans  les  mômes  conditions,  et  qu'il  pouvait  seulement  arriver  que 
la  fonction  y  fût  amenée  à  prendre  ultérieurement  des  valeurs  autres 
que  celles  qu'elle  eût  prises  si  elle  n'avait  pas  passé  par  sa  valeur  mul- 
tiple. 

11  n'y  aurait  donc  pas  de  raison  de  chercher  à  imiter,  à  propos  de  la 
théorie  des  intégrales  doubles,  des  artifices  de  méthode  qui  périclitent 
déjà  lorsqu'il  ne  s'agit  que  des  intégrales  simples.  Les  passages  de  la 
fonction  par  des  valeurs  multiples  finies  n'ayant  d'autre  effet  que  de 
disposer  cette  fonction  à  prendre  ultérieurement  d'autres  valeurs  que 
celles  par  lesquelles  elle  a  déjà  passé,  il  était  absolument  indifférent  de 
brusquer  la  conversion  en  faisant  prendre  à  la  fonction  une  de  ses  va- 
leurs multiples,  ou  de  l'opérer  en  deux  temps,  en  agissant  successive- 
ment* sur  ses  deux  parties  réelle  et  imaginaire. 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  de  deux  variables,  il  serait  indiffé- 
rent d'en  faire  permuter  les  valeurs  le  long  d'une  ligne  représentée  par 
les  équations  du  contour  apparent,  ou  de  contourner  cette  ligne,  l'effet 
final  devant  rester  le  même. 

Toutefois,  comme  il  s'agit  ici  de  remplir  un  programme  tracé  à  l'a- 
vance, je  m'y  conformerai  de  point  en  point. 


§11. 
Théorie  des  résidus  des  intégrales  doubles. 

Les  intégrales  doubles  donnent  lieu,  comme  les  intégrales  simples,  à 
une  théorie  des  résidus,  par  laquelle  nous  commencerons,  pour  conser- 
ver l'ordre  dans  lequel  les  faits  se  sont  présentés  à  Gauchy. 

Nous  rencontrerons  naturellement  ici  deux  sortes  de  résidus,  des  ré- 
sidus relatifs  à  des  points,  ou  plutôt  à  des  systèmes  de  valeurs  des  trois 
variables,  et  des  résidus  relatifs  à  des  lignes,  ou  à  des  suites  continues  de 
systèmes  de  valeur!  des  trois  variables.  Les  premiers  seront  des  valeurs 
finies  qu'acquerrait  l'intégrale,  sans  que  x  et  y  aient  pris  que  des  valeurs 
infiniment  voisines  de  valeurs  finies 

■ 

ar  =  a  +  6  \/—  1 ,       y  =  a'  +  6'  V^, 
auxquelles  correspondrait  une  valeur  infinie  de  z\  les  autres  seront  des 
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valeurs  finies  qu'acquerrait  Tintégrale,  sans  que  x  et  ^  aient  pris  que 
des  valeurs  infiniment  voisines  de  valeurs 

liées  entre  elles  par  trois  conditions,  et  auxquelles  correspondraient  des 
valeurs  infinies  de  z. 

Les  premiers  se  trouveront  dans  les  surfaces  dont  les  sections  par  tous 
les  plans  passant  par  une  même  droite  parallèle  aux  z  seraient  des 
courbes  asymptotes  à  cette  droite  et  se  confondant  à  la  limite  avec  des 
hyperboles  du  second  degré.  Les  autres  se  trouveront  dans  les  surfaces 
dont  les  sections  par  des  plans  passant  par  une  série  ^e  droites  paral- 
lèles aux  2,  formant  un  cylindre  fermé,  seraient  des  courbes  asymp- 
totes à  ces  droites  et  se  confondant  à  la  limite  avec  des  hyperboles  du 
second  degré. 

Des  résidus  relatifs  à  des  points.  —  Considérons  d'abord  la  surface  en- 
gendrée par  une  hyperbole  équilatère  tournant  autour  d'une  de  ses 
asymptotes,  prise  pour  axe  des  z,  l'équation  de  cette  surface  sera 


a» 


la  période  de  l'intégrale 

dxdy 


W; 


N/x'  +  y» 
sera 

En  effet,  si,  dans  chaque  plan  passant  par  Taxe  des  z,  on  mène  une  inûnité 
de  droites  inclinées  de  45  degrés  sur  le  plan  des  xy  et  comprises  entre 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  de  section,  les  jintersections  imagi- 
naires seront  conjuguées  deux  à  deux  et  se  rejoindront  aux  somoiets 
de  l'hyperbole  correspondante.  D'ailleurs  les  points  obtenus 

formeront  un  cercle  de  rayon  a,  ayant  son  centre  à  Torigine  des 
coordonnées,  c'est-à-dire  que  la  surface  composée  des  deux  parties 
auxquelles  correspondent  les  volumes  V  et  Y'  sera  la  sphère  de  rayon  c, 

ayant  son  centre  à  l'origine;  par  conséquent  (V  —  V)  \l — 4  sera  égala 

4  / 

3  i^û»  V—  ï. 
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D'un  autre  côté,  l'intégrale  4  \/—  1  l^"d^d^'  sera  identiqnement  nulle, 
car  la  section  de  la  surface  dont  les  coordonnées  seraient 

^=h    y=^\    «=r' 

par  un  plan  quelconque  passant  par  Taxe  des  z,  se  composerait  d'une 
seule  ligne  droite,  puisque  ^,  ^  et  ^"  conserveraient  entre  eux  des  rap- 
ports constants  :  ainsi  la  période  sera 

.^a»v^— 1. 

Il  s'agît  de  la  trouver  comme  résidu  de  l'intégrale  relatif  à  l'origine. 

Si,  au  lieu  de  droites  inclinées  de  45  degrés  sur  l'axe  des  z,  on  consi- 
dérait, dans  chaque  plan  passant  par  cet  axe,  des  droites  faisant  arec 
lui  un  angle  fixe  moindre  que  45  degrés,  la  surface  dont  le  volume 
V  —  Y'  devrait  être  considéré,  deviendrait  un  ellipsoïde  de  révolution 

4 

autour  de  son  grand  axe;  mais  ce  volume  conserverait  la  valeur  -Tca'. 

Enfin,  si  l'inclinaison  sur  l'axe  des  z  des  droites  considérées  tendait 
vers  zéro,  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  en  question  tendrait  vers  l'infini, 
tandis  que  ses  deux  axes  égaux  tendraient  vers  zéro  ;  mais  le  volume 

4 

de  cet  ellipsoïde  resterait  toujours  égal  à -ica^. 

D'ailleurs,  si  la  section  faite  par  l'un  des  plansr  passant  par  l'axe 
des  z,  y  =  mx,  était  rapportée  à  l'axe  des  z  et  à  la  trace  OX'  de  son 
plan  sur  le  plan  des  xy^  x'  serait  de  la  forme 

et  z  de  la  forme 


__  a*  a  —  ^sl—\ 

Mais  comme  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  z  et  de  x'  devrait 
être  constant,  puisque  les  valeurs  de  z  et  de  oif  devraient  satisfaire  à 
une  équation 

z  =  —  X  tang  <p  +  rf, 

«2  +  &a  serait  constant  et  égal  à  rr î  P^r  suite  x  serait  de  la  forme 

^   ^  °        2  tang  <p 

ot  +  Py/ITî 
x=  , 

VI  +  tn* 
m*  p.  13 


et  y  de  la  forme 
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(g  +  PvdQm 
\/l  +  m* 


avec  la  condition 


a'  +  P«  = 


a» 


2  tang  f  ' 


a  et  ^  tendraient  donc  vers  zéro  en  même  temps  que  f  tendrait  vers 
90  degrés. 

Ainsi  la  période  -  wa*  V—  i  de  l'intégrale 


17/, 


c/j:rfy 


est  le  résidu  de  cette  intégrale  relatif  à  l'origine. 

Tel  est  l'exemple  le  plus  simple  de  résidu  relatif  à  un  point. 

Pour  en  obtenir  un  un  peu  moins  particulier,  considérons  la  surface 
engendrée  par  une  hyperbole  équilatère  tournant  toujours  autour  de 
Tune  de  ses  asymptotes,  prise  pour  axe  des  z,  mais  dont  l'axe  transverse 
varierait  suivant  une  loi  donnée,  de  façon  que  Téquation  de  cette  hy* 
perbole,  dans  le  plan 

y  =  mx, 

rapportée  à  l'axe  des  z  et  à  la  trace  OX'  de  ce  plan  sur  le  plan  des  xy, 
fût 

ou  que  les  deux  équations  de  cette  hyperbole  fussent 

y=mx    et    za?  =  - -iè=4=  ; 

l'équation  de  la  surface  engendrée  sera  alors 


û'    "^XxJ 


2  \l^  +  / 


Dans  ce  cas,  le  résidu  relatif  à  l'origine  sera  le  produit  par  y —  1  du 
Tolume  engendré  par  le  cercle 
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tournant  autour  de  Taxe  des  z,  volume  renfermé  dans  la  surface 


z" 


Î^  +  ^  =  «V(|)- 


Considérons,  d'une  manière  encore  plus  générale,  une  équation 


2  y/x'+Z 

dans  laquelle  ^  {x,  y)  prenne,  pour  x  =  0  et  y  =0,  une  .valeur  dé- 
terminée A  +  B  \/^l  :  si  J?  et  ^  ne  reçoivent  que  des  valeurs  infini- 
ment petites,  rintégrale 

(p(x,y)drdy 


se  réduira  à 


puisque  cp  (x,  y),  ne  prenant  que  des  valeurs  infiniment  voisines  de 

A  +  B  v^^,  pourra  sortir  du  signe  f  /  •  I-e  résidu  relatif  à  l'origine 
sera,  dans  ce  cas, 

5^û»(a  +  Bv/^v'^. 

ô 

Pareillement,  si  l'équation  proposée  est 

^^£ ?(^».y) 


et  que 

?  («.  +  P.  V=T.  «', + P'.  v/=^ = A + B  v/=T, 

le  résidu  relatif  au  point 
sera 

Encore  de  même,  si  Téquation  proposée  est 


I  g"  "Kj?.  y)  j 

2  V^(«  ~  «,  -  ^  V^)' + (y  -  «',  -  r.  V^' 


itégrale 

imira  autour  des  points 


s  résidus  représentés  respectiTemeot  par 

supposant  que 

A  +  Bv^,       A'  +  B-xCn... 
ent  les  valeurs  de 

ïo+p.v-ï.  o'.+  rov^).   +(«.+p.v'-t.  '''.+p',\^)-" 

Dans  cbacun  des  exemples  qui  précèdent,  et  dont  le  dernier,  d'ail- 

irs,  est  le  plus  général  qui  puisse  exister,  il  y  a  toujours  une  inHnilé 

systËmes  de  valeur^ de  :t:  et  de  y  pour  lesquelles  i  se  trouve  infini  ; 

lis  un  seul  de  ces  systèmes  était  k  considérer,  celui  qui  correspoD- 

it  à  la  trace,  sur  le  plan  des  xy,  de  l'asymptote  de  l'hyperbole  mo- 

e. 

Ainsi,  par  exemple,  l'intégrale 

dxdy 


m 


v-t'  +  y' 

1  fournit  de  résidu  que  relativement  fc  l'origine,  quoique  l'équation 

;  une  infinité  de  solutions.  En  effet,  si  l'on  transportait  l'origine  au 
lint  correspondant  à  l'une  d'elles, 

^=«.  +  PoV^-        ff  =  %  +  P'.\^^. 

ntégrale  deviendrait 

dxdg 


^JJ\f7^^. 


+  P.V^)ï  +  i('  +  2(.'.  +  r.\'-i)y 
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«t,  comme  on  ne  donnerait  k'xetiiy  que  des  valeurs  infiniment  pe- 
tites, cette  intégrale  se  réduirait  à 


f//; 


dxdy 


-elle  serait  infiniment  petite  par  rapport  à  l'intégrale 

d<cdy 


m 


si  X  et  y  ne  devaient  recevoir,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  des  valeurs 
infiniment  petites. 

Pour  qu'il  corresponde  un  résidu  à  un  point,  il  faut  toujours  que  ce 
point  soit  un  point  double  du  lieu  le  long  duquel  z  est  infini. 

Ce  fait  pouvait  être  prévu  parce  que  les  résidus  relatifs  à  des  points 
ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  résidus  relatifs  à  des  lignes.  Ce  ne 
devait  être  qu'autant  que  la  ligne  le  long  de  laquelle  z  devient  infini 
présenterait  un  anneau  fermé  évanouissant  qu'un  résidu  relatif  à  un 
point  pu  prendre  naissance,  et  ce  point  devait  être  celui  où  l'anneau 
était  venu  se  concentrer. 

Cette  remarque  servira  à  reconnaître  les  centres  des  résidus,  s'il  y 
en  a  ;  on  calculera  ensuite  ces  résidus  en  déterminant  la  loi  de  varia- 
tion de  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  équilatère,  qui  se  confondrait  à 
la  limite  avec  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  quelconque 
parallèle  aux  z  et  passant  par  le  centre  examiné. 

Des  résidus  relatifs  à  des  lignes.  —  Supposons  maintenant  qu'une  hy- 
perbole équilatère  tourne  autour  d'une  parallèle  à  l'une  de  ses  asym- 
ptotes, prise  pour  axe  des  z  ;  l'équation  de  la  surface  engendrée  sera 

a*  1 


dont  le  contour  apparent,  sur  le  plan  des  xy^  sera  le  cercle 

m 

et,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  â?  et  dey  satisfaisant  à  l'équation 

z  sera  infini. 
Considérons  un  plan  quelconque,  passant  par  l'axe  des  z, 

y  =  m^f 


1 
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et  supposons  dans  ce  plan  une  série  de  droites  inclinées  de  45  degrés 
sur  l'axe  des  z  et  comprises  entre  les  deux  branches  de  Thyperbole  de 
section;  les  intersections  imaginaires  seront  conjuguées  deux  à  deux  et 
se  rejoindront  aux  sommets  de  cette  hyperbole.  D'ailleurs  les  points 
obtenir 

formeront  un  cercle  de  rayon  a,  et  ayant  son  centre  sur  l'intersection  du 
plan  y  =mx  avec  le  plan  des  xy,  à  la  distance  h  de  l'origine;  la  sur- 
face composée  des  deux  parties  auxquelles  correspondent  les  volumes 
V  et  Y  sera  donc  le  tore  dont  les  deux  rayons  extérieur  et  intérieur  se- 
raient 

A  +  a      et      h  —  a; 


par  conséquent  (V  —  V)  y—  *  sera  égal  à 

D'un  autre  côté,  l'intégrale  4  y/— 1  2;^''(f^e/^' sera  identiquement  nulle; 
ainsi  la  période  de  l'intégrale 

dxdy 


m- 


à  +  yjx'+y' 
est 

2ic«Aa"\Cri. 

Il  s'agit  de  la  retrouver  comme  résidu  de  l'intégrale,  le  long  du  cercle 
^'  ~f~  y^  =  A*  &Î9  AU  lieu  de  droites  inclinées  de  45  degrés  sur  l'axe 
des  z,  on  considérait,  dans  chaque  plan  passant  par  cet  axe,  des  droites 
faisant  avec  lui  un  angle  fixe,  moindre  que  45  degrés,  la  surface,  dont 
le  volume  V  —  V  devrait  être  considéré,  deviendrait  un  tore  elliptique 
ayant  pour  section  méridienne  une  ellipse  dont  le  grand  axe  serait  pa- 
rallèle à  l'axe  des  z,  dont  le  centre  décrirait  toujours  le  cercle 

z  =  0,      j:«  +  y»=A«, 

et  dont  la  surface  resterait  égale  à  ita«,  de  sorte  que  le  volume  V  —  7* 
resterait  égal  à 

27r*Aa\ 

Si  l'inclinaison  sur  Taxe  des  z  des  droites  considérées  tendait  vers 
zéro,  le  grand  axe  de  l'ellipse  deviendrait  infini,  tandis  que  son  petit 


—  199   — 

axe  tendrait  vers  zéro  ;  mais  Taire  de  cette  ellipse  conserverait  la  va- 
leur constante  iza^  de  sorte  que  le  volume  engendré  serait  toujours 

D'ailleurs  si  la  section  faite  par  l'un  des  plans  y  =  mx  était  rapportée  à 
la  trace  OX'  de  ce  plan  sur  le  plan  des  œy  et  à  Tasymptote  de  l'hyper- 
bole mobile  prise  pour  nouvel  axe  des  z,  x'  serait  de  la  forme 

et  z\  de  la  forme 

2       a*+p"     ' 

mais  comme  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  z'  et  de  x^  serait 
constant,  puisque  les  valeurs  de  x'  et  de  z'  devraient  satisfaire  à  une 
équation 

z'  =  —  x'  tang  9  +  ^> 

a* 
a*  +  ô>  serait  constant  et  égal  à  ;  par  suite  x  serait  de  la  forme 

^^  ^       2  tang  (p*^ 


et  y  de  la  forme 


yji  +  m* 


(a  +  ^yf^i)  m 


Vl  +  m' 


avec  la  condition 


a«  +  p«  = 


a* 


2tang(p' 

c  et  p  tendant,  par  conséquent,  vers  zéro  en  môme  temps  que  ^  tendrait 
vers  90  degrés. 
La  période 

de  l'intégrale 

dxdy 


Uf- 


h  +  ^x'  +  y* 

est  donc  bien  le  résidu  de  cette  intégrale  relatif  au  cercle 

z=0,      x"4-y'  =  A\ 
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Si  réqnaiion  proposée  était 


<p(ar,y)prenant  la  valeur  variable  A  lorsque  userait  égala  ' etyà 

V 1  +  m* 

y  le  résidu  correspondant  au  cercle  x^  -|-  y^  =h^,  de  l'intégrale 


V'i  +  in^ 

9  (x,  ,v)  dxdy 


î/e 


serait  le  produit  par  ^ —  1  du  volume  engendré  par  le  cercle  variable 


yz=zmXf      {x^i-\-tn*  —  A)*+z*=tt*A* 

Si^  tout  en  tournant  toujours  autour  de  Taxe  des  z,  parallèle  à  l'une  de 
ses  asymptotes»  et  de  manière  d'ailleurs  que  son  plan  passât  toujours 
par  Taxe  des  z,  l'hyperbole  de  rayon  a  se  mouvait  de  telle  manière  que 
son  centre  décrivît  dans  l'espace  une  courbe  fermée 

yJ^^TV  =  F  (I),     ^  =  Fi  (V^  +  y'h 

les  équations  de  cette  hyperbole  seraient 

y  =  mx      et      [x vl+wï*  —  h)  {z  —  /)  =  ■-, 

A  et  /  étant  assujettis  aux  deux  conditions 

A=P(m)      et      /=F,(A); 

on  obtiendrait  l'équation  de  la  surface  engendrée  en  éliminant  m,  A  et  / 
entre  ces  quatre  dernières  équations,  ce  qui  donnerait 

[v.-^-f(i)]î.-f,[f(|)]!=|.    , 


d'où 


-^■t^©>^;^T^' 
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et  le  résidu  de  Fintégrale 


I  \^/ 1 


relatif  au  contour 


^+^=^(1)' 


serait  le  produit  par  v^—  1  du  volume  engendré  par  le  cercle  de  rayon  a, 
dont  le  plan  passerait  constamment  par  l'axe  des  z,  et  dont  le  centre 
décrirait  la  courbe 

Si  réquation  proposée  était  de  la  forme 


z=ff{x,y)    F 


•[■(î)]*ï«=i«i' 


?  (^»  y)  prenant  la  valeur  variable  A  pour  la  valeur  m  du  rapport  de  y  à 
X  assujettis  à  la  condition 


Vx«  +  y-  =  pg). 


le  résidu  relatif  au  contour 


v'^^+T^  =  f(|) 


serait  le  produit  par  ^  —  1  du  volume  engendré  par  le  cerclé  dont  le 
plan  passerait  toujours  par  Taxe  des  z,  dont  le  centre  décrirait  la 
courbe 

et  dont  le  rayon  serait  a  y^A,  dans  le  plan  y  =  mx. 

On  pourrait  enfin  imaginer  que  le  plan  de  Thyperbole  mobile,  au  lieu 
de  passer  constamment  par  Taxe  des  z,  enveloppât  un  cylindre  donné, 
parallèle  aux  z,  ce  qui  serait  l'exemple  le  plus  général  qui  pût  exister. 
Mais  ce  cas  rentre  dans  le  précédent,  parce  que  les  plans  passant  par 
Taxe  des  z  couperaient  toujours  la  surface  suivant  des  hyperboles. 
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Il  était  utile  de  mentionner  les  faits  qui  viennent  d'être  passés  en  re- 
vue et  pour  chacun  desquels  la  théorie^  en  ce  qu'elle  a  d^affirmatif,  est 
complète;  mais»  dans  l'interprétation  de  chacun  d'eux,  on  a  voloniai- 
rement  fait  choix  d'un  point  de  vue  particulier,  propre  à  écarter  tout 
embarras,  et  les  questions  les  plus  importantes  sont  restées  entières.  En 
effet,  on  a,  dans  chaque  exemple,  considéré  exclusivement  un  coiain 
système  de  sections,  sans  examiner  si  Ton  serait  arrivé  aux  mêmes  ré- 
sultats au  cas  où  Ton  en  eût  considéré  d^autres  ;  mais  surtout  on  a 
réduit  la  question  à  la  considération  des  périodes  des  quadratrices  des 
sections  faites  par  des  plans  réels,  ou,  en  d*autres  termes,  on  n'a  pris, 
pour  centres  des  résidus  des  intégrales  simples  dont  la  considération  de- 
vait être  introduite,  que  les  points  du  contour  apparent  réel  de  la  sur^ 
face  par  rapport  au  plan  des  xy^  tandis  que  l'équation  de  ce  contour 
apparent  admettait  une  infinité  de  solutions  imaginaires^ 

La  théorie  reste  donc  entièrement  à  faire. 

Soit 

F(x,  y,s)=0 

l'équation  proposée,  supposée  telle  qu'elle  attribue  une  valeur  infinie  à  z, 
pour  chaque  système  de  valeurs  finies  de  x  et  de  y,  satisfaisant  à  une 
équation 

et  soient  x^  et  y^  deux  valeurs  de  x  et  de  y,  satisfaisant  à  la  condition 

f{x,y)  =  0. 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation 

F(x,y,2)=0 

X  par  j?  -(-  X|  et  y  par  y  -f  y^,  et  que,  â?  et  y  devant  alors  rester  infini- 
ment petits,  on  supprime  les  termes  négligeables,  l'équation 

F(x,y,«)=0 

se  réduira  à 

M 


z  = 


ax-^by 


La  section  faite  par  le  plan  y  =  mx^  projetée  sur  le  plan  des  xs, 
étant 

M 

z  =  ■ 

{a'\-bm)x^ 
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la  période  de  Tintégrale   /  zdx,  relative  à  cette  projection,  sera 

mais  la  période  de  la  quadratrice  de  la  section,  dans  son  plan,  sera  ef- 
fectivement 


^  My/i+m'  I — - 

27r         ■  T^ — V— i, 


a-\-bm 


car,  quand  on  projette  une  courbe  d'un  plan  sur  un  autre,  les  périodes 
de  la  quadratrice  se  multiplient  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
plans.  Cela  résulterait^  sans  autre  démonstration,  de  ce  que  les  pério- 
des sont  les  aires  des  anneaux  fermés  de  la  courbe  ou  de  ses  conjuguées  ; 
mais  il  sufQra  ici  de  remarquer  que  les  z  de  la  courbe  projetée  étant  les 
mêmes  que  ceux  de  sa  projection,  et  les  abscisses  de  la  courbe  projetée 

étant  égales  à  celles  de  sa  projection,  multipliées  par  ^1  4-  m^y  l'in- 
tégrale l  zdxy  relative  à  la  courbe  projetée,  sera  égale  au  produit 

par  yl+m'  de  l'intégrale  correspondante  relative  à  la  projection. 

Cela  posé,  imaginons  que  nous  transportions  parallèlement  à  lui- 
mftme  le  plan  y  =  mx  en  tous  les  points  de  division  de  la  courbe 

f{x,  y)  =  0 

en  éléments  infinitésimaux  &,  m  restera  constant  ;  mais  M,  a  et  6  varie- 
ront et  rélément  du  résidu  relatif  à  la  courbe  f  (x,  y)  =  0,  pour  des 
sections  parallèles  h  y  =  mXy  sera  le  produit  de 


par  la  distance  des  deux  plans  parallèles  à  y  =  ma;,  passant  par  les  ex- 
trémités de  l'élément  dsy  ou  par  ds  cos  <p,  (p  désignant  l'angle  du  plan 
y^^mx  avec  la  normale  à  l'élément  ds.  L'élément  du  résidu  sera  ainsi 


2ir  V—  4  — ^V-î ««  cos  ç, 

a  +  ow 

et  le  résidu  lui-même,  en  supposant  que  la  courbe  f  {x,  y)=^0  soit 
fermée,  ou  que  M  s'annule  en  deux  de  ses  points  qui  formeraient  alors 
des  limites  naturelles,  sera  l'intégrale 


■  rM>/l+m» 
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prise  le  long  de  cette  courbe,  ou  entre  les  limites  oit  M  serait  nul  ;  et 
cette  intégrale  serait  l'une  des  pâriodes  de  l'intégrale   1  /  2(£r(fy  corres- 
pondant à  l'équation 

F<j:,y,i)=0. 

Cette  période  dépendrait  donc  de  m,  de  sorte  que  l'intégrale  /  j  zdxdy 

aurait  une  Inflnité  de  périodes  ;  cela  n'est  pas  pos»ble.  Il  faut  en  con- 
clure que 


a-\-  bm 


-cosç 


doit  6tre  indépendant,  en  chaque  point  de  /  {x,  y)  =  0,  de  la  direction 
du  plan  sécant,  ou  que  la  période  de  la  quadratrice  de  la  section  en 
chaque  point  de  f  {x,  y)^0  doit  être  inversement  proportionnelle  au 
cosinus  de  l'angle  du  plan  sécant  avec  la  normale  à  la  conrbe  f{x,  y)  =  0. 
C'est  très-facile  &  vériBer.  En  effet  la  tangente  à  la  courbe 

f{x,y)=0, 

au  point  L-r,,  y,],  où  l'on  a  transporté  l'origine,  est  représentée  par 

ox  -f-  Jy  =  0, 

La  tangente  de  l'angle  de  celte  tangente  avec  la  trace  sur  le  plan  des  x  y 
du  plan  y  ^  tnx  est  donc 


il  en  résulte 

bm  +  a 

b-ma                        in  +  a 

i/,+  ('""  +  '\'       V'n'  +  S's'l+in' 

par  conséquent 

K<j{  +  m-                     M 

Par  conséquent  on  pourra  donner  aux  plans  sécants  la  direction  que 


'■ 
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/Mds 
■  ,  ce  qu'aurait  donné  le 

va'  +  b^ 

théorème  de  Guldîn,  si  Ton  avait  employé  des  plans  normaux. 
Du  reste 


*  =  ^\/'  +  (|)"=^V'+P  =  T^^^ 


de  sorte  qu'au  lieu  de  l'expression 

J  Va'  +  i'''* 
on  pourra  donner  au  résidu  la  forme  plus  simple 

îidx 


V-./: 


0 

Application.  —  Appliquons  la  théorie  à  l'exemple  correspondant  à 
réquation 

yz-{-  zx  '\'  xy-}-  1  =  0 

ou 

\  +xy 

z  — j        , 

x  +  y 

si  Ton  transporte  l'origine  au  point 

X  ^=  x^f      y  ^  "—  â/j, 

l'équation  devient 

_       i  —  xl  —  x^x  +  x^y-^xy 

^  +  .y  ' 

de  sorte  que  l'élémeiït  du  résidu  est 

27C  V'—  i  (i  —  x])  dXy 

■ 

et  que  le  résidu  indéfini  est 

■ 

Pour  avoir  la  période,  il  faut  prendre  cette  intégrale  entre  les  limites 
«  I  et  +  l,  parce  que,  pour  ces  valeurs  de  ar^,  la  section  se  réduit  à 
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deux  droites,  de  sorte  que  la  période  de  la  quadratrice  de  cette  section 
s'annule  et  que- le  résidu  se  ferme.  Il  en  résulte  pour  la  période 


v^  ('-i). 


2w\/— 1(2— ^K    ou   3^\/— i. 


On  voit,  par  cette  théorie,  pourquoi  un  point  simple  de  f  (jr,  y)  =  0 
ne  saurait  être  le  centre  d*un  résidu.  En  eifet,  deux  plans  également 
inclinés  en  sens  contraires  sur  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  don- 
neraient des  sections  dont  les  quadratrices  auraient  leurs  périodes  éga- 
les et  de  signes  contraires,  de  sorte  que  le  volume  total  engendré  serait 
nul  ;  du  reste,  la  période  de  la  quadratrice  de  la  section  faite  par  le  plan 
tangent  serait  infinie.  • 

Nous  nous  sommes  borné,  dans  ce  qui  précède,  à  considérer  les  va- 
leurs réelles  de  x  et  de  y,  auxquelles  correspondent  des  valeurs  infimes 
de  z  ;  mais  il  est  bien  facile  de  montrer  qu'on  serait  arrivé  au  même 
résultat  si  l'on  avait  attribué  à  x  et  à  y  des  valeurs  imaginaires  consti- 
tuant un  parcours  fermé  voisin  du  parcours  fermé  composé  des  solutions 
réelles  de  l'équation  du  lieu  le  long  duquel  z  est  infini. 

En  effet,  si  l'on  imagine  z  mis  sous  la  forme  * 

fKx.  y)  ' 

f{^Xy  y)=  0  étant  l'équation  qui  fournit  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  J7  et  de  y  pour  lesquels  z  est  infini,  a  et  &  sont  respectivement 

^       et       ^, 
dxy^  dy^ 

[oTj,  yj  désignant  une  solution  quelconque  de  f{x,y)=iO;  d'un  autre 
côté,  M  est  9  (X|,  y^)  ;  par  conséquent 

M  _  ?  (a?i,  y,) 
b-      dl     ' 

C'est  une  fonction  déterminée  de  x^^  puisque  f  (rr„  y^  =0;  par  con» 
séquent 


/ 


^dx. 


est  une  intégrale  simple  d'une  fonction  différentielle  de  Xy.  Or  il  a  été 
établi  qu'une  pareille  intégrale  ne  change  pas  lorsque  le  parcours  fermé 
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auquel  elle  correspond  se  déforme  entre  certaines  limites  ;  que  la  pé- 
riode de  cette  intégrale  se  retrouve  dans  une  infinité  de  parcours  voisins. 
On  peut,  au  reste,  remarquer  que  les  points  critiques  de  la  fonction 


M 

b 


seront  fournis  par  les  équations 


/'(^i,yi)  =  0,      ^^=0. 


§  III. 
Théorie  des  contours  élémentaires  dam  V espace. 

Nous  avons  déjà  marqué  la  difTérence  à  faire,  relativement  aux  solu- 
tions des  équations 

entre  celles  où  z  reste  fini  et  celles  où  cette  fonction  devient  infinie. 

Les  précautions  prises  par  Caucby  pour  éviter  ces  dernières  sont  jus- 
tifiablesy  tandis  qu'elles  sont  inutiles  en  ce  qui  concerne  les  autres. 

Cependant,  comme  il  s'agit  de  remplir  un  programme  tracé  à  Ta- 
vance,  nous  nous  y  conformerons  exactement.  Les  systèmes  de  solu- 
tions de  réquation 

que  nous  considérerons,  ne  comprendront  donc  jamais  de  solutions  de 
l'équation 

df 
dz 

Un  système  de  solutions  de  l'équation 

/•(x,  y,  z)=0, 

auquel  correspond  une  valeur  de  ladxdt/y  est  caractérisé  par  deux 
équations 

?  (a,  ^,  «}  ?')  =  0, 


1 


—  208  — 
et  par  une  condition  aux  limites 

X(«,  ^)=0.  . 

Les  deux  équations  dans  lesquelles  se  décompose 

et  celles  que  l'on  y  joint, 

9  =  0      et      <Pi  =  0, 

font  de  chacune  des  six  variables  a,  p,  «',  ^',  oc"  et  ^"  une  fonction  dé- 
terminée de  deux  quelconques  des  autres.  Par  exemple,  en  vertu  de  ces 
équations,  a"  et  ^"  deviennent  des  fonctions  de  a  et  a,  ou  de  a  et  p,  ou 
de  a  et  ^',  ou  de  a'  et  ^y  ou  de  oc'  et  ^\  ou  de  ^  et  P',  de  sorte  que  les 
huit  intégrales  doubles 

2a"rfada',       Sa^rfoed^',       Sot^d^Ac',       :Wd^d^\ 
2^"rfa*c',       2^"darfp',       2p"d^/oc',       2^"^^^', 

qui  entrent  dans  la  composition  de 

ladxdy^ 

sont  bien  définies. 

Si  l'on  suppose  que,  en  vertu  des  équations 

<p  =  0      et      ©1  =  0, 

les  huit  surfaces  dont  les  coordonnées  seraient  a,  a  et  a";  a,  ^'eta^ 
p,  à'  et  a";  ^,  p'  et  d";  oc,  a'  et  p";  a,  p'  et  p";  p,  a  et  p'";  p,  p'etp'se 
trouvent  toutes  fermées,  en  forme  de  sphéroïdes,  le  système  de  solu- 
tions caractérisé  par  les  équations 

(p  =  0      et      9i=0 

pourra  être  dit  fermé.  Nous  ne  considérerons  désormais  que  des  systèmes 
fermés  de  solutions.  Nous  désignerons  chaque  système  fermé  de  solu- 
tions par  les  deux  équations  ^  =  0  et  ^^  =  0  auxquelles  il  correspondra, 
et  nous  dirons  «  le  système  [f ,  ^ J  »,  pour  le  système  des  solutions  cor- 
respondant aux  équations  (p  =  0  et  f  ^  =:  0. 

Si  l'intégrale  I,  que  l'on  veut  obtenir,  se  rapporte  à  tout  le  système 
considéré,  et  c'est  ce  que  nous  supposerons  toujours  dorénavant,  la 
condition  aux  limites 

disparaîtra;  nous  n'en  parlerons  donc  plus. 
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Nous  prions  qu'on  nous  permette,  pour  abréger  le  discours,  de  nous 
servir  d'expressions  géométriques,  consacrées  dans  le  cas  où  les  varia- 
bles considérées  restent  réelles,  pour  désigner  des  groupes  analytiques 
analogues,  mais  formés  de  valeurs  imaginaires  de  ces  variables,  afin 
que,  suivant  l'expression  de  Viète,  Geometria  suppkatur  Geometriœ 
defectus. 

Les  équations  f{x^  y,  z)  =  0  et  -/-  =  0  pourront  être,  sans  inconvé- 

az 

nient,  désignées  sous  le  nom  à* équations  du  contour  apparent  de  la  sur- 
face f{Xj  y,  z)  =  0  par  rapport  au  plan  des  xy. 

Le  système  de  ces  équations  équivaut  à  quatre  équations  entre  a,  ^, 
oc',  ^',  a"  et  ^^\  Si  l'on  y  en  ajoute  une  cinquième,  on  aura  une  suite  de 
solutions  des  équations  du  contour  apparent.  Cette  suite  sera  dite  fermée 
si  la  courbe  dont  l'abscisse  serait  a  et  l'ordonnée  l'une  quelconque  des 
cinq  autres  variables  est  fermée,  ou  est  un  même  arc  de  courbe,  par- 
couru successivement  dans  les  deux  sens  ;  elle  sera  caractérisée  par  une 
équation  complémentaire 

qui  la  déterminera,  et  Ton  pourra  la  nommer  la  suite  ja.  11  m'arrivera 

même  de  «  dire  la  courbe  p.  »,  pour  la  suite  (a,  ou  «  les  points  de  a  »,  pour 

df 
les  solutions  des  équations  f  (x,  y,  z)  =  0,  j-  =  0,  j*  (a,  p)  =  0. 

Nous  dirons  qu'une  suite  (x.  est  enveloppée  par  un  système  [(p,  9J,  si 
ce  système  ne  peut  pas  se  réduire  par  contraction  à  une  solution  unique, 
sans  avoir  momentanément  compris  la  suite  fx  des  solutions  des  équa- 
tions du  contour  apparent. 

Une  suite  [a  sera  enveloppée  deux,  trois,. ..  fois  par  le  système  [(p,  9J, 
si  ce  système  ne  peut  se  réduire  à  rien  sans  avoir  contenu  deux,  trois,. . . 
fois  les  solutions  composant  la  suite  (jl. 

Comme  les  équations 

n'admettront  jamais  aucune  solution  des  équations  du  contour  apparent, 
le  système  [(p,  (pj  n'enveloppera  aucune  solution  des  équations  du  con- 
tour apparent,  ou  bien  en  enveloppera  des  suites  fermées  ;  car,  s'il  n'en- 
veloppait qu'une  portion  d'une  suite  {a,  il  comprendrait  les  extrémités 
de  cette  portion. 

Cela  posé,  il  résulte,  de  propositions  établies  dans  la  Théorie  des  in- 
tégrales doubles,  que,  si  un  système  fermé  [9,  9,]  n'enveloppe  aucune 
solution  des  équations  du  contour  apparent,  l'intégrale  correspondante 
m®  r.  44 
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sera  nulle,  et  que,  si  le  système  fermé  [(p,  fi]  enveloppe  un  ensemble 
quelconque  de  suites  fermées  de  solutions  des  équations  du  contour 
apparent,  l'intégrale  correspondante,  qui,  en  général,  ne  sera  pas 
nulle,  n'éprouvera  aucune  variation  lorsque  le  système  [9,  ?,]  viendra 
à  se  modiGer,  sans  toutefois  cesser  d'envelopper  les  mômes  suites  de 
solutions  des  équations  du  contour  apparent  et  sans  en  envelopper  de 
nouvelles. 

Les  différentes  valeurs  constantes  de  l'intégrale^  correspondant  aux 
différents  systèmes  fermés  de  solutions  que  l'on  pourra  former  dans 
ces  conditions,  seront  les  périodes  de  l'intégrale. 

Occupons-nous  d'abord  de  déGnir  les  suites  fermées  de  solutions  des 

équations  du  contour  apparent,  qui  seront  à  considérer.  Si,  entre  les 

df 
équations  /*==  0  et  -7^  =  0,  on  élimine  z,  il  restera  une  équation 

F  (x,  y)  =  0, 

» 

qui  sera  proprement  l'équation  du  contour  apparent  :  et,  si  Ton  considère 

une  solution  quelconque  a;  =  a  +  6v^  —  l,y=a'-|-*'  V —  *  ^^  cette 
équation  F  (x,  y)  =  0,  la  valeur  qu'il  faudra  y  joindre,  pour  2,  sera  ex- 
clusivement la  racine  multiple  de  l'équation 

/•(a  +  ô  v/^,  a'+  h'  v/^,  z)=0. 

Nous  supposerons  toujours  cette  racine  finie,  puisque  nous  avons  éta- 
bli à  part  la  théorie,  en  ce  qui  concerne  les  solutions  inGnies,  par  rapport 
à  z,  des  équations  du  contour  apparent.  Nous  la  supposerons  aussi  seu- 
lement double,  ce  qui  arrivera  généralement.,  afin  de  ne  pas  tomber 
dans  des  discussions  de  détails.  - 

Pour  obtenir  une  suite  fermée  de  solutions  des  équations  du  contour 
apparent,  il  suffira  d'obtenir  une  suite  fermée  de  solutions  de  l'équation 
F  (^,  y)  =  0,  puisque  z  sera  déterminé  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  X  et  de  y. 

Or  les  conditions  dans  lesquelles  une  suite  de  solutions  d'une  équa- 
tion à  deux  variables, 

F(x,y)  =  0, 

peut  se  fermer,  ont  fait  l'objet,  de  la  part  de  Gauchy,  d'une  étude  spé- 
ciale, dans  les  préliminaires  de  la  théorie  des  intégrales  simples,  et  nous 
devons  supposer  connus  les  résultats  de  cette  étude. 

Pour  suivre  l'illustre  maître  d'aussi  près  que  possible,  nous  suppose- 
rons, que  ce  que  nous  avons  appelé  une  suite  [jl,  soit  défini  par  une  équa- 
tion 

fi(«,?)==0 


j 
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entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  rr,  y  devant  d'ailleurs  ôtre  en- 
suite donné  par  la  relation 

ou  

et  la  valeur  correspondante  de  z  devant  être  la  racine  double  de  l'équa- 
tion 

f{x^  Vj  2)  =  0. 

Cela  étant,  la  suite  \u  sera  fermée,  d'abord  :  si  la  courbe  (a  (a,  ^)  =  0 
n'enveloppe  aucun  des  points  critiques  du  lieu 

et  nous  démontrerons  que^  dans  ce  cas,  l'intégrale  double  ladxdy  sera 
identiquement  nulle;  en  second  lieu,  si  la  courbe  [l{x,  P)=0  enveloppe 
un  nombre  convenable  de  fois  l'un  des  points  critiques  du  lieu  F  (ar,  y)=0, 
nous  démontrerons  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  double  se  réduirait  au 
résidu  relatif  à  ce  point  critique,  c'est-à-dire  à  zéro,  puisque  le  z  de  ce 
point  sera  supposé  fini  ;  enfin,  si  la  courbe  (jl  (a,  p)  =  0  enveloppe  un 
nombre  convenable  de  points  critiques  du  lieu  F  {x^  y)  =  0,  et  chacun 
d'eux  un  nombre  tel  de  fois  que,  finalement,  y  revienne  à  sa  valeur  ini- 
tiale en  même  temps  que  x,  nous  démontrerons  que,  dans  ce  dernier 
cas,  l'intégrale  double  aura  une  valeur  finie,  indépendante  de  la  forme 
de  la  relation 

pourvu  que  la  courbe  (a  (a,  p)  =  0,  en  se  déformant,  ne  cesse  pas  d'en- 
velopper les  mômes  points  critiques  du  lieu  F  (x,  y)  =  0,  et  chacun  le 
même  nombre  de  fois.  Cette  valeur  constante  de  l'intégrale  double  en 
sera  évidemment  une  période. 
S'il  s'agit,  par  exemple,  de  l'équation 

les  équations  du  contour  apparent  seront 

-  =  o     et    ^+|  =  i; 

c'est  l'équation 

qui  sera  Téquation  F  (j?,  y)  =  0,  dont  nous  venons  de  parler. 
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Pour  que  la  suite  des  valeurs  de  or  et  y  se  ferme,  c'est-à-dire  pour  que 
y  revienne  à  sa  valeur  initiale  en  même  temps  que  x^  il  faudra  que  le 
chemin  suivi  para?  n'enveloppe  aucun  des  deux  points 

ou  qu'il  enveloppe  deux  fois  l'un  d'eux,  ou  qu'il  enveloppS  une  fois  cha- 
cun d'eux  ;  mais  c'est  dans  cette  dernière  hypothèse  seulement  qu'on 
trouvera  une  valeur  finie  de  l'intégrale  double. 

Dans  cet  exemple,  une  première  suite  fermée  de  solutions  des  équa- 
tions du  contour  apparent  sera  la  suite  des  valeurs  réelles  de  â:  et  de  y 
tirées  de  l'équation 


x^  .  v' 


Les  autres  s'obtiendraient,  par  exemple,  en  formant  les  solutions  com- 
munes à  l'équation 

et  à  celle  d'une  droite  qui  se  mouvrait  d'une  manière  continue,  toujours 
dans  le  même  sens,  autour  de  l'ellipse,  sans  jamais  la  rencontrer,  et 
qui  reviendrait  à  sa  position  initiale,  après  avoir  pris  deux  fois  la  direc- 
tion de  chacune  des  tangentes  à  cette  courbe. 

Ainsi,  si  a  est  plus  grand  que  6,  on  obtiendrait  deux  suites  fermées  de 
solutions  des  équations  du  contour  apparent  en  prenant  les  solutions 
communes  aux  équations 


et 


y  =  mx  +  ûA:  \^1  +  m*, 


k  étant  plus  grand  que  1,  et  faisant  varier  de  2ic,  dans  le  même  seos, 
l'angle  dont  la  tangente  est  m. 
S'il  s'agissait  de  l'équation 

les  équations  du  contour  apparent  seraient 


=  0      et      ^-^=1. 


1 
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et,  pour  que  la  suite  des  valeurs  de  x  et  de  y  se  fermât,  il  faudrait  que  le 
chemin  suivi  par  x  n'envelopp&t  aucun  des  deux  points  a  =  =h  a,  ^  =  0, 
enveloppât  deux  fois  l'un  d'eux,  ou  les  enveloppât  tous  les  deux  une 
fois  chacun.  On  obtiendrait  une  suite  du  troisième  genre  en  formant  les 
solutions  communes  à  l'équation 

a»       6»"" 
et  à  celle  d'une  droite 

y  =  cx+d, 

qui  se  déplacerait  entre  deux  positions  extrêmes  où  elle  toucherait  l'hy- 
perbole 

a:*       y* 

Gela  posé^  voyons  maintenant  comment  nous  constituerons  un  système 
fermé  [cp,  9,],  enveloppant  une  suite  fermée  [i  de  solutions  des  équations 
du  contour  apparent  et  ne*  comprenant  aucune  solution  des  mêmes 
équations. 
Soit 

une  solution  de  l'équation 

F(x,y)  =  0 

dti  contour  apparent. 

Cette  solution  satisfera  à  une  certaine  équation  du  premier  degré  à 
coefficients  réels,    * 

y  =  war  +  n, 

que  Ton  formera  en  déterminant  m  et  n  par  les  conditions 

a!=ma-\-n 
et 

A^ssujettissons  les  deux  parties  réelle  et  imaginaire  de  a;  =  a  -f-  ^  s/ —  4 
à  satisfaire  à  l'équation 

(«  -  a)«  +  (p  -  4)«  =  p', 
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it  aussi  petit  qu'oa  le  Toudra  ;  déterminons  ensuite  y  par  la  coih 

y  =  mx-\'n, 

iposons  que  z  ait  d'abord  la  valeur  de  l'une  des  deux  racines  près- 
gales  de  l'équation  f  {x,  y,  z)  =  0,  ce  qui  sufGra  pour  qu'il  reste 
le  dans  les  mêmes  conditions. 

.'on  en  fait  autant  pour  chaque  solution  comprise  dans  la  suite  |i, 
pposant  toutefois  que  le  chemin  parcouru  par  x  autour  du  point 
suisse  pour  produire  la  permutation  des  deus  valeurs  de  i  ioB- 
it  voisines,  on  aura  un  système  fermé  de  solutions  de  l'équ^oD 
/,  z]  ^  0,  enveloppant  la  suite  (x  et  ne  comprenant  aucune  solo- 
les  équations  du  contour  apparent. 

itégrale  ^idxdy  correspondant  à  ce  système  tendrait  vers  léro 
i;  mais  imaginons  maintenant  qu'après  avoir  pris,  pour  chaque 
onx  =  a  -\-  6 y— 7,  y  =  a'+  b'  V —  1  de  la  suite  (t,  une  seule- 
des  solutions  des  équations 

y  =1  ma:  +  «' 
joigne  cette  solution  à  un  système  Sze 

a:=  a.  +  ^  V^^.      y  =  a'o  +  K  V'^ 

leurs  de  x  et  de  y,  enveloppé  par  la  suite  ft;  la  li^e  de  raccord 
Être  définie  par  trois  équations  entre  a,  ^,  a'  et  p',  afin  qu'il  ne 
qu'une  seule  variable  indépendante  ;  et,  comme  l'équation  do 
ur  apparent,  P  {x,  y)  =  0,  en  donnerait  deux,  cette  ligne  de  ric- 
pourra  être  choisie  d'une  inBnité  de  manières  différentes,  de  façon 
e  né  comprenne  aucune  solution  de  F  {x,  y)  =  0. 
'  exemple, 

x^a,  +  b,\J—t,      y  =  a',  +  6',  vCTi 

aant  la  solution  considérée  des  équations 

{--«)■+ {p-ô)'  =  p', 
y  =  nwr  -j-  ti, 

ïurra  la  rejoindre  k 


—  215  — 
par  la  suite  définie  par  les  équations 


• 


et  Ton  fera  de  même  pour  chaque  solution  de  la  suite  (i.  On  aura  ainsi 
l'équivalent  de  ce  que  Gauchy  appelait  un  chemin  reciiligne  et  qui 
pourra  s'appeler  un  chemin  conique. 

Si  or  et  y  partaient  de  leurs  valeurs  û^  +  *i  V — *>  ^i  +  *'i  V — ^ 
choisies  à  volonté  parmi  les  solutions  des  équations 

y  =  mx  +  n, 

z  ayant  d'ailleurs  Tune  de  ses  deux  valeurs  infiniment  voisines  corres- 
pondantes, et  que  a:  et  y  tendissent  vers  a^  +  *o  V —  *  >  ®^  ^'o  +  *'o  V  —  ^  » 

z  assujetti  à  la  loi  de  continuité  tendrait  vers  une  valeur  ol\  -\-  h'\\l —  1. 
Si  z  était  parti  de  son  autre  valeur ,  presque  double,  il  serait  par- 
venu à  une  autre  valeur  a"^  -{-  b"^  \/—  1 .  Si  la  solution  a  +  A  v^—  1 , 

a'  -|-  *'  v' —  1  variait  le  long  de  la  suite  y.  et  que  Ton  recommençât 
les  deux  mômes  opérations,  on  ne  retrouverait  toujours,  pour  valeur 
finale  de  2,  que 

parce  que  les  valeurs  que  prendrait  z  le  long  de  deux  lignes  de  raccord 
infiniment  voisines  seraient  toujours  infiniment  peu  difi'érentes. 
Gela  posé,  imaginons  que  nous  partions  de 

ar  =  «0  +  *o  >/^, 
y  =  a'o  +  *'oV^, 

que  les  x  Qi  y  s'épanouissent  le  long  du  chemin  conique,  de  manière  à 
arriver  en  même  temps  à  leurs  valeurs  a^  +  *i  V —  *>  ^1  4~  *'i  V^~  *  • 

les  z  prendront  des  valeurs  a\  +  b^^  >J —  \  infiniment  voisines  des  ra 
cines  doubles  de  Téquation 

/■  (a  +  *  v/^,  a' +  6' vC7,  2)  =  0. 
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Faisant  alors  varier  les  x  dans  leurs  cercles 

(«-a)«  +  (P-6)»  =  p«, 
et  les.y  dans  les  plans 

y  =  mX'\-ny 

de  façon  que  tous  les  x  reviennent  en  même  temps  à  leurs  valeurs 


d'où  résultera  que  les  y  reviendront  alors  à  leurs  valeurs  a\  -f-  b\  V—  1, 
toutes  les  valeurs  de  z  se  seront  échangées  avec  leurs  infiniment  voi- 
sines. 

Ramenons  alors  tous  lésa?  et  tous  les  y  respectivement  à  ff^  +  *oV~* 

et  à  û'ç  +  6'ç  y/ —  1,  en  suivant  la  seconde  nappe  conique  ;  tous  les; 

arriveront  en  môme  temps  à  la  valeur  a'V  +  ^V  V—  1>  et  le  système 
de  valeurs  de  a:,  y  et  z  se  fermera. 

La  valeur  de  l'intégrale  I^zdxdy  correspondant  à  ce  parcours  sera  une 
des  périodes  de  l'intégrale  indéfinie;  mais*elle  pourra  être  nulle  ou  finie, 
et  il  s'agit  de  distinguer  les  deux  cas. 

Jusqu'ici  la  théorie,  on  le  voit,  s'échafaude  comme  celle  des  inté- 
grales simples,  avec  un  peu  plus  d'embarras  seulement;  mais,  arrivé  au 
point  où  nous  en  sommes,  il  ne  nous  resterait  rien  à  ajouter  s'il  s'agis- 
sait des  intégrales  simples,  tandis  que  la  question  la  plus  importante  en 
ce  qui  concerne  les  intégrales  doubles  n'est  pas  même  encore  posée. 

L'équation  F  (x,  y)  =  0  du  contour  apparent  admet  une  infinité  de 
suites  fermées  de  solutions  voisines,  auxquelles  correspondent  des  suites 
voisines  de  valeurs  doubles  de  z.  L'intégrale  Izdxdy  aurait-elle  donc 
une  infinité  de  périodes,  ou  bien  les  périodes  correspondant  aux  suites  (i 
voisines  sont-elles  égales  entre  elles? 

C'est  là  le  point  le  plus  important  à  éclaircir,  mais  la  difficulté  tombe 
aisément.  Toutes  les  périodes  sont  égales  entre  elles,  de  façon  qu'il  n'y 
en  a  qu'un  nombre  limité,  qui  correspondent  aux  différentes  suites  fer- 
mées de  solutions  de  l'équation 

F(j:,y)  =  0, 

relatives  à  des  contours  ne  comprenant  pas  les  mêmes  points  critiques 
de  ce  lieu. 

En  effet  considérons  deux  suites  (jl  et  [l,  en  continuité  entre  elles. 

Les  points  de  deux  pareilles  suites  pourraient  être  raccordés  entre 
eux  par  des  lignes  le  long  desquelles  z  aurait  constamment  deux  valeurs 


i 
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égales,  et  si  c'est  par  exemple  la  suite  ja  qui  enveloppe  la  suite  jx',  pour 
rejoindre  les  points 


•y  =  a;  +  ^\v'-^', 
correspondant  à  celle  suite  (<.,  au  point 


ar  =  fl,  +  *o  y/— <, 
y  =  «'o  +  i'oV^J^, 

intérieur  à  Tune  et  à  l'autre,  on  pourra  côtoyer  à  une  distance  infini- 
ment petite,  entre  (x  et  [»!,  les  lignes  le  long  desquelles  z  aurait  constam- 
ment des  valeurs  doubles,  et  il  arrivera  de  là  que  z,  recevant  dans  l'al- 
ler, de  IL  à  fx,  un  système  de  ses  valeurs  presque  doubles,  pour  prendre 
ensuite,  dans  le  retour  de  fx  à  fx',  le  système  de  ses  autres  valeurs,  infini- 
ment voisines  des  précédentes,  Taccroissement  qu'aura  subi  l'intégrale, 
en  allant  de  fx'  à  fx  et  en  revenant  de  {x  à  (x',  pourra  être  rendu  aussi 
petit  qu'on  le  voudra.  La  différence  serait  exactement  compensée  si  l'on 
substituait  réellement  le  parcours  conique  relatif  à  fx'  au  parcours  co- 
nique relatif  à  p. 

Cela  posé,  si  une  suite  fx  n'enveloppe  aucun  point  critique  de 
F  (x,y)  =  0,  elle  pourra  être  réduite  à  rien,  sans  avoir  cessé  d'apparte- 
nir au  lieu  F  {x,  y)  =  0,  et  l'intégrale  correspondante  sera  nulle. 

Si  elle  enveloppe  un  seul  point  critique  de  F  (x,  y)  =  0,  elle  pourra 
être  réduite  à  ce  point  sans  avoir  cessé  d'appartenir  au  lieu  F  {x^y)  =  0, 
et  l'intégrale  correspondante  sera  encore  nulle. 

Mais  si  elle  enveloppe  deux  points  critiques  de  F  (x,  y)  =0,  autour 
desquels  y  échangerait  deux  de  ses  valeurs,  la  suite  {x  ne  pourra  se  ré- 
duire qu'à  une  suite  fermée  passant  par  ces  deux  points  critiques  et  à 
rintérieur  de  laquelle  z  ne  saurait  plus  prendre  que  des  valeurs  iné- 
gales, de  sorte  que  l'intégrale  aura  nécessairement  une  valeur  finie. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  l'ellipsoïde 

X*       h*       z* 

—  4-  —  4-  -•  =  1  • 

une  suite  (x  extérieure  à  l'ellipse 


o»  ^  b'        ' 


pourra  se  réduire  à  rien. 
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Une  suite  [a  enveloppant  le  seul  point  critique  x  =  -{-  a  pourra  se  ré- 
duire à  ce  point. 

Mais  une  suite  (jl  enveloppant  les  deux  points  critiques  x  =  d:  a  ne 
pourra  se  réduire  par  contraction  qu'au  contour  apparent  réel 


—  4-^  =  1 


à  l'intérieur  duquel  z  ne  saurait  prendre  que  des  valeurs  inégales,  c'est- 
à-dire  dont  les  points  ne  sauraient  être  reliés  à  un  point  intérieur  :i:=0, 
^  =  0,  par  exemple,  que  par  des  lignes  le  long  desquelles  z  prendrait 
forcément  des  valeurs  inégales. 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  pris  les  disposilions  les  mieux  ap- 
propriées à  la  détermination  d'une  période  en  particulier,  correspon- 
dant à  une  branche  déûme  \l  du  contour  apparent.  Nous  avons  pour 
cela  relié  les  points  de  cette  branche  à  deux  points  de  la  surface,  enve- 
loppés par  cette  branche  fermée  et  ayant  mêmes  coordonnées  x  et  y. 
mais  des  z  différents.  Si  Ton  voulait  obtenir  les  analogues  exacts  des 
contours  élémentaires  imaginés  par  M.  Puiseux  il  faudrait  relier  tontes 
les  branches  du  contour  apparent  aux  points  de  la  surface  correspon- 
dant à  un  même  système  de  valeurs  dex  et  de  y,  par  exemple  aux  points 
d'intersection  de  la  surface  avec  l'axe  des  z,  La  partie  de  l'intégrale 
double  qui  correspondrait  à  la  portion  du  chemin  conique  extérieure 
à  la  nappe  de  la  surface  entourée  par  la  branche  (a  serait  nulle  d*elle- 
môme,  parce  que  z  prendrait  les  mêmes  valeurs  en  allant  et  en  reve- 
nant. 
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THÉORIE    DES   RÉSIDUS    DES    INTÉGRALES 
d'ordre   QUELCONQUE. 


Il  était  indispensable,  pour  permettre  la  comparaison  enlre  les  deux 
méthodes  d'étude  des  intégrales,  d'étendre  aux  intégrales  doubles  celle 
que  Gauchy  avait  donnée  pour  les  intégrales  simples  ;  mais,  la  conclu- 
sion étant  facile  à  tirer  maintenant,  je  ne  pense  pas  que  personne  songe 
jamais  à  étendre  la  méthode  de  Gauchy  aux  intégrales  d'ordre  quel- 
conque. 

Je  n'y  songe  pas  davantage,  quoique  la  chose  pût  paraître  facile. 

Mais  je  crois  devoir  faire  une  exception  en  faveur  de  la  belle  théorie 
des  résidus^  qui  constituera  un  titre  permanent  de  gloire  pour  Tillustre 
maître  dont  personne  ne  saurait  admirer  plus  que  moi  le  génie  excep- 
tionnel et  les  merveilleuses  ressources,  puisqu'il  m'a  été  donné  de 
montrer  qu'il  savait  résoudre  les  questions  les  plus  ardues  sans  les 
embrasser,  c'est-à-dire  sans  les  envisager  que  par  le  plus  petit  côté. 

Je  me  bornerai  à  l'exemple  d'une  intégrale  triple. 

Les  idées  sont  d'autant  plus  faciles  à  exprimer,  et  plus  nettes,  que 
Ton  se  retranche  davantage  dans  le  domaine  concret  ;  on  repasse  d'ail- 
leurs ensuite  toujours  aisément  du  point  de  vue  concret  au  point  de 
vue  abstrait.  Je  supposerai  donc  qu'il  s'agisse  de  l'intégrale  qui  expri- 
merait la  masse  d'un  corps  dont  la  densité  en  chaque  point  serait  une 
fonction  donnée  des  coordonnées  de  ce  point. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  orthogonales  d'un  point  de  l'intérieur 
d'un  corps,  et  D  la  densité  du  corps  en  ce  point,  laquelle  sera  donnée 
par  une  équation  entre  x^  y  y  z  et  D.  Supposons  qu'on  sache  que  cette 
densité  devient  infinie  en  chacun  des  points  d'une  surface  F  (rzr,  y,  z)  =0, 
de  sorte  que  l'on  pourra  concevoir  D  exprimé  par 

F  (a?,  y,  z)  ' 
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Soit  x„  y„  z,  une  solution  de  F  =  0;  si  l'on  pose 

on  en  déduira 

(p  (ar^  y„  gQ  +  »  «  ■ 
aX  +  AY  +  cZ+.,.' 

les  termes  non  écrits  au  numérateur  contenant  en  facteurs  des  puis- 
sances quelconques  de  X,  Y,  Z,  ceux  omis  au  dénominateur  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  X,  Y  et  Z,  et  aX  +  ôY  +  cl 
désignant  le  premier  membre  de  l'équation  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face F  =  0,  au  point  x^,  y^  Zj. 
La  période  de  l'intégrale 


/// 


^*^  1^1 


doit  être  le  résidu  de  celte  intégrale  relatif  à  la  surface  F  =  0,  c'est-à- 
dire  la  valeur  finie  qu'elle  pourrait  acquérir  sans  que  ar,  y  et  z  eussent 
pris  que  des  valeurs  infiniment  peu  éloignées  de  satisfaire  à  Féquation 
F  =  0;  et  cette  valeur  de  Tintégrale  doit  rester  la  môme,  quel  que  soit 
l'ensemble  fermé  de  valeurs  attribuées  aux  variables,  pourvu  que  cet 
ensemble  enveloppe  toujours  le  système  des  solutions  de  F  =0. 

Pour  trouver  ce  résidu,  il  faudra  constituer  une  portion  définie  de 
l'intégrale  indéfinie  JX^dxdydz^  et  chercher  ensuite  la  quantité  finie  à 
laquelle  se  réduirait  cette  portion,  lorsqu'elle  viendrait  se  confondre 
avec  la  masse  de  la  surface  F  =  0,  à  laquelle  on  supposerait  une  épais- 
seur imaginaire  infiniment  petite. 

Pour  y  arriver,  considérons  une  surface  quelconque 

menons  par  tous  les  points  o:^,  y^y  z^  de  cette  surface,  des  parallèles  à  une 

X  u  z 

droite  quelconque =  -^  = ,  limitons  ces  parallèles  à  des 

cos  a       cos  p       cos  Y 

points  arbitrairement  choisis,  formant  une  autre  surface  F^  (j7,  y,  3)=0, 
et  concevons  la  masse  de  la  portion  du  corps  comprise  entre  les  deux 
surfaces  Fj  =0  et  F'^  =  0:  cette  masse  sera  une  portion  définie  de  l'in- 
tégrale proposée. 

L'élément  de  cette  portion  sera  le  produit  de  l'intégrale  — •^  j  D^» 

prise  le  long  de  la  droite 

x  —  x^  _  y  —  yi  _  g  — gj 

cos  a  cos  P  COS  Y  ' 
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entre  les  z  des  points  de  rencontre  avec  les  surfaces  F,  =  0  et  ¥\  =  0, 
par  rélément  ds^  de  la  surface  de  base  F^  =  0,  et  par  le  cosinus  de 

l'angle  de  la  direction  =  — ^  =  avec  celle  de  la  normale 

cos  a      cos  p       cos  Y 

en  x^,  yi,  ZiàF4  =  0. 

Cet  élément  sera  donc 

d¥,  .         .dF,.  (l¥, 

cos  a  -7-^  +  cos  Ô  -T-^  +  COS  Y  —-^ 

dx\   '            dy,    ^          '  (iz.    r, 
ds^  —        ^  ^^  ^  /  Ddz. 


COS  Y 


v/(S:)"+ ©■+(?! 


Ramenons  maintenant  la  surface  F^  =  0  en  coïncidence  avec  F  =  0  : 
comme  on  ne  donnera  plus  h  x,  y  et  z  que  des  valeurs  différant  infini- 
ment peu  respectivement  des  coordonnées  des  points  de  F  =  0,  D 
pourra  être  réduit  à 

COSY  ^i^yy.^^i) 

{a  cos  a  +  6  COS  p  4"  ^  cos  y)  z  ' 

de  sorte  que  l'élément  de  l'intégrale  deviendra 

■ 

dF  rfP  ,  -dp 

,  ,>jj  <i^i  %i  àZy    / dz 

«PV  i»yi.  i;        //rfpy.      /dFV       /dFY-'(«cosa+«cos^+ccosTf)2' 
V  te/  "^  [dyJ  "*"  te/ 
"Si  z  croît  de  z,  à  une  valeur  quelconque,  l'intégrale 

dz 


h 


(a  cos  a  +  ^  cos  ^  -f-  c  cos  y)  z 
prendra  une  valeur  à  laquelle  on  pourra  ajouter 

a  cos  a  -|-  ô  cos  p  +  c  cos  y' 
rélément  de  Tintégrale  triple  pourra  donc  être  augmenté  de 

d¥  d¥  rfF 

n.    I — 7    /  X  cosa- — hcosô-j— +cosY:7- 

2it  V—  1  ?  (x^,  y„  z^)        ,  dx^  ^  di/,  dz^ 


a  cos  a  +  ^  cos  p  +  c  cos  y 


-ef^ 


\/(S'+(g+(0 


qui  est  l'élément  de  la  période  ou  du  résidu. 
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Mais  le  plan  tangent  à  F  =  0,  au  point  â?p  y^,  Z|,  étant 

flx  +  éy  +  ^^  =  0, 

a,  *,  csont  respectivement  égaux  à  -7-,  -7-,  t-;  de  sorte  que  l'expres- 

axi   dy^    dZx 

sion  précédente  se  réduit  à 

2ir  y/—  1  y  (Xp  yt,  zQ  ds 

et  que  le  résidu  lui-môme  est  représenté  par 


2w\/— 1 


vlHiRir' 


cette  intégrale  devant  être  prise   dans  toute  l'étendue  de  F  =0,  si 
cette  surface  est  fermée,  ou  s'étendre  seulement  à  une  portion  de  cette 
surface  limitée  par  une  courbe  le  long  de  laquelle  y  (j?,,  y^,  z^)  serait 
nul. 
On  pourrait  remplacer  ds  par 


dz^ 
ce  qui  donnerait,  pour  la  valeur  du  résidu, 

d¥  ' 


'"// 


ûfz, 
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_  • 

Le  Mémoire  intitulé  :  Théorie  élémentaire  des  intégrales  simples  et  de 
leurs  périodes^  était  précédé  de  Tintroduction  suivante  : 

(f  La  théorie  des  intégrales  prises  entre  limites  imaginaires,  contenue 
dans  le  Mémoire  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles,  que  je 
présentai  à  l'Académie  le  7  mars  1853,  et  qu'elle  approuva  dans  sa 
séance  du  8  mai  1854,  sur  le  rapport  de  MM.  Gauchy  et  Sturm,  cette 
théorie  avait  l'avantage  de  rattacher  une  question  abstraite  d'Analyse 
transcendante  à  des  recherches  concrètes  de  Géométrie  supérieure  ;  de 
ramener  l'évaluation  d'une  intégrale  prise  entre  des  limites  imaginaires 
à  la  quadrature  de  courbes  liées  déjà,  par  les  travaux  du  général  Pon- 
celet,  à  la  courbe  réelle  dont  la  fonction  explicite  ou  implicite,  placée 
sous  le  signe  sommatoire,  eût  représenté  l'ardonnée,  si  la  variable  n'eût 
pris  que  des  valeurs  réelles  comprises  entre  des  limites  convenables  ; 
de  rétablir  enfin,  entre  la  Géométrie  et  l'Analyse,  l'harmonie  et 'le  con- 
cours qui  avaient  si  puissamment  aidé  aux  progrès  de  Tune  et  de  l'autre, 
dans  lesdeux  derniers  siècles,  et  qui  venaientd'ôtre  rompus  parM.  Gauchy. 

a  Mais  cette  théorie,  quoique  plus  simple  que  celle  de  M.  Gauchy,  en 
raison  même  du  secours  qu'elle  puisait  dans  les  considérations  géomé- 
triques, reposait  sur  des  études  préalables  de  Géométrie  comparée  que 
les  analystes  ont  eu  de  la  peine  à  se  rendre  familières.  Elle  exigeait 
peut-être  une  trop  grande  contention  d'esprit,  par  suite  du  mélange 
continuel  des  considérations  d'Analyse  abstraite  et  de  Géométrie  pure. 

((La  méthode  que  je  propose  aujourd'hui  n'aura  pas  Tavantage, 
comme  celle  que  j'ai  donnée  autrefois,  que  chacune  des  conclusions 
obtenues  comprenne  à  la  fois  un  théorème  d'Analyse  et  un  théorème 
de  Géométrie  ;  par  exemple,  le  théorème  de  l'équivalence  des  aires  des 
anneaux  fermés  des  conjuguées  d'une  même  courbe,  qui  constitue, 
sous  une  forme  même  plus  intéressante  que  celle  qu'avait  pu  lui  donner 
le  géomètre  grec,  une  extension  aux  courbes  algébriques  de  tous  les 
ordres,  du  second  théorème  d'Apollonius,  ica'6'  sin  0  =  vab,  ce  théo- 
rème, dis-je,  ne  sera  même  plus  mentionné  ;  mais  la  nouvelle  méthode 
aura  l'avantage  de  pouvoir  prendre  immédiatement  place  dans  les  pre- 
miers éléments  du  Calcul  intégral  et  de  ne  plus  exiger  d'aussi  grands 
eiforts  pour  être  comprise. 

a  Gette  méthode  repose  entièrement  sur  une  formule  que  j'ai  donnée 
dans  mon  Mémoire  sur  quelques  propriétés  générales  de  r enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  d'un  lieu  plan,  et  que  j'établirai  ici  en  dehors  de 
tout  système  de  Géométrie  idéale  ou  d'interprétation  des  imaginaires 
en  Géométrie. 
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«  On  sait  que  M.  Gaucby  a  fondé  sa  méthode  sur  ce  théorème  que  la 
valeur  d'une  intégrale 


ydx, 


«0 

correspondant  à  une  suite  définie  de  valeurs  de  x,  rejoignant  x^  et  x^^ 
ne  varie  généralement  pas  lorsque  cette  suite  change;  et,  principale- 
ment, sur  Texamen  des  circonstances  qui  amènent  un  changement 
dans  la  valeur  de  Fintégrale. 

«  La  partie  négative  de  la  proposition  étant  à  peu  près  évidente,  je 
l'avais  admise  sans  démonstration  dans  la  théorie  que  j'*ai  donnée  au- 
trefois des  intégrales  siipples  ;  quant  à  l'autre  partie,  n'ayant  pas  à  en 
faire  usage,  je  ne  m'en  étais  pas  préoccupé. 

«J'aurais  pu  laisser  les  choses  en  l'état,  sous  ce  rapport,  dans  la 
nouvelle  théorie  que  je  propose,  mais  la  démonstration  de  M.  Gauchy 
étant,  commCiOn  sait,  fondée  sur  les  principes  du  Calcul  des  variations, 
je  ne  pouvais  ni  y  renvoyer,  ni  la  reproduire.  J'ai  donc  dû  en  recher- 
cher une  autre  plus  simple.  Celle  que  je  donne  repose  sur  les  principes 
les  plus  élémentaires  du  Calcul  différentiel,  et,  à  ce  titre,  il  y  aura 
avantage  à  la  substituer  à  celle  de  M.  Gauchy  ;  mais,  de  plus,  outre 
qu'elle  s'appliquera  aussi  bien  aux  intégrales  doubles,  elle  permet  d'ex- 
primer d'une  autre  manière  que  M.  Gauchy  la  condition  à  remplir  par 
la  suite  des  valeurs  de  Xy  supposée  fermée,  pour  que  l'intégrale  ne  soit, 
pas  nulle  d^elle-mème. 

«  Au  lieu  d'une  condition  d'inégalité  que  doive  remplir  le  résultat 
de  la  substitution,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  qui  règle  la 
marche  de  x,  des  parties  réelle  et  imaginaire  d'une  valeur  particulière 
de  X,  à  laquelle  correspondent  des  valeurs  égales  ou  infinies  de  y,  la 
nouvelle  démonstration  fournit  des  conditions  d'égalité  qui  doivent  être 
remplies  par  quelques-unes  des  valeurs  que  prend  réellement  x.  » 

Le  mémoire  intitulé  :  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles  et  de 
eurs  périodes  était  précédé  de  l'introduction  suivante. 

((  La  question  des  périodes  des  intégrales  doubles  est  résolue  depuis 
1851  ;  j'en  ai  présenté  en  1853  la  solution  à  l'Académie  des  sciences,  qui 
Ta  approuvée  l'année  suivante,  sur  le  Rapport  de  MM.  Gauchy  et  Sturm, 
et  mon  Mémoire  a  paru  en  1859  dans  le  Journal  de  mathématiques.  La 
théorie  des  intégrales  doubles  prises  entre  limites  imaginaires  aurait 
donc  pu  devenir  classique  depuis  longtemps. 

c(  Mais  cettethéorie  reposait,  comme  celle  quej'ai  donnée,  à  la  même 
époque,  des  intégrales  simples,   sur  des  considérations  de  géométrie 
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supérieure  qui  ont  paru  exiger,  pour  être  comprises^  encore  plus  d'ef- 
forts que  celles  qui  m'avaient  servi  à  établir  la  théorie  des  intégrales 
simples;  et  les  analystes,  quoiqu'ils  n'aient  pas  réussi  depuis  à  découvrir 
un  moyen  d'aborder  la  théorie  des  intégrales  doubles,  se  sont  simple- 
ment abstenus. 

d  II  est  résulté  de  là  que,  relativement  aux  intégrales  doubles,  l'ensei- 
gnement est  resté  tel  qu'il  pouvait  être  en  4840. 

tt  Gomme  il  importe  que  la  jeunesse  ne  reste  pas  plus  longtemps  privée 
d'un  enseignement  utile,  je  crois  devoir  faire  pour  la  théorie  des  inté- 
grales doubles  ce  que  j'ai  fait,  dans  le  Mémoire  précédent,  pour  la 
théorie  des  intégrales  simples,  la  dégager  de  toutes  considérations  géo- 
métriques, au  risque  d'en  diminuer  l'intérêt. 

«  Je  donnerai  pour  traiter  la  question  deux  méthodes  :  l'une  qui  ne  sera 
que  l'ancienne  présentée  sous  une  autre  forme,  à  l'aide  d'un  théorème 
nouveau;  l'autre,  qui  sera  celle  que  Gauchy  aurait  sans  doute  Uni  par 
trouver,  s'il  eût  vécu  quelques  années  de  plus. 

Cl  Le  mode  adopté  par  Gauchy  pour  figurer  la  marche  d'une  variable 
imaginaire  ne  pouvait  pas  être  imité,  dès  qu'on  avait  à  considérer  seu- 
lement deux  variables  indépendantes.  G'est  ce  qui  explique  pourquoi  ni 
Gauchy  ni  les  partisans  de  sa  méthode  n'ont  pu  aborder  la  théorie  des 
intégrales  doubles.  Toutefois  on  a  pu  remarquera  la  lecture  du  Mémoire 
précédent  que  ce  mode  de  représentation  n'a  rien  d'essentiel,  puisqu'il 
a  été  possible,  sans  y  recourir,  d'exprimer  les  mêmes  idées  que  Gauchy 
dans  un  langage  analogue. 

«  On  verra,  par  ce  qui  va  suivre,  quela  théorie  de  Gauchy  pouvait  être, 
en  effet,  étendue  aux  intégrales  doubles. 

«  Ge  sera,  je  crois,  retourner  en  arrière  que  de  substituer  l'une  ou 
l'autre  des  deux  méthodes,  que  je  vais  indiquer  parallèlement,  à  celle 
que  j'ai  donnée  en  1853;  mais,  quand  même  la  méthode  de  Gauchy  de- 
vrait obtenir  la  préférence,  il  vaudra  mieux  avoir  aidé  ses  partisans  à  en 
développer  l'usage  que  de  laisser  indéfiniment  à  l'écart  une  question 
de  première  importance.  i>  « 


m*  p. 
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Je  rapporterai  ici  deux  découvertes  que  je  fis  à  propos  du  préambule 
de  mon  Mémoire  relatif  aux  intégrales  doubles. 

Il  y  avait  près  de  vingt  années  que  j'avais  donné  cette  théorie,  et 
depuis  vingt  ans  mes  camarades  faisaient  le  silence  autour  d'elle. 

J'avais  entendu  dire  que  M.  Bertrand  avait  été  chargé  par  M.  Dnruy, 
à  l'occasion  de  l'Exposition  de  1867,  de  faire  un  rapport  sur  les  progrès 
de  l'Analyse  en  France,  et  j'eus  la  curiosité  de  le  lire. 

J'avoue  que  je  restai  fort  étonné  de  me  voir  occuper  quatre  ou  cinq 
pages  de  ce  rapport. 

Après  avoir  analysé  les  travaux  de  Gauchy,  de  M.  Liouville,  do 
M.  Hermite,  de  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires,  M.  Bertrand  ajoutait  : 

«  M.  Maximilien  Marie,  répétiteur  à  l'École  polytechnique,  a  consacré 
à  la  théorie  des  fonctions  imaginaires  un  grand  nombre  de  Mémoires 
dirigés  dans  une  voie  qui  loi  est  propre.  Le  but  principal  qu'il  se  propo- 
sait d'abord  a  été  la  représentation  géométrique  des  solutions  réelles  et 
imaginaires  d*une  équation  de  deux  variables.  Dans  le  système  adopté 
par  Gauss  et  par  Gauchy,  et  dont  les  géomètres  ont  déduit  de  si  impor- 
tantes conséquences,  une  expression  imaginaire  représente  un  point,  et 
pour  représenter  les  solutions  d'une  équation,  il  faudrait  par  consé- 
quent imaginer  deux  surfaces,  dont  l'une  a  pour  ordonnée  la  partie 

réelle,  et  l'autre  le  coefficient  de  ^—  i  dans  Tune  des  variables,  pour 
le  point  dont  la  projection  représente  la  valeur  complète  de  l'autre. 

«  M.  Marie  procède  tout  autrement;  il  associe,  pour  les  représenter  par 
les  points  d'une  courbe,  les  solutions  dans  lesquelles  les  coefficients  de 

^ — i  dans  les  deux  variables  ont  un  rapport  donné  d'avance,  et  cha- 
cune d'elles  est  représentée  par  un  point  dont  les  coordonnées  réelles 

sont  obtenues  en  remplaçant  ^ — 1  par  -f-  i-  Ce  mode  de  représentation, 
qui  semble  d'abord  arbitraire,  réunit  plusieurs  avantages,  qui  ont  déter- 
miné le  choix  de  son  auteur  et  lui  ont  permis  d'en  faire  un  usage  utile. 
Nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  citer,  pour  le  démontrer,  le  rap- 
port présenté  par  Gauchy  à  l'Académie  des  sciences,  sur  l'un  des  mé- 
moires de  M.  Marie.  » 

Ensuite  venait  la  reproduction  m  extenso  du  rapport  de  M.  Gauchy, 
puis  le  rapporteur  passait  à  autre  chose. 

Je  no  pouvais  me  trouver  que  très-honoré  de  l'espèce  de  parallèle  quo 
M.  Bertrand,  involontairement  sans  doute,  avait  établi  entre  tant 
d'hommes  illustres  et  moi.  Mais  j'eusse  préféré  quMl  eût  fait  connaître 
les  Mémoires  que  j'avais  publiés  de  i858  à  1862,  dans  le  Journal  de  ma- 
thématiques  pinces  et  appliquées^  sur  les  intégrales  d'ordre  quelconque,  sur 


une  méthode  pour  suivre  la  marche  continue  d'une  fonction  d'une  seule 
variable  imaginaire,  sur  les  permutations  des  valeurs  d'une  pareille 
fonction,  sur  la  convergence  de  la  série  de  Taylor,  sur  la  détermination 
du  point  critiqué  où  cette  série  devient  divergente,  sur  la  convergence 
du  développement  d'une  fonction  de  deux  variables,  sur  la  courbure 
des  conjuguées  et  de  leurs  enveloppes,  enfin  sur  la  théorie  des  angles 
imaginaires. 

Quant  au  qualificatif  utile,  que  M.  Bertrand  appliquait  à  mes  recher- 
ches, il  n'en  existe  pas  de  plus  enviable. 

Mais  la  lecture  du  rapport  de  M.  Bertrand  m'apprit  qu'il  en  existait 
un  autre  de  M.  Ghasles,  sur  les  progrès  de  la  géométrie,  et  je  crus  devoir 
le  rechercher  aussi. 

Je  n'y  étais  même  pas  nommé  I 

M.  Ghasies  avait  nommé  dans  son  rapport  deux  cent  cinquante  à  trois 
cents  géomètres,  tant  anciens  que  modernes^  et  n'avait  pas  écrit  mon 
nom  une  seule  fois. 

» 

Un  de  mes  amis  me  dit  :  Vous  ne  lui  avez  donc  pas  envoyé  vos  mé- 
moires? —  Non,  fls-je.—  Vous  n'êtes  pas  allé  le  voir? —  Je  n'y  ai 
même  pas  songé.  Mais  mon  Mémoire  occupe  plus  de  trois  cents>  pages 
dans  le  journal  de  M.  Liouville;  il  est  réparti  dans  cinq  tomes  corres- 
pondant aux  années  1858,  1859,  1860,  1861  et  1862  ;  ce  n'est  pas  une 
violette  cachée  sous  l'herbe.  D'ailleurs  le  ministre,  je  pense,  n'a  pas 
demandé  un  rapport  sur  les  travaux  des  géomètres  qui  iraient  faire 
leur  cour  à  M.  Chasles. 

J'avais  beau  y  réfléchir,  je  ne  trouvais  pas  d'explication  au  silence 
gardé  par  M.  Ghasies  à  mon  égard. 

M.  Ghasies  pouvant  seul  me  fournir  cette  explication,  je  lui  écrivis 
le  20  novembre  : 


r 
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«  Monsieur,  j'ai  l'honneur  de  vous  faire  hommage  d'un  exemplaire  de 
mon  Mémoire  sur  quelques  propriétés  générales  de  tenveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  lieu  plan^  qui  vient  de  paraître  dans  le  Journal  de 
mathématiques . 

«  Ce  mémoire,  adressé  par  moi  à  l'Académie  des  sciences,  lei*'  juillet 
dernier,  avait  été  renvoyé  à  une  Commission  composée  de  vous,  de 
M.Hermite  et  de  M.  Bonnet.  J'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  quelques 
jours  après  une  lettre  pleine  de  déférence,  .où  je  vous  priais  de  me  per- 
mettre de  vous  exposer  ce  que  contenait  ce  Mémoire  et  ce  qui  était 
nécessaire  pour  en  comprendre  les  différentes  propositions.  —  Vous  ne 
m'avez  pas  fait  l'honneur  de  me  répondre. 

«  Vous  avez  parfaitement  le  droit,  Monsieur,  en  tant  que  personne 
privée,  de  ne  vous  intéresser  aucunement  à  mes  travaux. 

«  Mais  quand  vous  acceptez  officiellement  la  fonction  difficile  de 
.  rendre  la  justice,  j'ai,  sans  doute,  celui  de  réclamer  de  vous  la  part  qui 
me  revient  légitimement. 

«  J'ai  parcouru  ces  jours  derniers  votre  rapport  au  ministre  sur  les 
progrès  de  la  géométrie,  où  mon  nom  n'est .  cité  à  aucun  titre,  et  il 
m'est  impossible  d'accepter  sans  protestation  un  pareil  déni  de 
justice. 

(c  Comment!  le  plus  beau  titre  de  gloire  de  l'illustre  général  Poncelet, 
ce  qui  le  met  hors  de  pairs,  est  d'avoir  introduit  en  géoniétrie  la  théorie 
des  relations  d'une  conique  avec  ses  supplémentaires,  et  la  théorie  géné- 
rale des  supplémentaires  ou  conjuguées  des  courbes  et  surfaces  algé- 
briques de  tous  les  ordres  n'appartiendrait  pas  à  la  géométrie  I 

«  La  définition  analytique  des  conjuguées  ou  supplémentaires,  consi- 
dérées comme  lieux  des  intersections  idéales  de  la  courbe  ou  de  la  sur- 

m 

face  proposée  avec  des  suites  de  droites  parallèles  n'intéresserait  pas  la 
géométrie  I 

tt  Le  théorème  général  de  la  permanence  de  ces  conjuguées  ou  supplé- 
mentaires, quelque  transformation  qu'on  fasse  subir  aux  axes,  n'appar- 
tiendrait pas  à  la  géométrie! 

uCe  théorème  que  l'une  des  supplémentaires,  réduites  à  deux  droites, 
d'une  ellipse  évanouissante  bitangente  à  un  lieu  f  (x,  y)  =  0,  constitue 
un  couple  de  deux  tangentes  effectives  à  une  conjuguée  assignée  de  celte 
courbe  f  (x,  y)  =  0,  théorème  qui  fournit  immédiatement  l'équation 
générale  des  tangentes  à  toutes  les  supplémentaires  ou  conjuguées 
d'une  courbe  quelconque,  qui  les  donne  sous  la  môme  forme  analy* 
tique  que  les  tangentes  à  la  courbe  réelle  et  procure  le  moyen  de  les 
construire  par  les  mêmes  règles  pratiques,  ce  théorème  n'intéresse  pas 
la  géométrie  ! 
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«  Le  théorème  analogue  relatif  aux  plans  tangents  n'intéresse  pas 
non  pins  la  géométrie  I 

((Ce  théorème  que  le  faisceau  des  supplémentaires  rectilignes de  l'el- 
lipse évanouissanta  formée  de  la  réunion  de  deux  asymptotes  imagi- 
naires conjuguées  9'un  lieu  f{Xy  y)  =  0,  constitue  un  faisceau  d'asym- 
ptotes des  supplémentaires  ou  conjuguées  du  môme  lieu  f{x^  y)  =0, 
ce  théorème  n'appartient  pas  à  la  géométrie  I 

«Les  supplémentaires  d'une  courbe  ont  cette  courbe  pour  enveloppe, 
mais  elles  en  ont  généralement  une  autre,  comme  on  le  reconnaît  dans 
les  supplémentaires  de  Thyperbole.  Cependant,  la  démonstration  de  ce 
théorème  général  que  la  seconde  enveloppe  est  le  lieu  des  points  des 

diverses  supplémentaires  où  -^  est  réel,  non  plus  que  la  démonstration 

du  théorème  analogue  relatif  à  la  seconde  enveloppe  des  supplémen- 
taires d'une  surface,  n'intéresseraient  pas  la  géométrie! 

a  La  théorie  générale  de  cette  seconde  enveloppe,  qui  joue  le  môme 
rôle  que  la  courbe  réelle  dans  les  questions  de  quadratures  et  de  recti- 
fications, n'est  pas  du  ressort  de  la  géométrie  ! 

«  Ce  théorème  général  que  les  m  {m  —  1)  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  une  courbe  de  degré  m,  parallèlement  à  une  direction  réelle 
donnée,  se  partagent  toujours  entre  les  deux  enveloppes,  qui  se  com- 
plètent ainsi  l'une  par  l'autre,  ce  théorème  n'intéresse  pas  la  géométrie  I 

«Ce  théorème  que  chaque  conjuguée  ou  supplémentaired'une courbe 
quelconque  a  môme  courbure  qu'elle  aux  points  où  elle  la  touche, 
n'intéresse  pas  la  géométrie  ! 

((  Ce  théorème  que  si  la  formule 


[' + (I)"] 


a  pour  valeur  r  -\'r'\l — i,enun  point  de  la  seconde  enveloppe,  le 
rayon  de  courbure  de  cette  seconde  enveloppe,  en  ce  point,  est  r  +  r 

.  et  que  celui  de  la  supplémentaire  qui  y  passe  est p  ,  ce  théorème 

n'intéresse  pas  la  géométrie  I 

((  Le  théorème  qui  fournit  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque, en  un  quelconque  de  ses  points,  sous  la  forme 

2r4»  (r«  +  r'*) 


î,.  «3,/' 
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OÙ  a  et  n  désignent  l'an,  la  tangente  de  Tangle  de  la  tangente  à  la  coq- 
juguée  avec  le  grand  axe  de  Tellipse  évanouissante  dont  une  des  supplé- 
mentaires comprend  cette  tangente  à  la  conjuguée,  l'autre,  le  rapport 
du  petit  au  grand  axe  de  cette  ellipse  évanouissante,^  ce  théorème  n'ap- 
partient pas  non  plus  à  la  géométrie  I 

<i  L*extension  de  la  théorie  des  supplémentaires  au  cas  où  la  courbe 
primitive  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  n'appartient  pas  non 
plus  à  la  géométrie  I 

«Ces  théorèmes  que  la  quadrature  d'une  supplémentaire  quelconque 
d'une  courbe,  ou  la  cubature  d*une  supplémentaire  d'une  surface  sont 
exprimées  par  les  mêmes  intégrales  qui  donnent  la  quadrature  de  la 
courbe  réelle  ou  la  cubature  de  la  surface  réelle,  ces  théorèmes  n'ap- 
partiennent pas  non  plus  à  la  géométrie  ! 

«Ce  théorème  par  lequel  une  intégrale  simple  prise  entre  limites  ima- 
ginaires est  ramenée  à  la  somme  de  trois  aires  définies,  celle  d'on 
segment  de  l'une  des  deux  enveloppes  et  celle  de  deux  segments  des 
conjuguées  auxquelles  appartiennent  les  limites,  ce  théorème  n'appar- 
tient pas  à  la  géométrie  I 

((  Ce  théorème  de  Téquivalence  en  surface  ou  en  volume  des  conju- 
guées fermées  d'une  môme  courbe  ou  d'une  même  surface,  comprises 
entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe  ou  les  mêmes  nappes  de  la  sur- 
face, théorème  qui  n'est  autre  que  la  plus  haute  généralisation  du  second 
théorème  d'Apollonius,  que  toutes  les  supplémentaires  d'une  même  hy- 
perbole ont  même  aire,  ce  théorème  n'appartient  pas  à  la  géométrie  1 

n  L'interprétation  géométrique  des  périodes  des  intégrales  simples  ou 
doubles  par  les  aires  des  anneaux  fermés  ou  les  volumes  enveloppés  par 
les  nappes  fermées  de  la  courbe  ou  de  la  surface  dont  une  des  ordon- 
nées est  exprimée  par  ja  fonction  placée  sous  le  signe  /  ,  cette  inter- 
prétation n'intéresse  pas  la  géométrie  ! 

«La  solution  géométrique  générale  du  problème  des  intégrales  ultra- 
elliptiques de  tous  les  ordres  n'intéresse  pas  la  géométrie  ! 

a  Cette  remarque  assez  simple,  sans  doute,  mais  qui  grandira  peut- 
être,  que  les  péripdes  de  l'intégrale  rectificatrice  d'une  hyperbole  sont 
les  différences  entre  la  somme  des  longueurs  des  asymptotes  d'une  part 
et  les  sommes  des  longueurs  des  branches  de  l'hyperbole  proposée  ou 
de  rhyperbole  conjuguée^  d'autre  part,  ce  théorème  n'intéressé  pas  la 
géométrie  I 

«Ce  théorème  que  la  rectification  de  la  seconde  enveloppe  des  supplé- 
mentaires d'une  courbe  quelconque  est  fournie  par  la  même  intégrale 
que  la  rectification  de  la  première  enveloppe,  ce  théorème  n'intéresse 
pas  la  géométrie  ! 

«Ce  théorème  que  la  quadrature  de  la  seconde  enveloppe  dessupplé- 
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inentaires  d'une  surface  quelconque  est  fournie  par  la  même  intégrale 
•double  que  la  quadrature  de  la  première  enveloppe,  ce  théorème  n'in- 
téresse  p^s  non  plus  la  géométrie  I 

cr  Ce  théorème  qu'une  courbe  quelconque,  Tune  quelconque  de  ses 
supplémentaires.  Tune  quelconque  des  supplémentaires  de  celle-ci,  et 
ainsi  indéfiniment,  présentent,  de  deux  en  deux,  des  anneaux  fermés 
^n  même  nombre  et  enveloppant  respectivement  des  aires  égales,  ce 
théorème.n'appartient  pas  à  la  géométrie  ! 

«Ce  théorème  que  lesquadratricesdedeux  courbes  consécutives  de  la 

série  précédente  présentent  les  mêmes  périodes,  au  facteur  V — i  près, 
n'intéresse  pas  la  géométrie  (1)1 

«  Je  tiens,  Monsieur,  à  ne  pas  préjuger  les  motifs  qui  ont  pu  vous  en- 
gager à  me  retrancher  ainsi  du  nombre  des  géomètres.  Je  serais  étonné 
que  vous  n'eussiez  pas  eu  connaissance  de  travaux  dont  la  publication 
a  duré  cinq  ans  dans  le  journal  de  M.  Liouville  et  qui  y  occupent  près 
de  quatre  cents  pages.  Mais  c'est,  provisoirement,  la  seule  hypothèse  que 
je  me  permette  en  une  circonstance  si  extraordinaire. 

«  Si  cette  hypothèse  est  exacte,  je  croîs  pouvoir  compter  assez  sur  vos 
sentiments  de  justice  pour  qu'une  réparation  me  soit  accordée  par  vous, 
dans  la  forme,  d'ailleurs,  que  vous  jugeriez  convenable  d'employer, 

((  Je  serais  heureux,  Monsieur,  que  vous  voulussiez  bien  nie  faire  l'hon- 
neur d'un  mot  de  réponse,  n 

M.  Chasles  ne  répondit  pas  plus  à  cette  lettre  qu'à  ma  précédente,  de 
isorte  que  la  question  que  je  m^étais  faite  se  doublait  maintenant  d'une 
^utre  :  pourquoi  M.  Chasles  ne  me  répondait-il  pas? 

Je  crois  avoir  trouvé  la  solution  de  cette  question  difficile,  mais,  au 
reste,  M.  Chasles  seul  pourrait  dire  si  elle  est  exacte. 

En  parcourant  une  dernière  fois  le  rapport,  Je  fus  frappé  d'un  fait 

tout  à  fait  extraordinaire  : 

• 

M.  Chasles  loue  en  sept  pages  le  général  Poncelet  de  toutes  sortes  de 
travaux,  et  même  d'avoir  résolu  quelques  problèmes,  mais  les  mots 
coniques  supplémentaires  ne  sont  pas  venus  sous  sa  plume  :  le  plus  beau 
titre  de  gloire  du  général  Poncelet,  celui  auquel  il  tenait  le  plus,  est  en 
tièrement  passé  sous  silence  dans  le  rapport  de  M.  Chasles. 

Pourquoi?  On  trouverait  peut-être  la  réponse  à  cette  question  dans 
les  reproches  fort  vifs  adressés  par  le  général  kfA.  Chasles,  dans  le  se- 
cond volume  de  ses  Propriétés  projecttves, 

(1)  Ces  deux  derniers  énoncés  doivent  être  oh  peu  modifiés  :  les  périodes  de  la 
^usdratrice  de  la  première  courbe  d'une  des  séries  dont  il  s'agit,  se  retrouvent  biep 
parmi  les  périodes  des  quadratrices  des  autres  courbes  de  cette  série  ;  mais  il  s'y  en 
ajoute  généralement  de  nouvelles  à  mesure 'que  le  degré  s*élève. 


à 
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Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  supprimé  cette  partie  de  l'œuvre  de 
Poncelet,  M.  Ghasles  ne  pouvait  que  garder  le  silence  à  mon  égard. 

Croyant  que  les  auteurs  des  rapports  avaient  été  désignés  par  TAca- 
démie  au  ministre,  je  pensai  que  je  devais  adresser  ma  plainte  à 
l'Académie. 

En  conséquence  j'adressai  la  lettre  suivante  à  son  président  : 

a  Monsieur  le  président,  le  Rapport  sur  les  progrès  de  la  géométrie^ 
adressé  par  M.  Ghasles  au  ministre  de  l'instruction  publique,  à  la  suite 
de  la  dernière  exposition  universelle,  ne  mentionne  pas  mon  nom. 

«  Ce  fait,  dont  je  n'ai  eu  que  récemment  connaissance,  devait  me  sur- 
prendre, puisque  les  progrès  que  j'ai  pu  faire  faire  à  l'analyse  procèdent 
de  recherches  antérieures  d'ordre  purement  géométrique. 

«  M.  Chasles  n'ayant  pas  cru  devoir  me  donner  Texplication  que  je 
lui  ai  demandée  au  sujet  de  ce  fait  anormal,  j'ai  dû  chercher  à  la  dé- 
couvrir moi-même. 

(c  Le  /?ajD;>or/ fournit  lui-même  cette  explication  en  ce  qu'il  est  abso- 
lument muet  sur  le  principal  titre  de  gloire  du  général  Poncelet,  sur 
celle  de  ses  conceptions  à  laquelle  il  attachait,  à  juste  titre,  le  plus  de 
prix,  parce  que  c'est  elle  qui  le  met  hors  ligne. 

«  Le  silence  gardé  à  l'égard  de  l'admirable  théorie  des  relations 
d'une  conique  avec  ses  supplémentaires,  obligeait  le  rapporteur  à  se 
taire  sur  des  travaux  qui  ne  constituent  qu'un  prolongement  de  cette 
théorie. 

«  Je  n'ai  assurément  pas  qualité  pour  prendre,  dans  le  sein  de  TAca- 
demie,  la  défense  de  la  mémoire  d'un  de  ses  plus  illustres  membres  ; 
cette  défense  serait  superflue  en  tout  état  de  cause  ;  d'ailleurs  ce  n'est 
pas  au  moment  où  la  grande  conception  du  général  Poncelet,  étendue 
aux  courbes  et  aux  surfaces  de  tous  les  ordres,  vient  de  fournir,  avec 
une  facilité  inouïe,  la  solution  des  plus  hautes  questions  de  l'analyse, 
qu'une  tentative  pour  en  supprimer  jusqu'au  souvenir  pourrait  avoir 
quelque  chance  de  succès. 

«  Mais  si  le  général  Poncelet  est  hors  d^tteinte,  il  n'en  est  pas  de 
même  de  moi,  et*le  silence  gardé  à  mon. égard  par  le  rapporteur  de 
1870,  me  serait  trop  préjudiciable  si  l'Académie  ne  me  permettait  pas 
une  courte  explicatioti  des  faits. 

(c  Je  prie  l'Académie  de  me  permettre  de  soumettre  à  son  jugement 
impartial  les  questions  indiquées  dans  la  noie  ci-jointe. 
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NOTE  AU  SUJET  DU  RAPPORT  DE  M.  GHASLES  SUR  LES  PROGRÈS 

DE  LA  -GÉOMÉTRIE. 

«Le  Rapport  sur  les  progrès  de  la  géométrie ,  adressé  par  M.  Chasles  au 
ministre  de  rinstruction  publique,  à  la  suite  de  la  dernière  Exposition 
universelle,  ne  fait  pas  mention  du  principal  t^tre  de  gloire  du  général 
Poncelet,  de  celle  de  ses  conceptions  à  laquelle  il  attachait  le  plus  de 
prix  et  qui  le  place  hors  de  pairs,  parmi  les  géomètres. 

((  Cette  omission  n'a  aucune  importance  pour  la  mémoire  de  Poncelet, 
dont  les  œuvres  sont  dans  toutes  les  mains,  en  Frante  et  à  l'étranger; 
d'ailleurs  ce  n'est  pas  au  moment  où  la  théorie  des  relations  d'une  co- 
nique avec  ses  supplémentaires,  étendue  aux  courbes  et  aux  surfaces  de 
tous  les  ordres,  vient  de  fournir,  avec  une  facilité  inouïe,  la  solution 
des  plus  hautes  questions  de  l'analyse,  qu'une  tentative  pour  en  sup- 
primer jusqu'au  souvenir,  si,  par  impossible,  elle  devait  se  produire 
pourrait  avoir  quelque  chance  de  succès. 

«  Mais  si  le  maître  est  hors  d'atteinte,  il  n'en  est  pas  de  même  du  dis- 
ciple et  le  silence  que  M,  Chasles  a  dû  observer  à  mon  égard,  après  avoir 
retranché  de  l'œuvre  de  Poncelet  la  théorie  que  je  n'ai  fait  que  développer, 
ce  silence  me  serait  trop  préjudiciable  si  TAcadTémie  ne  me  permettait 
pas  uqe  courte  exposition  des  faits. 

«  J'ai  fait  voir  que  la  théorie,  donnée  par  Poncelet,  des  relations  d'une 
conique  avec  ses  supplémentaires,  s'étend  aux  courbes  et  surfaces  al- 
gébriques de  tous  les  ordres,  dont  les  conjuguées,  ou  supplémentaires, 
considérées  comme  lieux  des  intersections  idéales  de  la  courbe,  ou  de 
la  surface  proposée,  avec  des  suites  de  droites  parallèles,  se  construisent 

par  points,  en  remplaçant  y —  1  par  1  dans  les  valeurs  algébriques  des 
coordonnées  des  points  de  section;  et  j'ai  démontré  que  les  supplémen- 
taires d'une  courbe  ou  d'une  surface  restent  les  mêmes  à  quelque  sys- 
tème d'axes  que  soit  rapportée  la  courbe  ou  la  surface. 

a  Ces  préliminaires  établis,  j'ai  démontré  les  théorèmes  suivants  ; 

«  i^  L'une  des  supplémentaires,  réduites  à  deux  droites,  d'une  ellipse 
évanouissante  bitangente  à  un  lieu  f{Xy  y)  ==  0,  constitue  un  couple  de 
deux  tangentes  effectives  à  une  conjuguée  assignée  de  cette  courbe 
f(x^  y)  =  0;  ce  théorème  fournit  immédiatement  Téquation  générale 
des  tangentes  à  toutes  les  supplémentaires  ou  conjuguées  d'une  courbe 
quelconque,  il  les  donne  sous  la  même  forme  analytique  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  réelle,  et  procure  le  moyen  de  les  construire  par  les 
mêmes  règles  pratiques. 

«  ^"^  L'une  des  supplémentaires^  réduites  à  deux  plans,  d'un  cylindre 
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elliptique  évanouissant,  bitangent  à  une  surface  f{x^  y,  z)  =  0,  cons- 
titue un  couple  de  deux  plans  tangents  à  une  conjuguée  assignée  de 
cette  surface,  et  ce  théorème  fournit  de  même  l'équation  générale  des 
plans  tangents  à  toutes  les  supplémentaires  ou  conjuguées  d'une  surface 
quelconque,  sous  la  même  forme  qui  convient  à  celle  des  plans  tangents 
à  la  surface  réelle. 

fl  3*^  Le  faisceau  des  supplémentaires  rectilignes  de  l'ellipse  évanouis- 
sante formée  de  la  réunion  de  deux  asymptotes  imaginaires  conjuguées 
d'une  courbe  f{x^  y)  =■  0,  constitue  un  faisceau  d'asymptotes  des  sup- 
plémentaires ou  conjuguées  de  cette  courbe. 

«  k"*  Les  supplémentaires  d'une  courbeont  cette  courbe  pour  enveloppe, 
mais  elles  en  ont  généralement  une  autre  qui  est  le  lieu  des  points  des 

diverses  supplémentaires  où  -j?  est  réel. 

ax  ' 

a  5*  De  même  la  seconde  enveloppe  des  supplémentaires  d'une  sur- 

face  est  le  lieu  des  points  de  ces  supplémentaires  où  -y  et  -5-  sont  réels. 

ax     dy 

«  6"*  Chaque  conjuguée  ou  supplémentaire  d'une  courbe  quelconque 
a  môme  courbure  qu'elle  au  point  où  elle  la  touche. 
«  7**  Si  l'expression 

+(g)f   ^ 

dy^ 
dx^ 

a  pour  valeur  r  -f-  '^  v--ï ,  en  un  point  de  la  seconde  enveloppe,  le 
rayon  de  courbure  de  cette  seconde  enveloppe,  en  ce  point,  est  r  +  r'  et 

celui  de  la  supplémentaire  qui  y  passe  est  — - — y  . 

r  —  T  * 

«  8*  Le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quelconque  en.  un  quel- 
conque de  ses  points  est 

2n»(r«  +  r'*) 


iV  +  Zahir  —  3an*r  —  nV  ' 

a  désignant  la  tangente  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conjuguée  en  ce 
point,  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante  dont  une  des  supplé- 
mentaires comprend  cette  tangente,  et  n  le  rapport  du  petit  au  grand  axe 
de  cette  ellipse  évanouissante. 

((9**  La  quadrature  d'une  supplémentaire  d'une  courbe  et  la  cubatnre 
d'une  supplémentaire  d'une  surface  sont  exprimées  par  les  mêmes  in-- 
tégrales  qui  donnent  la  quadrature  de  la  courbe  réelle  ou  la  cubature 
de  la  surface  réelle. 

«  10*  Une  intégrale  simple  prise  entre  des.  limites  imaginaires  se  ra- 
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mène  à  la  somme  de  trois  aires  définies,  celle  d'un  segment  de  l'une 
des  deux  enveloppes  et  celles  de  deux  segments  des  conjuguées  aux- 
quelles appartiennent  les  limites. 

(Hl*  Lesconjuguées  fermées  d'unemôme  courbe,  ou  d'une  môme  sur- 
face, comprises  entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe,  ou  les  mêmes 
nappes  de  la  surface,  sont  équivalentes  en  surface,  ou  en  volume  ;  ce 
qui  constitue  pour  les  courbes  et  les  surfaces  de  tous  les  ordres  l'équi- 
valent du  second  théorème  d'Apollonius^ 

«  ÏT  Les  périodes  réelles  des  intégrales  simples  ou  doubles  sont  les 
aires  des  anneaux  fermés,  ou  les  volumes  enveloppés  par  les  nappes 
fermées  de  la  courbe  ou  de  la  surface  réelle. 

«  13®  De  même  les  périodes  imaginaires  des  mêmes  intégrales  sont  les 
aires  ou  les  volumes  enveloppés  par  les  conjuguées  fermées  de  la  courbe 
ou  de  la  surface. 

«  14®  La  rectification  de  la  seconde  enveloppe  des  supplémentaires 
d'une  courbe  quelconque  est  fournie  par  la  même  intégrale  que  la  rec- 
tification de  la  courbe  réelle. 

«  15®  De  même  la  quadrature  de  la  seconde  enveloppe  des  supplémen- 
taires d'une  surface  quelconque  est  fournie  par  la  môme  intégrale  dou- 
ble que  la  quadrature  de  la  surface  réelle. 

«  16®  Une  courbe  quelconque,  Tune  quelconque  de  ses  supplémentai- 
res^ Tune  quelconque  des  supplémentaires  de  celle-ci,  et  ainsi  indéfini- 
ment, présentent  de  deux  en  deux,  des  anneaux  fermés  en  même 
nombre  et  enveloppant  respectivement  des  aires  égales. 

((  17®  Les  quadratrices  de  deux  courbes  consécutives  de  la  série  pré- 

cédente  présentent  les  mômes  périodes,  au  facteur  ^ —  ^  près  (l).  ' 

c(  18®  Efkfln,  la  méthode  des  supplémentaires  m'avait  permis  d'étudier 
les  permutations  qui  peuvent  se  produire,  dans  un  parcours  fini,  entre  les 
valeurs  d'une  fonction  implicite  et  d'assigner  sans  ambiguïté,  pour  des 
exemples  assez  nombreux,  dont  l'un  se  rapporte  à  l'équation  du  folium 
de  Descartes,  qui  présente  quatre  points  critiques,  la  condition  de  con- 
vergence du  développement  suivant  la  série  de  Taylor  de  la  fonction 
étudiée.  • 

a  Ces  théories  ont  été  présentées  à  mesure  à  l'Académie;  elles  ont  été 
publiées  de  1858  à  1862  dans  le  journal  de  M.  Liouville,  où  elles  occu- 
pent près  de  quatre  cents  pages. 

.    a  Méritaient-elles  une  mention  dans  un  /(apport  sur  les  progrès  de  la 
géométrie  et  pouvaient-elles  faire  quelque  honneur  à  la  France? 

«  Je  prie  monsieur  le  Président  de  m'accorder  le  moyen  de  soumettre 
cette  question  au  jugement  impartial  de  l'Académie,  en  autorisant  l'in- 
sertion de  cette  note  au  Compte  rendu.  » 

(1;  Voir  la  note  de  la  page  231. 
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Mais  l'Acâdémie  était  restée  étrangère  à  la  nomination  des  rappor- 
teurs et  les  rapports  eux-mêmes  ne  lui  avaient  pas  été  officiellement 
communiqués. 

En  sorte  que  M.  Dumas  dut  me  demander  la  suppression  de  tout  ce 
qui  pouvait  se  rapporter  à  M.  Cbasies. 

Ma  note  n'eût  ^lus  alors  contenu  qu^un  éloge  de  moi-même,  et  je  la 
retirai. 

Durant  ces  incidents  M.  Puiseux  était  revenu  de  vacances,  mais  je 
ne  pus  pas  le  voir  de  suite  parce  qu*il  tomba  presque  aussitôt  malade 
d'une  petite  attaque  de  pleurésie,  qui  l'obligea  quelque  temps  à  des 
précautions  convenables. 

Lorsqu'il  fut  remis,  nous  eûmes  plusieurs  entrevues  pendant  les- 
quelles je  pus  lui  expliquer,  outre  mes  deux  Mémoires  sur  la  série  de 
Taylor,  dont  le  second  avait  paru  dans  les  Comptes  rendus  pendant  son  ab- 
sence, mon  ancienne  théorie  des  intégrales  simples  qui  l'impressionna 
beaucoup,  celle  des  intégrales  doubles,  dont  il  ne  voyait  pas  l'utilité, 
parce  que,  disait-il,  il  ne  leur  correspondait  pas  de  fonctions  inverses; 
enfin  les  principes  de  ma  nouvelle  théorie  des  intégrales  simples,  dou- 
bles ou  d'ordre  quelconque. 

Il  me  laissait  toujours  avancer  et  me  demandait  même  chaque  fois  du 
nouveau. 

Mais  quelque  intérêt  que  je  prisse  à  cette  exposition,  qu'il  paraissait 
goûter,  ce  qui  en  doublait  pour  moi  le  charme,  néanmoins  je  tenais  à 
arriver  pour  ma  série  de  Taylor  à  une  solution  d'autant  plus  urgente  que 
le  Mémoire,  déjà  imprimé,  allait  paraître  dans  le  journal  de  M.  Liou- 
ville,  circonstance  qui  eût  pu  me  faire  perdre  mes  droits  à  un  rapport. 

Je  rappelai  à  M.  Puiseux  le  but  sinon  unique  du  moins  prochain  de 
nos  entrevues  et  le  priai,  s'il  avait  quelque  doute  à  me  proposer  relative- 
ment à  ma  théorie  de  la  série  de  Taylor,  de  vouloir  bien  y  réfléchir  pour 
m'en  faire  part,  ou,  dans  le  cas  contraire,  de  trancher  la  question  par 
un  rapport  dont  la  présentation,  en  nous  débarrassant  d'une  préoccupa- 
tion, nous  donnerait  plus  de  liberté  d'esprit  pour  l'examen  des  autres 
questions. 

M.  Puiseux  consentit  volontiers  à  ce  que  nous  ne  nous  occupassions 
plus  que  de  la  série  de  Taylor,  jusqu'à  conclusion.  Il  me  demanda  seu- 
lement de  traiter  devant  lui  quelques  exemples,  se  réservant  de  voir  en- 
suite s'il  pourrait  lui-même  en  sortir  par  d'autres  moyens  que  moi. 

Nous  traitâmes  ainsi  ensemble,  en  plusieurs  séances,  la  question  de 
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la  convergence  du  développement  de  l'ordonnée  du  folium  de  Des- 
cartes 

y*  +  ar*  —  3axy  =  0 
et  celle  du  développement  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation 

qui  se  rapporte  à  la  trisection  de  l'angle. 

Comme  je  savais  que  MM.  Briot  et  Bouquet  avaient  résolu  les  mêmes 
questions,  mais  seulement  par  rapport  à  un  point  origine  choisi  et  uni- 
que, je  fis  remarquer  à  M.  Puiseux  que  les  solutions  que  je  lui  don- 
nais se  rapportaient  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  initiales  de  x  et  de 
yj  satisfaisant  bien  entendu  à  l'équation  en  discussion. 

M.  Puiseux  commençait  à  devenir  très-fort  sur  la  théorie  des  conju- 
guées et  nos  entrevues  étaient  de  plus  en  plus  cordiales. 

Un  cheveu  vint  rompre  cette  harmonie. 

Je  ne  sais  comment  se  fait  le  service  du  secrétariat  de  llnstitut,  mais 
M.  Puiseux  n'avait  pas  encore  reçu  le  texte  de  mon  Mémoire  sur  la  sé- 
rie de  Taylor.  Il  désirait  lire  ce  Mémoire.  Gomme  il  était  composé  pour 
le  journal  de  M.  Liouville  et  que  j'en  avais  les  épreuves,  je  lui  proposai 
de  les  lui  porter,  sans  m'arrêtera  Tidée  qu'il  pût  se  choquer  de  renon- 
ciation des  vérités  historiques  contenues  dans  le  préambule  et,  en  tout 
cas,  en  prenant  mon  parti,  s'il  avait  cette  faiblesse. 

La  connaissance  de  ce  préambule  étant  nécessaire  pour  l'intelligence 
de  ce  qui  va  suivre,  je  dois  le  reproduire.  Le  voici  :    • 

«  J'ai  établi,  dans  un  Mémoire  qui  a  paru  en  1861  dans  le  Journal  de 
mathématiques  pures  et  appliquées,  que  les  points  où  peut  être  limitée  la 
région  de  convergence  de  la  série  suivant  laquelle  se  développe,  d'après 
la  formule  de  Taylor,  une  fonction  y,  explicite  ou  implicite,  sont  exclu- 
sivement ceux  où  la  fonction  ou  ses  dérivées,  àpartir  d'un  certain  ordre, 
deviennent  infinies,  à  l'exclusion,  par  conséquent,  des  points  multiples 
qui  ne  remplissent  pas  cette  condition.  J'ai  établi  en  même  temps  l'i- 
nexactitude de  la  règle  donnée  par  Cauchy  et  adoptée  depuis,  explici- 
tement ou  implicitement,  par  tous  les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  la 
matière,  M.  Lamarle,  M.  Bonnet,  M.  Tchebychef,  M.  Puiseux,  MM.  Briot 
et  Bouquet,  d'après  laquelle  le  cercle  de  convergence  passerait  par  le 
point  critique  le  plus  voisin  du  point  origine.  L'erreur  que  j'ai  relevée 
alors  tient  à  une  confusion  qui  avait  été  maintenue  jusque-là  :  il  ne 
suffit  pas,  pour  que  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  soit  limitée  à 
une  certaine  valeur  de  Xf  que  cette  valeur  soit  critique,  ou  plutôt  qu'il 
y  corresponde  une  valeur  critique  de  y  :  il  faut  surtout  que  y,  variant 
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d'une  manière  continue  avec  x,  à  partir  de  sa  valeur  initiale,  arrive  à  sa 
valeur  critique  en  même  temps  que  x,  sans  que  x  ait  dépassé  la  limite 
en  question. 

'  u  C'est  de  ce  priiicipe  que  naît  la  question  qui  sera  résolue  dans  ce 
Mémoire. 

«  Cette  question  paraissait  inabordable,  et  elle  n'a  été  en  effet  abordée 
par  personne,  malgré  l'intérêt  qu'elle  présente  et  quoiqu'elle.se  trouTe 
posée  depuis  t)ien  longtemps. 

(I  La  simplicité  de  la  solution  que  j'en  donne  s'explique  par  deux 
motifs  :  le  premier,  que  la  considération  des  conjuguées  fournit  une 
méthode  simple  de  classiOcation  des  solutions  imaginaires  d'une  équa- 
tion à  deux  variables,  et  que  j'ai  depuis  longtemps  donné  des  mofCDS 
simples  et  pratiques  pour  construire  ces  conjuguées,  d'abord  comme 
lieux  des  intersections  idéales  de  droites  réelles,  parallèles  entre  elles, 
avec  le  lieu,  ensuite  au  moyen  de  leurs  tangentes,  de  leurs  asymptotes 
et,  au  besoin,  de  leurs  courbures;  le  second,  que  j'ai  antérieurement 
{Journal  de  mathématiques^  1864)  résolu  directement  le  problème  de  dé- 
terminer la  marche  continue  du  point  [x,y],  tandis  que  x  =  a  -f-  p  v^* 
suivrait  un  chemin  continu  ^  (a,  P)  =  0. 

«  La  construction  préalable  des  conjuguées  avait,  dans  la  question  qui 
va  nous  occuper,  une  importance  comparable  à  celle  qu'aurait  la  des- 
cription topographique  d'un  pays  où  l'on  voudrait  établir  une  route;  il 
y  avait  eu,  au  reste,  interversion  de  rôles  entre  les  deux  questions  de  la 
convergence  de  la  série  de  Taylor  et  de  la  marche  continue  du  point  [x,  yl 
M.  Puiseux  avait  fait  dépendre  la  seconde  de  la  première,  et,  au  con- 
traire, il  serait  impossible  de  savoir  si  y  est  parvenu  à  sa  valeur  critique, 
quand  x  est  arrivé  à  celle  qui  la  donne,  si  l'on  ne  pouvait  pas  suivre  la 
marche  du  point  [x,  y], 

n  Je  ramènerai  la  question  de  la  détermination  dû  point  critique  où 
est  véritablement  limitée  la  région  de  convergence,  à  celle  de  la  déter- 
mination du  point  d'arrivée  d'un  point  [x,  y]  se  mouvant  d'une  manière 

continue,  tandis  que  son  abscisse  x=  a  -{-  p  ^ —  i  varierait  suivant  une 
certaine  loi,  toujours  très-simple  du  reste;  mais  je  ne  traiterai  pas  ici 
la  seconde  question,  que  j'ai  résolue  il  y  a  dix  ans. 

((  Je  me  borne  à  rappeler  que  j'ai  discuté  alors,  dans  toutes  les  hypo- 
thèses possibles,  la  marche  du  point  [x,  y]  à  travers  les  conjuguées  des 
lieux 

y*  =  2px, 

«y  drzùW  =  ±:  dib\ 

t/'  —  a^y  +  a^x^O, 

y^  —  3au:y  +  a^  =  0, 

et  y*n(-a;*  =  a*; 
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que.ces  discussions  n'ont  présenté  aucune  difficulté  d'aucune  sorte,  et 
qu*elles  étaient  si  bien  appropriées  à  la  solution  de  la  question  qui  va 
être  traitée  ici  d'une  manière  générale,  que  non-seulement  j'étais  arrivé 
pour  ainsi  dire  sans  méthode  à  la  solution  de  cette  question,  relative- 
ment aux  exemples  ci-dessus  et  aux  deux  suivants 

y"  =  (1  -f  a;)"» 
et 

y  =  L(l+ar), 

mais  encore  que  j'ai  pu,  dans  tous  les  cas,  assigner  le  caractère  dis* 
tinctif  de  celle  des  valeurs  de  la  fonction  dont  la  série  donnait  le  dé- 
veloppement. 

«  Je  commencerai  par  la  définition  de  quelques  termes  que  j'emploie 
dans  un  sens  nouveau,  et  de  quelques  autres  que  j'ai  cru  devoir  intro- 
duire pour  simplifier  le  langage. 

(c  On  a  jusqu'ici  entendu  ^av  point  critique  le  point  représentatif  d'une 
valeur  de  la  variable  xh  laquelle  correspondait  une  valeur  infinie  ou 
multiple  de  la  fonction  y  /j'appelle  point  critique  d'un  lieu  /(x,  y)=  0 
le  point  réel  ou  imaginaire  qui  a  pour  coordonnées  la  valeur  de  a;  & 
laquelle  correspond  une  valeur  critique  de  y  et  cette  valeur  critique 
de  y,  c'est-à-dire  que,  des  m  points  du  lieu  f{x,  y)  =  0,  de  degré  w,  qui 
correspondent  à  une  valeur  critique  de  x,  j'appelle  seulement  critique 
celui  dont  Tprdonnée  est  infinie  ou  dont  l'ordonnée  a  ses  dérivées  infinies 
à  partir  d'un  certain  ordre  ;  car  ce  sont  les  seuls  points  multiples  d'un 
lieu  qui  puissent  être  considérés  comme  critiques. 

((  Je  désignerai  souvent  sous  le  nom  de  point  origine  le  point  corres- 
pondant au  système  des  valeurs  de  2;  et  de  y  à  partir  desquelles  on  veut 
développer  y,  suivant  la  série  de  Taylor. 

«  Si  a^  +  ^g  V —  *  ®t  ot^  -{-  p'o  s/ —  1  sont  les  coordonnées  du  point 

origine,  et  que  a-]-  b  \/ —  i,  a'-\-b'  \/ —  1  soient  celles  du  point  critique 
où  se  trouve  limitée  la  convergence  de  la  série  de  Taylor,  l'équation 


+  ... 


ne  peut  fournir  que  les  ordonnées  des  points  du  lieu  /"(x, .?/)  =  0,  dont 
les  abscisses 


satisfont  à  la  condition 


(«-«o)'+(P-W<(«-«o)'+(*~W'; 
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mais  pour  chaque  valeur,  «  +  p  v/ —  1,  de  x,  satisfaisant  à  cette  con- 
dition, elle  ne  fournit  qu'une  seule  des  m  valeurs  de  y  correspon- 
dantes. 

((  Les  points  correspondant  aux  solutions  de  Téquation 


'-'.+(1).'-^ 


+ ... 


forment  plaque  sur  le  tableau.  Cette  plaque  est  une  partie  de  la  por- 
tion du  plan  recouverte  par  les  points  correspondant  aux  solutions  de 
l'équation 

je  la  désigne  sous  le  nom  de  région  de  convergence  relative  au  point 
[Xq,  yj  •  ^*®^*'  ^®  scjçDQent  du  lieu  /  {x,  y)  =  0  que  représente  le  segment 
bien  déterminé 


'='•+(1).^+- 


de  la  fonction  multiple  y. 

«  La  région  de  convergence  est  comprise  dans  l'intérieur  d'une  courbe 
qui  est  k  périmètre  ou  la  circonférence  de  la  région  de  convergence;  cette 

courbe  passe  par  un  point  critique  [a  +  *  V — ^>  «'  4"  *'  ^ — ij^quî  en 
est  la  limite,  et  est  caractérisée  par  l'équation  ' 

(«  -  «o)'  +  (p  -  p.)«  =  (a  -  «,)•  +  (*  -  W*. 

Il  pourra  m'arriver  de  désigner  le  point  origine  sous  le  nom  de  centre 
de  la  région  de  convergence.  » 

Il  me  semble  qu'il  n'y  avait  rien  de  violent  dans  l'affirmation  ainsi 
formulée  des  droits  d*un  auteur  pertinemment  averti  de  veiller  à  ses 
poches. 

Gomme  je  venais  de  porter  chez  M.  Puiseux  les  épreuves  dont  il 
s'agit,  je  trouvai  à  la  maison  la  lettre  suivante  de  lui^  datée  du  i2  fé- 
vrier, à  midi. 

u  Monsieur,  ma  matinée  de  demain  se  trouve  encore  prise,  à  mon 
grand  regret,  par  une  affaire  urgente.  Vendredi  j'aurai  mon  cours, 
samedi  une  autre  occupation.  Mais  si  lundi  matin  vous  convenait,  vous 
me  trouveriez  chez  moi  de  8  heures  à  midi. 

Votre  bien  dévoué,  V.  PUISEDX. 
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Je  me  disposais  en  conséquence  à  voir  M.  Puiseux  le  lundi  17  et  à 
tâcher  de  terminer  ce  jour-là,  lorsque  je  reçus  le  dimanche  16,  au  soir, 
la  lettre  que  voici,  datée  du  même  jour. 

Monsieur,  j'ai  lu  le  Mémoire  dont  vous  m'avez  envoyé  les  épreuves  ; 
je  ne  crois  pas,  après  réflexion,  pouvoir  en  faire  l'objet  d'un  rapport  à 
l'Académie.  D'abord,  le.  reproche  que  vous  adressez  à  divers  géomètres 
de  n'avoir  pas  su  quelle  était  la  vraie  limite  de  la  convergence  du  déve- 
loppement en  série  d'une  fonction  implicite,  me  parait  peu  fondé  :  il 
est  possible  qu'on  trouve  dans  leurs  écrits  des  passages  où  la  distinction 
sur  laquelle  vous  insistez  n'est  pas  faite  assez  nettement;  mais  c'est 
qu'elle  n'était  pas  nécessaire  dans  les  questions  qu'ils  traitaient.  La 
pensée  que  vous  leur  prêtez  a  des  conséquences  si  visiblement  absurdes 
qu'elle  n'a  pu  entrer  dans  leur  esprit.  Ainsi  en  multipliant  l'équation 
f{Xy  y)=  0  par  un  facteur  convenable  <p  (x,  y),  on  pourrait  introduire 
de  nouveaux  points  critiques  plus  rapprochés  du  point  origine  que  les 
points  critiques  primitifs  (je  parle  ici  le  langage  de  Cauchy)  (1)  :  comme 
rien  dans  cette  théorie  ne  suppose  l'équation  f  {x,  y)  =  0  irréductible  (2), 
il  suivrait  de  l'opinion  attribuée  par  vous  à  ceux  que  vous  combattez, 
que  l'on  pourrait  changer  les  limites  de  la  convergence  du  développe- 
ment de  y  par  l'introduction  d'un  facteur  arbitraire  dans  l'équation  qui 
détermine  cette  fonction.  Cette  conséquence  est  évidemment  contraire 
au  bon  sens.  « 

Quant  à  la  marche  que  vous  proposez  pour  suivre  les  valeurs  de  y  et 
les  distinguer  les  unes  des  autres,  pendant  que  x  varie  d'une  manière 
continue,  je  vous  avoue  que  plus  je  l'examine  et  moins  elle  me  paraît 
constituer  une  méthode  précise,  comme  on  doit  en  désirer  dans  les 
questions  d'Analyse.  J'ignore  s'il  est  possible  de  trouver  une  solution 
générale  et  pratique  de  la  question  ;  mais  dans  les  quelques  exemples 
que  je  me  6uis  proposés^  il  m'a  paru  que  des  considérations  bien  plus 
faciles  que  les  vôtres  conduisaient  plus  naturellement  au  but.  Ainsi  dans 
le  cas  de  l'équation  y^  —  3y  -f-  2a?  =  0,  au  sujet  de  laquelle  vous  m'avez 
écrit  récemment,  j'obtiens  très-aisément  le  résultat  que  voici  : 

La  variable  x=:d^bi  étant  représentée,  suivant  l'usage  de  Cauchy^ 
par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  J,  nommons  A  et  A'  les  deux 
points  de  l'axe  des  x  pour  lesquels  x  =  -(- 1  et  a:  =  —  1,  Représentons 
d'ailleurs  par  p  +  qi  Tune  des  valeurs  de  y  qui  répondent  à  la  valeur 
a  -I-  bt  de  x  **  le  cercle  de  convergence  pour  le  développement  suivant 
les  puissances  àe  x  —  a  —  bi  de  celle  des  valeurs  de  y  dontp  +  qi  est 

(1)  J'avais  fait  cette  remarque  en  1861. 

(2)  Au  contraire,  Thypothèse  avait  été  expressément  mentionné  par  M.  Puiseux,  qrti 
semble  avoir  prévu  l'objection  dès  1850. 

111^  p.  16 
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la  valeur  initiale;  passera  par  le  point  A  ou  par  le  point  A',  selon  que 
l'indique  le  tableau  suivant  : 


a>0, 


a<0, 


a>0,     *<0    p>0 


c<0, 


P<0    q<0 


Il  ne  peut  y  avoir  d'autres  cas  que  ceux-là  ;  par  exemple,  quand  aei  t 
sont  positifs,  on  ne  peut  avoir  à  la  fois  p  <0,  y  >  0  (1). 

Voilà  des  règles  nettes,  comme  j*en  voudrais  avoir  pour  les  diverses 
équations  qu'on  peut  étudier  à  ce  point  de  vue  :  je  ne  vois  pas  qu'elles 
soient  fournies  par  la  considération  de  vos  conjuguées,  courbes  dont  la 
forme  n'est  pas  connue  en  général  d'une  manière  précise  et  dont  on 
peut  craindre,  ce  me  semble,  qu'elles  n'offrent  des  singularités  qui 
mettent  vos  conclusions  en  défaut  (2). 

Pardonnez-moi,  Monsieur,  de  m'être  exprimé  avec  cette  franchise; 
mais  je  ne  sais  dire  que  ce  que  je  pense.  Ma  manière  de  voir  n'est  d'ail- 
leurs qu'une  opinion  individuelle  dont  vous  pourrez  appeler  à  des  juges 
plus  éclairés.  Permettez-moi  d'ajouter  que  le  jour  où  vos  méthodes  au- 
ront acquis  ce  caractère  de  netteté  qui  me  paraît  leur  manquer  actuel- 
lement,  vous  me  trouverez  toujours  prêt  à  rendre  justice  à  vos  persévé- 
rantes recherches. 

Dans  la  disposition  où  vous  me  voyez,  peut-être  ne  jugerez-vous  pas 
bien  utile  de  venir  me  trouver  demain  matin;  je  n'ai  déjà  que  trop  abusé 
de  votre  temps  et  de  votre  complaisance.  Ce  sera  d'ailleurs  absolument 
comme  il  vous  conviendra. 

Je  vous  prie  d'agréer,  Monsieur,  l'assurance  de  mes  meilleurs  senti- 
ments. V.  PUISEUX. 

P,-S.  Je  remettrai  demain  au  secrétariat  de  l'Institut  les  différents 

(i)  La  Bolation  que  j'avais  donnée  en  1861,  pour  cet  exemple,  et  qui  se  trouve  dans  le 
second  volume,  n'était  pas  plus  compliquée  que  celle  de  M.  Pulpeux  et  était  tout  aussi 
nette,  mais  elle  avait  de  plus  l'avantage  de  faire  connaUre  la  valeur  finale  de  x  pour 
chaque  valeur  de  t/. 

(2)  Ce  discours  m'avait  déjà  été  tenu  par  M.  Bouquet. 
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Mémoires  qui  m'ont  été  envoyés.  Quant  aux  épreuves  que  vous  m'avez 
adressées,  je  les  ferai  remettre  chez  vous  ces  jours-ci  (1). 

J'étais  précisément  allé  porter  à  M.  Puiseux  mon  acceptation  de  son 
rendez-vous,  lorsque  cette  lettre  parvint  à  la  maison.  J'en  trouvai,  en 
rentrant,  ma  femme  et  mon  fils  aîné  consternés.  Je  la  parcourus  rapi- 
dement, et  apercevant  aussitôt  d'abord  d'où  le  coup  partait,  ensuite 
quelles  armes  m'étaient  fournies,  je  dis:  Allons  dîner  et  gaiement. 

Il  était  évident  que  le  préambule  de  mon  Mémoire  avait  causé  tout 
le  dommage.  Mais  sans  avoir  jeté  exprès  ce  préambule  à  la  tête  de 
M.  Puiseux,  je  n'étais  pas  fâché  qu'il  lui  fût  tombé  sous  les  yeux,  parce 
que  la  question  étant  posée,  elle  ne  pourrait  pas  être  éludée. 

Il  était  évident,  en  outre,  que  M.  Puiseux  étant  allé  consulter  M.  Bou- 
quet, en  avait  retiré  d'abord  l'avis  de  ne  pas  faire  de  rapport,  et  en 
second  lieu  la  solution  du  problème  de  la  convergence  de  la  fonction  y 
déQnie  par  l'équation 

y»— 3y  +  2ar==0 

et  probablement  une  méthode  pour  traiter  les  autres  équations. 

Mais  outre  que  ma  solution  valait  mieux  que  celle  de  M.  Bouquet,  elle 
avait  douze  ans  d'antériorité. 

Quant  au  reproche  que  j'avais,  à  ce  qu'il  paraît,  adressé  à  divers  géo- 
mètres, les  textes  de  leurs  ouvrages  m'étaient  connus,  et  s'ils  étaient 
contraires  au  sens  commun,  ce  que  je  savais  bien,  je  n'y  étais  pour  rien^ 

Enfin  M.  Puiseux,  dans  son  Mémoire,' frappé  sans  doute  de  l'absurdité 
que  présenteraient  ses  conclusions^  au  moment  où  le  lieu  en  discussion, 
variant  d'une  manière  continue»  deviendrait  momentanément  réduc* 
tible,  avait  précisément  et  expressément  exclu  l'hypothèse  où  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  serait  décomposable  en  facteurs,  res- 
triction  du  reste  maladroite,  car  un  théorème  général  doit  s'appliquer 
aux  cas  particuliers. 

Outre  ces  maladresses,  la  lettre  de  M.  Puiseux  contenait  un  aveu  < 
il  avait  lu  mon  Mémoire,  nous  avions  discuté  ensemble  quelques  exem-* 
pies  où  la  question  se  trouvait  traitée  pour  la  première  fois,  tandis  que 
loin  d'avoir  été  entamée  par  mes  adversaires  elle  avait  été  considérée 
par  eux  comme  n'existant  pas;  enfin  M.  Puiseux  ne  faisait  aucune  objee> 
tion  à  l'énoncé  de  la  règle  générale  que  j'avais  donnée. 

Il  apparaîtrait  donc  clairement  que  le  motif  qu'il  pbuvait  avoir  de  se 
refuser  à  faire  un  rapport  consistait  uniquement,  comme  au  reste  sa 
lettre  l'indiquait  suffisamment,  en  ce  que  lui  et  ses  amis  se  trouvant  un 
peu  meurtris,  il  était  préférable  pour  eux  que  la  question  fût  enterréoi 

Toutes  ces  considérations  m'assuraient  que  M.  Puiseux  ne  sortirait 
pas  vainqueur  de  la  lutte  qu'il  entreprenait,  s'il  songeait  à  y  persister^ 

(1)  Ce  futar  indique  qu'elles  devaient  6ire  chez  M.  Bouquet* 


jt 
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Avant  la  fin  du  dîner  j'avais  pris  mon  parti  et  je  dis  à  ma  femme  et  à 
mon  fils  :  Je  porterai  demain  matin  à  M.  Puiseuxson  rapport  tout  fait, 
et  s'il  ne  l'accepte  pas,  comme  sa  lettre  en  est  un,  je  la  publierai  avec 
les  explications  appropriées.  « 

Je  réfléchis  dans  la  soirée  à  mon  projet  de  rapport  et  je  l'écrivis  le 
lendemain  matin. 

J'acceptais  l'excuse  présentée  par  M.  Puiseux,  pour  lui  et  ses  amis, 
fondée  sur  ce  que  leurs  recherches  ne  les  avaient  pas  obligés  à  traiter 
la  question  que  j'avais  résolue. 

Je  rappelais  que  j'avais  le  premier  exclu  du  nombre  des  points  cri- 
tiques les  points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  finissent  par  se 
séparer  sans  devenir  infinies  ;  que  j'avais  le  premier  posé  la  question  du 
point  d'arrêt  parmi  les  points  critiques  et  que  j'avais  résolu  cette  ques- 
tion en  1861  sur  divers  exemples,  dont  un,  entreautres,  celui  que  fournit 
l'équation  du  folium,  comporte  quatre  points  critiques,  dont  deux  réels 
et  deux  imaginaires. 

J'ajoutais  que  la  règle  générale  que  j'avais  donnée  dans  le  Compte 
rendu  pour  la  détermination  du  point  d*arrêt  était  exacte  ;  qu'à  la  vé- 
rité 'la  mise  en  pratique  de  cette  règle  pourrait  donner  lieu  à  des  diffi- 
cultés, mais,  que  si  l'Académie  pouvaitj|désirer  une  solution  plus  simple 
delà  question,  elle  n'en  devait  pas  moins  approuver  mon  Mémoire- 

M.  Puiseux  me  reçut  avec  l'air  contraint  d'un  homme  quia  à  faire 
des  compliments  de  condoléance;  moi  je  Tabordai  avec  l'air  ouvert 
d'un  homme  qui  sent  qu'il  n'en  aura  pas  besoin,  et  prenant  le  premier  la 
parole,  je  dis  à  M.  Puiseux  : 

((  Loin  de  m'être  désagréable,  votre  lettre  m'a  fait  plaisir,  ainsi  je  ne 
viens  pas  m'en  plaindre. 

((  Elle  m'a  fait  plaisir  parce  que  si  vous  persistiez  à  ne  pas  vouloir  faire 
tin  rapport)  elle  en  constitue  un. 

«  Mais  je  dois  vous  dire  tout  d'abord  que  je  n'accepterais  pas  votre 
silence.  Vous  n^avez  pas  fait  attention  qu'il  ne  s'agit  pas  seulement  ici 
de  mes  intérêts  et  de  vos  convenances,  mais  des  intérêts  du  public  et  de 
la  science. 

f(  Quand  un  bonhomme  quelconque  vous  adressera,  en  un  ou  deux 
gros  cahiers,  une  discussion  d'une  courbe  ou  d'une  surface  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  vous  ne  la  lirez  pas^  et  vous  ferez  bien,  mais  ici 
il  s'agit  d'une  question  de  théorie  qui  préoccupe  le  monde  savant,  et 
vous  ne  pourriez  vous  refuser  à  donner  votre  avis  sur  la  solution  pro- 
posée qu'en  prétextant  d'ignorance  ou  d'incompétence,  prétextes  qui 
seraient  vains  ici,  puisque  votre  lettre  prouve  que  vous  connaissez  la 
solution  et  que  vous  n'avez  pas  d'objections  à  y  faire.  j 
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cije  demande  donc  un  rapport.  Mais,  dureste,4e  ne  demande  que  la 
constatation  sans  phrases  de  Texactitude  de  ma  solution  et  je  passerai 
sur  toutes  les  réserves  que  vous  croirez  devoir  faire. 

«  Pour  que  ma  pensée  à  cet  égard  soit  plus  nette,  j'ai  écrit  un  projet 
de  rapport  tel  que  je  Taccepterais,  mais  qui  contient  tout  ce  que  je  puis 
concédei,  et  je  le  lui  lus  (i).  » 

M.  Puiseux  le  reçut  de  mes  mains,  le  parcourut  de  nouveau  et,  sans 
me  répondre  directement,  revint  sur  le  reproche  que  j'avais  adressé, 
notamment  à  lui  et  à  MM.  Briot  et  Bouquet. 

Je  lui  relus  la  phrase  du  préambule  de  mon  Mémoire  qui  Tavait 
choqué  et  lui  fis  remarquer  qu'en  ne  désignant  aucun  des  géomètres 
dont  je  citais  les  noms,  çpmme  ayant  explicitement  affirmé  que  le  cercle 
de  convergence  se  trouverait  limité  au  point  critique  le  plus  proche  du 
point  origine,  je  m'étais  certainement  exprimé  avec  la  plus  grande  cir- 
conspection, etque  au  moment  detraiterla  question  de  la  détermination 
du  point  d'arrêt,  je  n'avais  assurément  pas  outre-passé  mes  droits  en 
faisant  remarquer  que  l'existence  de  cette  question  n'avait  pas  encore 
été  soupçonnée. 

J'ajoutai  que  d'ailleurs  chacun  des  géomètres  que  j'avais  nommés 
pourrait  à  son  gré  se  ranger  parmi  ceux  qui  avaient  admis  implicitemmt 
ou expltcùement  la  proposition  fausse  dont  j'avais  dû  d'abord  débarrasser 
le  terrain  de  la  discussion  du  point  d'arrêt,  mais  que,  quant  à  moi,  je 
ne  m'étais  pas  chargé  de  dresser  les  deux  catégories  !  . 

M.  Puiseux,  en  ce  qui  le  concernait,  n'aurait  pas  mieux  demandé  que 
de  renoncer  à  la  discussion,  de  retirer  les  expressions  désobligeantes  de 
sa  lettre  et  de  me  promettre  défaire  son  rapport.  Mais  il  avait  pris  des 
engagements.  Il  me  dit  :  a  J'ai  consulté  une  personne  très-compélente, 
que  je  puis  bien  vous  nommer,  c'est  M.  Bouquet,  eh  bien,  M.  Bouquet 
m'a  dit  qu'il  n'avait  jamais  entendu  le  théorème  de  Cauchy  autrement 
que  vous,  que  Cauchy  ne  l'entendait  pas  comme  vous  le  supposez  et 
que  moi-même  je  n'avais  rien  dit  dans  mon  Mémoire  qui  autorisât  votre 
manière  d'interpréter  l'énoncé  en  question.  » 

Ahl  dis-je,  la  question  est  bien  facile  à  éclaircir.  Je  n'ai  pas  lu  les 
Mémoires  de  Cauchy  et  je  n'en  avais  pas  besoin,  puisque  j'avais  le  vôtre 
qu'il  a  approuvé.  Mais  voici  ce  que  vous  dites,  et  je  lui  citai  de  mémoire 
le  texte  que  je  lui  avais  déjà  remis  sous  les  yeux  dans  ma  première 
lettre. 

<f  Si  j'ai  dit  cela,  me  répondit-il,  il  faudra  bien  que  je  me  range  parmi 
ceux  qui  ont  explicitement  commis  la  faute.»  —  Nous  étions  debout 
près  de  sa  bibliothèque,  j'y  pris  le  tome  XV  du  Journal  de  mathématiques 

fi)  Je  regrette  de  n'avoir  pas  pris  copie  de  ce  projet,  mais  M.  Puiseux  .doit  l'avoir» 
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ek  fourrant  à  la  pagecpie  je  connaissais  bien,  je  lui  montrai  la  phrase 
que  je  vesais  de  lui  ciler. 

Puis,  prenant  aussi  dans  sa  bibliothèque  la  Théorie  des  fonctions  dou- 
blement périodiques^  je  lui  montrai  le  texte  de  MM«  Eriot  et  Bouquet, 
pages  â6  et  29.      ^ 

*  M.  Puiseux  me  dit  :  <c  Oui,  je  conviens  qu'il  faut  qu'on  vous  rende 
justice.  Quant  à  moi,  je  m'exécuterai,  quoique  je  vous  certiQe  que, 
depuis  1851,  j'ai  eu  plusieurs  fois  à  appliquer  le  théorème  de  Gauchy  et 
que  je  ne  l'ai  pas  fait  dans  l'hypothèse  étroite  que,  je  suis  bien  obligé  d'en 
Convenir,  j'admettais  en  écrivant  mon  Mémoire.  Mais  je  voudrais  bien 
exempter  MM.  Briot  et  Bouquet  du  même  reproche.  » 

A  cet  égards  dis-je,  je  vous  laisse  toute  latitude»  pourvu  que  les  bases 
de  mon  projet  de  raoport  restent  intactes. 

Et  nous  nous  quittâmes,  sur  sa  promesse  à  peu  près  formelle  d'une 
solution  conforme  à  'mes  désirs. 

Il  est  clair  pour  moi  que  M.  Puiseux  ne  demandait  pas  mieux  que  de 
me  satisfaire,  mais  il  est  clair  aussi  qu'il  avait  des  engagements  con- 
traires, auxquels  il  n'a  pas  eu  le  courage  de  se  soustraire. 

N'ayant  plus  revu  M.  Puiseux  depuis  l'entrevue  que  je  viens  de  ra- 
conter, j'ignore  entièrement  quels  purent  être  les  pourparlers  qu'il  dot 
avoir  avec  M.  Bouquet.  Mais  je  puis  juger  des  efforts  que  dut  faire 
M.  Bouquet  pour  obtenir  ma  condamnation,  par  le  ridicule  qu'il  se 
donna  de  colporter  de  maison  en  maison  les  épreuves  de  son  livre  pour 
prouver,  ce  qui  n'était  pas  en  question^  qu'il  ne  s'était  pas  servi  du  Mé- 
moire que  je  venais  de  publier  dans  le  journal  de  M.  Liouville,  pour  ré- 
soudre la  question  de  la  convergence  de  la  série  de  Taylor.  Il  supposait 
qu'on  ne  ferait  pas  attention  qu'il  avait  eu  dix  ans  devant  lui  pour  se 
servir  de  celui  que  j'avais  publié  en  1861  dans  le  môme  journal. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'issue  de  la  campagne  ne  répondit  pas  aux  sou- 
haits de  mes  adversaires. 

MM.  Puiseux  et  Bouquet  arrêtèrent  ensemble  les  termes  d'un  rapport 
tellement  aigre  que  le  public  n'en  eut  pas  connaissance,  parce  qu'il 
fut  supprimé  dans  son  œuf,  Tun  des  commissaires  ayant  refusé  sa  signa- 
ture. Voici  comment .: 

Confiant  dans  la  p:irole  de  M.  Puiseux,  et  aprèslui  avoir  laissé  la  quiu- 
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zainepour  s'exécuter,  j'allai  voir  M.  Bonnet,  qui  était  un  des  commis- 
saires, pour  me  mettre  à  sa  disposition,  en  cas  qu'il  eût  quelque  expli- 
cation à  me  demander. 

M.  Bonnet  avait  déjà  en  mains  le  rapport  de  M.  Puiseux  et  il  mêle  lut. 

M.  Puiseux  débutait  par  une  absurdité  contre  laquelle  je  l'avais  cepen- 
dant bien  prémuni  :  il  continuait  de  ranger  au  nombre  des  points  cri- 
tiques les  points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  se  séparent  sans 
devenir  infinies. 

Il  posait  ensuite  la  question  du  point  d'arrêt,  après  avoir  pris  soin  de 
dire  qu'on  ne  l'avait  pas  traitée  plus.tôt  parce  qu'on  n'avait  pas  eu  be- 
soin de  le  faire. 

11  §e  défendait,  ainsi  que  MM.  Briot  et  Bouquet^  d'avoir  cru  que  le 
point  d'arrêt  fût  toujours  le  point  critique  le  plus  voisin  du  point  origine  ; 
puis,  passant  à  l'examen  de  la  question  en  elle-même,  il  annonçait  que 
les  exemples  que  j'avais  traités' pouvaient  l'être  plus  simplement  par  la 
méthode  ordinaire^  mais  sans  même  songer  à  rappeler  que  j'avais  traité 
la  question  dix  ans  avant  que  personne  l'eût  envisagée. 

Enfin,  après  avoir  proposé  à  l'Académie  de  me  remercier  de  mes  com- 
munications,' il  terminait  par  cette  phrase  : 

«  Mais  nous  ne  lui  proposerons  pas  (à  l'Académie)  d'approuver  les  mé- 
thodes de  l'auteur,  qui  ne  nous  ont  pas  paru  constituer  un  progrès  réel.» 

Gomme  si  l'Académie  pouvait  se  donner  le  ridicule  de  juger,  qu'un 
théorème  n'avait  pas  été  découvert  conformément  aux  règles  ! 

M.  Bonnet  avait  biffé  cette  dernière  phrase  et  quelques  expressions 
blessantes  dont  le  rapport  était  émaillé. 

Mais  la  guerre  étant  déclarée,  j'aimais  autant  qu'elle  le  fût  franche- 
ment et  je  dis  à  M.  Bonnet  :  Laisse-le  faire.  J'aurai  la  parole  après. 

M.  Bonnet  insista,  et  je  me  trouvai  obligé  de  céder^  par  suite  d'une 
imprudence  que  je  commis.  Je  dis  à  M,  Bonnet  :  Je  me  moque  pas  mal 
que  M.  Puiseux  critique  mes  méthodes.  Il  me  suffira  de  son  rapport 
pour  montrer  que  les  siennes  ne  s'opposent  pas  à  ce  qu'il  dise  des 
absurdités.-  —  Comment,  me  dit  M.  Bonnet,  quelles  absurdités? 

Je  lui  montrai  alors  sur  l'exemple  y  =x  \i-\-x  que  M.  Puiseux 
rangeait  parmi  les  points  critiques  des  points  qui  ne  l'étaient  pas,  savoir 
l'origine,  dans  l'exemple  en  question. 

Je  me  mordis  aussitôt  la  langue,  mais  la  bêtise  était  faite.  M,  Bonnet 
me  dit  :  Ah  !  mais  il  ne  faut  pas  que  l'Académie  approuve  des  absurdités. 
M.  Puiseux  changera  son  rapport,  et  je  me  charge  de  l'obliger  à  le  ' 
rendre  moins  aigre. 

Je  le  laissai  faire;  de  là  résulta  la  seconde  édition  du  rapport,  édition 
que  je  n'ai  pas  connue  avant  la  lecture  en  séance  publique. 

Yoici  ce  second  rapport,  qui  fut  présenté  à  l'Académie  dans  sa  séance 
du  10  mars  1873. 
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Rapport  sur  deux  Mémoires  présentés  à  l'Académie  par  ^,  Maximilie!1 
Marie,  et  ayant  pour  titres,  Vun:  «  Détermination  du  point  critique  ou 
est  limitée  la  région  de  convergence  de  la  série  de  Taylor  »,  Vautre: 
«  Construction  du  périmètre  de  la  région  de  convergence  de  la  série  de 
Taylor  » . 

(Commissaires  :  MM.  Bertrand,  Bomm,  et  Puiseux,  rapporteur.) 

Lorsqu'une  fonction  y  d'une  variable  imaginaire  x  doit  satisfaire  à 
une  équation  algébrique 

f{x,y)  =  0, 

elle  a  généralement  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur  de  x.  Con- 
cevons que  X  varie  d'une  manière  continue  à  partir  d'une  certaine 
valeur  initiale  a /.choisissons  pour  la  valeur  initiale  bdey  une  racine  de 
réquation 

• 
que  nous  supposerons  n'être  ni  multiple  ni  infinie,  et  enfin  assujettissons 
y  à  varier  d'une  manière  continue  avec  x.  Alors  y  ne  cessera  pas 
d'être  une  fonction  finie  et  déterminée  de  x,  si  toutefois  on  évite  de 
faire  prendre  à  cette  variable  certaines  valeurs  critiques  dont  la  défini* 
tion  n'a  pas  toujours  été  donnée  avec  une  précision  suffisante. 

Oi;i  peut,  en  multipliant  l'inconnue^  par  une  fonction  entière  de  x, 
faire  en  sorte  que  la  nouvelle  inconnue  ne  devienne  plus  infinie  pour 
aucune  valeur  finie  de  x.  Cette  supposition  admise,  on  a  souvent  dit 
qne  les  valeurs  critiques  de  x  sont  celles  pour  lesquelles  la  fonction  y 
devient  une  racine  multiple  de  l'équation  proposée. 

Cette  définition  est  exacte  en  général  ;  en  effet,  pour  une  telle  valeur 
c  de  0?  et  pour  la  valeur  correspondante  de  y,  on  a 

^  =  0- 

mais  généralement  on  n*aura  pas  en  même  temps 

dx 

Aloi*s  la  racine  considérée  fera  partie  d'un  groupe  de  fonctions  qui 
échangent  circulairement  leurs  valeurs  lorsque  le  point  M,  correspon- 


i 
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dant  à  la  variable  x  (1) ,  décrit  un  cercle  infiniment  petit  autour  du 
point  G  correspondant  à  c.  Lors  donc  que  le  point  mobile  M  suivra  un 
chemin  passant  par  le  point  G,  la  valeur  de  y  cessera  au  delà  de  ce 
point  d*être  complètement  déterminée;  car  si  Ton  déforme  un  peu  le 
chemin  sans  en  changer  les  extrémités,  la  valeur  finale  de  y  sera  dif- 
férente, selon  que  le  point  M  aura  passé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du 
point  G. 
Mais  si  au  point  G  on  avait  à  la  fois 

dx      ^''      dy      ^' 

il  pourrait  arriver  que  la  fonction  y  ne  s'échangeât  avec  aucune  autre 
autour  de  ce  point,  et  restât  par  conséquent  déterminée,  lorsqu'on  le 
franchirait  ;  c'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  les  dérivées  par- 

d^f  cPf 
tielles  j^,  -T^  n'étaient  nulles  ni  Tune  ni  l'autre,  non  plus  que  l'ex- 
pression 

ds?  dy^       \dxdyj  ' 

Dans  ce  cas,  la  valeur  cdexne  serait  pas  véritablement  critique. 

Pour  éviter  les  exceptions  que  comporte  la  définition  précédente, 
M.  Marie  appelle  valeurs  critiques  de  x  les  valeurs  qui  rendent  infinie  y 
ou  r.une  de  ses  dérivées.  Gette  définition  nous  semble  préférable  à 
l'autre,  surtout  quand  on  se  propose  d'étudier  les  conditions  de  possi- 
bilité du  développement  de  la  fonction  y  par  la  série  de  Taylpr . 

M.  Marie  s'est  occupé  spécialement  de  ce  dernier  problème,  que  l'on 
peut  poser  comme  il  suit  :  Étant  données  la  valeur  initiale  a  de  x  et  la 
valeur  correspondante  à  de  y,  trouver,  dans  quelles  limites  la  fonction 
y  peut  être  développée  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  a?  —  a. 

On  sait  par  les  travaux  de  Gauchy  qu'un  tel  développement  subsiste 
tant  que  le  point  mobile  M,  correspondant  à  x^  reste  dans  l'intérieur 
d'un  cercle,  qui  a  pour  centre  le  point  A  correspondant  à  a  et  qui  ne 
renferme  aucun  point  critique^  c'est-à-dire  aucun  point  correspondant 
à  une  valeur  critique  de  x. 

Mais  il  convient  de  faire  ici  une  distinction  sur  laquelle  M.  Marie  in- 
siste dans  son  premier  Mémoire.  Le  point  M,  décrivant  un  chemin  con* 
tinu  à  partir  de  la  position  initiale  A,  peut  arriver  dans  une  position  G 

(1)  Nous  entendons  par  là,  suivant  l'usage,  le  point  quV  a  pour  coordonnées  rectan- 
gulaires la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  V  —  i  dans  la  valeur  de  x. 
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qui  soit  critique  pour  quelques-unes  des  valeurs  de  y,  que  déteraûne 
réquation 

et  qui  ne  le  soit  pas  pour  les  autres.  Dans  ce  cas,  la  circonférence  dé- 
crite du  point  A  comme  centre  avec  AC  pour  rayon  ne  limitera  la  con- 
vergence de  la  série  que  si  le  point  G  est  critique  pour  la  racine  parti- 
culière y  que  Ton  considère.  Il  ne  serait  donc  pas  exact  de  dire  d'une 
manière  générale  que  la  convergence  est  limitée  par  la  circonférence 
dont  le  rayon  est  la  distance  du  point  A  au  plus  voisin  de  tous  les  points 
critiques  répondant  aux  diverses  racines  de  Téquation 

Cette  distinction  n'a  sans  doute  pas  échappé  à  la  plupart  des  géomè- 
tres qui  se  sont  occupés  de  ces  questions  ;  cependant  elle  n'a  pas  tou- 
jours été  formulée  assez  nettement,  et  le  rapporteur  pourrait  citer  un 
passage  de  ses  propres  écrits  d*où  il  semblerait  résulter  que  l$i  circonfé- 
rence de  moindre  rayon  donne  toujours  la  limite  de  la  convergence.  Il 
est  vrai  que  cette  interprétation  se  trouve  démentie  par  un  autre  pas- 
sage du  màme  Mémoire  ;  mais  enfin  on  doit  reconnaître  que,  si  l'erreur 
n'a  pas  existé  dans  l'esprit  de  l'auteur,  son  langage  n'a  pas  été  suffi- 
samment correct.  Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Marie  a  eu  raison  d'insister  sur 
la  nécessité  de  faire  cesser  la  confusion  qui  pourrait  rester  à  cet  égard 
dans  quelques  esprits  (1). 

Cette  remarque  faite,  M .  Marie  s'est  proposé  de  traiter  la  question 
suivante  : 

Une  équation 

f(x,y)  =  {S 

étant  donnée^  et  une  fonction  particulière  y  étant  choisie  parmi  celles 

que  détermine  l'équalion,  assigner  le  rayon  du  cercle  de  convergence 

correspondant  à  une  valeur  initiale  donnée  de  x. 
On  voit  aisément  que  ce  problème  se  ramène  à  celui-ci  : 
Étant  donnés  deux  points  A  et  B  correspondant  à  des  valeurs  a  et  b 

dé  â?,  étant  donnée  de  plus,  parmi  les  racines  de  l'équation 

f{a,y)  =  Q, 

(1)  Dans  le  préambule  de  son  travail,  M,  Marie  signale  plusieurs  liateurs  comme 
n'ayant  pas  connu  la  vraie  limite  de  la  région  de  convergence  ;  à  notre  avis,  on  peut 
tout  au  plus  leur  reprocher  des  inexactitudes  de  rédaction  qui  s'expliquent  par  cette 
circonstance,  que  la  limitation  précise  de  la  convergence  était  inutile  aux  recherches 
de  ces  géomètres.  Quant  à  MM.  Briot  et  Bouquet,  que  M.  Marie  comprend  dans  ses 
critiques,  nous  n'avons  aperçu  dans  leurs  Ouvrages  aucun  passage  qui  y  donnât  prise. 


; 
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celle  qu'on  regarde  comme  la  valeur  initiale  de  y,  assigner,  parmi  les 
racines  de  l'équation 

celle  qui  est  la  valeur  finale  de  y  y  en  supposant  connu  le  chemin  par 
lequel  le  point  mobile  correspondant  à  la  variable  x  est  allé  de  A  en  B. 
La  solution  générale  de  ce  problème  dépasse  sans  doute  les  forces 
actuelles  de  l'Analyse,  et  les  procédés  qu'on  peut  imaginer  pour  le 
traiter  ne  sont  pratiquement  applicables  qu'à  des  équations  d*une  sim* 
plicité  exceptionnelle.  La  méthode  que  M.  Marie  propose  de  suivre,  et 
qu'il  a  effectivement  appliquée  à  plusieurs  exemples,  repose  sur  un 
mode  de  représentation  des  imaginaires  qui  lui  est  propre  et  qui  con- 
siste  à  considérer  les  valeurs 

satisfaisant  à  l'équation 

comme  répondant  à  un  point  réel,  ayant  «  -^  ^  pour  abscisse  et  a  -f-  ^' 
pour  ordonnée.  Il  arrive  ainsi  à  représenter  la  marche  des  solutions 
imaginaires  d'une  équation  « 

f{x,y)  =  0, 

à  l'aide  d'une  suite  de  courbes  réelles  auxquelles  il  donne  le  nom  de 
conjuguées.  Il  fait  connaître  diverses  propriétés  de  ces  lignes^  et  c'est  par 
une  discussion  fondée  sur  leur  forme  et  leur  situation  qu'il  cherche  à 
établir  la  correspondance  entre  les  valeurs  initiale  et  finale  de  la 
fonction. 

Vos  Commissaires  n'ont  vu  là  ni  une  solution  complète  du  problème, 
ni  un  moyen  de  l'aborder  plus  facilement  :  quelques-uns  des  exemples 
particuliers  auxquels  l'auteur  applique  sa  méthode  ont  été  traités  par 
l'un  de  nous  à  l'aide  du  mode  de  représentation  ordinaire  de  la  va< 
leur  X,  et  il  nous  a  semblé  qu'on  arrivait  ainsi  plus  simplement  et  plus 
naturellement  au  but. 

Pour  justifier  notre  manière  de  voir,  il  faudrait  entrer  dans  des  dé- 
veloppements qui  donneraient  à  ce  Rapport  une  étendue  exagérée.  Nous 
nous  bornerons  donc  à  proposera  l'Académie  de  remercier  M.  Marie 
de  ses  Communications,  dans  lesquelles  il  insiste  avec  raison  sur  des 
distinctions  qui  n'avaient  pas  été  faites  avec  assez  de  précision,  tout 
en  déclarant  que  les  méthodes  de  l'auteur  ne  nous  paraissent  pas  avoir 
une  supériorité  réelle  sur  celles  dont  les  géomètres  ont  jusqu'ici  fait 
usage. 


« 
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L'audition  de  ce  Rapport  ne  me  causa  pas  d'abord  d'impression  désa- 
gréable. J'étais  prêt  à  m'en  déclarer  satisfait  et  j'allai  même  dans  le 
premier  moment  jusqu'à  prier  M.  Bonnet  de  remercier  de  ma  part 
M,  Puiseux,  mais  je  me  repris  à  temps. 

N'ayant  pas  en  effet  parfaitement  entendu  les  dernières  phrases,  je 
réfléchis  qu'avant  de  m'engager  je  ferais  bien  de  lire  le  texte  avec  atten- 
tion. 

Cette  lecture,  sans  m'irriter  gravement,  changea  néanmoins  mes  im- 
pressions* La  première  partie  me  satisfaisait,  surtout  au  point  de  vue  du 
résultat  acquis  pour  la  science^  mais  j'y  remarquai,  ce  que  je  n'avais 
pu  faire  à  l'audition,  la  manière  au  moins  étrange  dont  M.  Puiseuz  se 
servait  de  ses  propres  écrits  pour  établir  le  fait  que  j'avais  eu  tant  de 
peine  à  lui  faire  entrer  dans  la  tête. 

Si  un  pareil  procédé  était  admis,  on  se  tirerait  toujours  aisément 
d'affaire,  quelques  choses  qu'on  eût  antérieurement  publiées  ;  car  il  y 
aurait  toujours  bien  au  moins  un  mot,  une -syllabe  ou  une  lettre  de 
l'ancien  texte  qui  pût  trouver  place  dans  le  texte  rectifié  et  servir,  par 
sa  présence,  à  attester  A.  M.  D.  G.  que  ce  texte  ancien  était  irrépro- 
chable dès  l'origine. 

J'avais  accepté  d'avance  Tentorse  qui  devait  être  donnée  aux  textes 
exprimant  l'opinion  de  mes  adversaires  relativement  à  l'identité  du 
point  d'arrêt  et  du  point  critique  le  plus  proche  du  point  origine  ;  mais 
je  ne  l'avais  acceptée  que  motivée  sur  ce  que  la  question  du  point  d'arrêt 
avait  pu  être  laissée  de  côté  par  eux,  en  raison  de  la  nature  de  leurs 
recherches. 

Toutefois  j'aurais  aisément  passé  sur  ce  détail. 

Mais  mon  ultimatum  était  entièrement  méconnu  dans  la  dernière  par- 
tie du  Rapport.  Non-seulement  le  Rapport  n'indiquait  pas  qu'après 
avoir  posé  la  question  du  point  d'arrêt,  je  l'avais  d'abord  résolue  dix  ans 
auparavant,  sur  des  exemples  déjà'compliqués,  avantd'en  donner  la  so- 
lution générale,  plus  ou  moins  facile  à  mettre  en  œuvre,  que  mon  Mé- 
moire avait  eu  pour  but  de  démontrer,  mais  il  donnait  à  entendre  que 
cette  même  question  du  point  d'arrêt,  simplement  réservée  d'abord, 
dans  l'école  de  Gauchy,  mais  traitée  ensuite,  depuis  plus  ou  moins  long* 
temps,  était  déjà  résolhe,  par  des  procédés  plus  simples  que  les  miens, 
à  faide  de  la  représentation  oi'dinaire  de  la  variable  x. 

J'avais  au  reste  fortement  insisté,  près  de  M.  Bonnet,  pour  que  la 
méthode  innommée  de  M.  Bouquet,  pour  traiter  la  question  du  point 
d'arrêt,  ne  fût  pas  admise,  avant  sa  déclaration  à  l'état  civil,  avant  sa 
naissance  même,  à  se  faufiler  aux  lieu  et  place  d'une  méthode  âgée  déjà 
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de  douze  ans.  Je  ne  pouvais  donc  pas  me  trouver  bien  salisfait  du  rejet 
de  mes  observations. 

Toutefois  l'arliQce  était  si  grossier  que  j'aurais  volontiers  laissé  au 
public  le  soin  d*en  faire  justice. 

Quant  aux  conclusions  du  Rapport,  bien  qu'elles  ne  visassent  que  le 
changement  proposé  par  moi  dans  la  défmition  des  points  critiques, 
Ignorant  d'ailleurs  entièrement  les  usages  de  l'Académie,  j'en  demeu- 
rais assez  satisfait,  h  cause  des  remerciements. 

Enfin,  j'aime  peu  la  guerre,  quoique,  quand  on  m'y  oblige,  j'en  porte 
aisément  le  théâtre  sur  les  épaules  des  autres,  ce  qui  m'est  toujours 
facile,  parce  que  j'ai  d'avance  eu  soin  non-seulement  de  ne  me  donner 
aucun  tort,  mais  encore  d'offrir  à  mes  adversaires  toutes  les  occasions 
d'en  assumer  le  plus  possible. 

J'étais  donc  tout  disposé  à  reprendre  la  suite  de  mes  travaux  sans 
plus  m'occuper  du  RapporÇ  de  M.  Puiseux.  Mais  je  ne  fus  pas  laissé 
libre  de  m'abandonner  moi-môme. 

Ce  fut  d'abord  l'abbé  Moigno  qui  vint  jne  mettre  la  puce  à  l'oreille  : 
(c  Gomment,  me  dit-il,  pas  même  l'approbation  de  l'Académie  I  des 
remerciements  I  le  minimum  minimorum  /  » 

Mes  amis  me  dirent  :  «On  vous  dépouille^  vous  ne  pouvez  vous  laisser 
faire.  » 

Je  me  décidai  à  répondre. 

.  Dès  que  j'avais  eu  connaissance  de  la  première  édition  du  Rapport, 
j'étais  allé  trouver  M..  Liouville  pour  le  mettre  au  fait  et  il  m'avait 
donné  pour  M.  Gauthier- Villars  l'ordre  que  voici  :. 

((  Recevez  et  imprimez  pour  le  Journal  de  mathématiques  le  Rapport 
de  M.  Puiseux  et  les  réflexions  que  M.  Marie  y  joindra.  » 

Avec  cet  ordre  en  poche,  j'avais  pu  laisser  ccKirir  mon  adversaire, 
j'étais  bien  sûr  de  le  rattraper,  s'il  était  besoin. 
Et  puisqu'il  était  besoin,  il  ne  me  restait  qu'à  tailler  ma  plume. 

Le  texte  qu'on  va  lire  n'est  pas  celui  que  j'avais  donné-à  l'impres- 
sion ;  M.  Liouville  en  effet,  ayant  pris  connaissance  des  épreuves,  me 
demanda  qutîlques  modifications  auxquelles  je  devais  en  tout  cas  con- 
sentir, sa  responsabilité  se  trouvant  engagée  ^vec  la  mienne,  mais 
auxquelles  je  me  résolus  instantanément,  sur  cette  réflexion  que  ce  qui 
resterait  de  ma  réponse,  approuvé  par  M.  Liouville^  aurait  plus  de  forco 
que  ce  que  j'avais  d'abord  écrit,  non  approuvé  par  lui. 

Voici  cette  réponse  : 
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NOTE   AU   SUJET  DU   RAPPORT  DE  M.    PUISEUX. 

Le  Rapport  qu'on  vient  de  lire  est  à  peu  près  tel  que  je  devais  al* 
tendre. 

En  exigeant  en  faveur  du  public  la  rectification,  par  leurs  auteurs, 
d^erreurs  maintenues  pendant  vingt  ans,  je  ne  devais  pas  compter  sur 
leur  reconnaissance. 

J'ai,  il  y  a  vingt  ans,  ramené  l'évaluation  d'une  intégrale  prise  entre 
des  limites  imaginaires  à  la  quadrature  de  courbes  liées  par  des  rela- 
tions simples  et  remarquables,  à  la  courbe  réelle  dont  la  fonction  pla- 
cée sous  le  signe  sommatoire  représentait  l'ordonnée,  de  façon  à  réta- 
blir, entre  la  Géométrie  et  l'Analyse,  l'barmonie  et  le  concours  qui 
avaient  si  puissamment  aidé  aux  progrès  de  l'une  et  de  l'autre,  dans  les 
deux  derniers  siècles,  et  qui  venaient  d'être  rompus  par  M.  Gauchy. 

La  théorie,  des  intégrales  doubles  avait  arrêté  M.  Gauchy  et  ses  dis- 
ciples ;  je  l'ai  établie  du  même  coup  et  par  des  moyens  aussi  simples. 

J'ai,  peu  de  temps  après,  abordé^  avec  le  même  succès  et  par  \ef> 
mêmes  moyens,  la  théorie  des  intégrales  d'ordre  quelconque. 

En  même  temps  que  je  donnais  ainsi  lieu  de  constater  Timpuissancb 
des  méthodes  de  Gauchy,  je  proposais  de  substituer^  à  des  énoncés  d'où 
ne  pouvait  résulter  que  la  vérification  indirecte  de  faits  déjà  connus^ 
des  propositions  de  Géométrie  pure,  donnant  la  démonstration  et  l'ex- 
plication  de  ces  faits. 

Par  exemple,  la  théorie  des  périodes  des  intégrales  simples  résultait 
d'une  extension  du  théorème  d'Apollonius,  iza'b'  sin  0  =  izaby  aux  cour- 
bes de  tous  les  ordres,  et  la  théorie  des  périodes  des  intégrales  dou- 
bles résultait  aussi  simplement  d'une  extension  aux  surfaces  courbes 
de  tous  les  ordres  du  théorème  analogue  relatif  aux  surfaces  du  second 
degré.' 

Le  public  pouvait  ainsi  constater  que  la  nouvelle  méthode  était  plus 
féconde  que  l'ancienne  et  fournissait  des  résultats  plus  saisissants. 

La  méthode  de  Gauchy  était  fondée  sur  une  prétendue  indétermina 
tion  qui  affecterait  la  marche  de  la  fonction  y,  dès  que  la  variable  x 
prendrait  une  valeur  à  laquelle  pût  correspondre  une  valeur  multiple 
de  y.  J'ai  montré,  en  1861,  dans  le  Journal  de  mathématiquez  :  i*  que, 
dans  tous  les  cas,  l'indétermination,  si  elle  devait  se  produire,  ne  ré- 
sulterait que  du  passage  dey  par  sa  valeur  multiple,  et  non  pas  dupas- 
sage  de  X  par  sa  valeur  cqrrespondan te,  de  sorte  que,  pour  légitimer 
les  précautions  prises,  il  faudrait  au  moins  s'assurer  que  la  valeur  de  y 
dont  on  s'occupait  serait  devenue  égale  à  une  autre  au  moment  oii  x 
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atteindrait  sa  valeur  critique;  2o  qu'il  était  impossible  d'admettre  Tin- 
détermination  en  question^  lorsque  les  dérivées  des  diverses  valeurs 
égales  de  y  se  sépareraient,  à  un  ordre  plus  ou  moins  élevé,  car  les 
valeurs  de  ces  dérivées  ne  s'échangeraient  pas  brusquement  entre 
elles;  3<>  que  la  prétendue  indétermination  n'existait  pas  davantage 
dans  les  autres  cas,  c'est-à-dire  qu'on  pouvait  la  faire  disparaître  en  pré 
cisant  davantage. 

M.  Gaucby  et  ses  disciples  avaient  admis  que  la  convergence  de  la 
série  de  Taylor  serait  limitée  aux  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles 
la  fonction  prendrait  des  valeurs  égales,  dont  les  dérivées  se  sépareraient 
à  un  certain  ordre  ;  que,  par  exemple, 


ne  pourrait  se  développer  par  la  formule  de  Maclaurin  que  ^e  x^^O 
àa;=  1. 

J'ai  montré,  en  1861,  dans  le  Journal  de  mathématiques,  que  cette 
opinion  non-seulement  était  erronée,  car  les  valeurs  de  la  déri- 
vée, pour  a:  =  1,  étant  différentes,  il  n'y  avait  pas  à  craindre  qu'elles 
s'échangeassent,  lorsqu'on  dépasserait  x  =  1,  mais  qu'elle  renversait 
même  toute  la  théorie  ;  car  si  la  série  qui  représentait  y  de  ar  =  0 
à  X  =  1 ,  devenait  divergente  au  delà  de  x  ==  1 ,  il  en  serait  de  môme  de 

dy  ■  '  dy 

la  série  qui  représenterait  -^^  de  sorte  que  la  fonction  ^  cesserait  d'ê- 

ax  ax 

tre  développable  au  delà  d'un  point  qui  ne  serait  pas  critique  pour  e1le« 
M.  Gaucby  et  ses  disciples,  qui  ne  représentaient  que  la  variable  et 
n'avaient  aucun  moyen  de  suivre  la  marche  de  la  fonction,  avaient 
admis  que  le  développement  de  la  fonction  serait  arrêté  par  le  point 
critique  Je  plus  proche  du  point  origine.  J'ai  montré,  en  i861,  dans  ce 
Journal,  que  cette  opinion,  inadmissible  en  principe,  car  toutes  les 
fonctions  qui  présenteraient  les  mêmes  points  critiques  se  comporte- 
raient  assurément  de  façons  différentes,  élliit  fausse  en  fait  ;  car,  pour 
qu'une  valeur  de  x  fût  critique  relativement  à  Tune  des  formes  de  la 
fonction  y,  il  faudrait  que  cette  forme  de  y  pût  atteindre  la  valeur  cri- 
tique de  la  fonction  y,  considérée  dans  l'ensemble  de  ses  formes  di« 
verses,  en  même  temps  que  x  atteindrait  sa  valeur  correspondante  et 
sans  que  x  eût  dépassé  cette  valeur. 

La  question  de  la  détermination  du  point  d'arrêt,  parmi  les  points 
critiques,  se  trouvant  ainsi  posée^  je  la  résolvais,  dans  la  même  an^ 
née  1861,  relativement  à  divers  exemples,  dont  l'un, 

y'  —  ^axy  -f  j^  =  0, 
comporte  deux  points  critiques  réels  et  deux  imaginaires  ;  ce  à  quoi 


r-  -^f^rrp 
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nul  n'avait  songé  dans  l'école  de  Gauchy.  Je'résolvais  d'ailleurs  ces  ques- 
tions à  l'aide  d'une  méthode  pour  suivre  la  marche  de  la  fonction  qui 
manquait  jusque-là  entièrement,  M.  Puiseux  n'ayant  proposé  d'autre 
moyen  pour  traiter  la  question  que  de  se  servir  de  la  série  de  Taylor  elle- 
même,  ce  qui  constituait  à  la  fois  un  cercle  vicieux,  quant  à  la  théorie, 
et  une  impossibilité  quant  à  la  pratique. 

MM.  Briot  et  Bouquet  avaient  tranché  en  quelques  mots  (un  peu 
plus  d'une  page  de  leur  livre)  la. question  de  la  convergence  du  déve- 
loppement d'une  fonction  de  plusieurs  variables  par  la  formule  de 
Taylor,  et  proposé  cette  solution  : 

«  Soit  f{x,  y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  imaginaires  x,  y,  2, 
finie,  continue,  monodrotne  et  monogène,  ^tiane/ chacune  des  variables 
reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du  plan.  Donnons  à  jr,  y,  s  des 
accroissements  h,  k,  l;  la  fonction  f{x  +  *>  y  +  *>  *  H"  0  est  finie,  con- 
tinue, monodrome  et  monogène,  tant  que  les  variables  ^y  i,  /restent 
comprises  respectivement  dans  des  cercles  de  rayons  R,  R',  R"  décrits  des 
points  X,  y,  z  comme  centres.  On  a  donc 


4  ^^^^^ 

n^  +  h,V  +  k,^  +  l)  =  nx,  y,2)+2 


1.2. ..n 


série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  k,  l,  et  conver- 
gente dans  les  cercles  de  rayons  R,  R',  R".  » 

C'est-à-dire  qu'il  y  aurait  un  cercle  de  convergence  pour  A,  un  cercle 
de  convergence  pour  A,  et  un  cercle  de  convergence  pour  /. 

J'ai  montré,  en  1861,  dans  le  Journal  de  mathématiques^  que  celte 
théorie  était  inadmissible;  qu'avapt  de  traiter  la  question  il  eût  fallu  au 
moins  la  poser,  car  le  même  développement  pourrait  être  convergent 
ou  divergent,  selon  la  manière  dont  on  en  grouperait  les  termes;  que, 
si  Ton  considérait  le  développement  d'une  fonction  de  deux  variables 
comme  une  série  composée  des  groupes  de  termes  homogènes  par  rap- 
poit  à  {x  — Xg)  et  à  (y  —  y^  la  question,  déterminée  dans  ce  cas,  que 
semblaient  avoir  voulu  envisager  MM.  Briot  et  Bouquet,  n'admettrait 
pas,  bien  entendu,  leur  solution,  qui,  d'ailleurs,  ne  conviendrait  à 
aucun  autre;  que  la  limite  de  la  région  de  convergence  dépendrait  du 

rapport  ^ — ^  ;  que,  par  exemple, 


ar— oTo 


=V-M' 


se  développerait  sans  limites,  pour  x  et  y^  par  la  formule  de  Hactaurin, 

y      à    I 

si  X  et  y  étaient  assujettis  à  la  condition  ^  =^  V—  1  ;  enfin,  que  le  lieu 
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des  points  correspondant  aux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  (qui  limi- 
teraient la  convergence  ne  serait  autre  que  Tune  des  branches  du  con- 
tour apparent,  par  rapport  au  plan  des  x,  y  de  la  surface  dont  z  serait 
la  troisième  coordonnée^  branche  qui  d'ailleurs  ne  serait  pas  plus 
obligatoirement  la  plus  voisine  da  point  origine,  que  le  point  d'arrêt 
du  développement  d'une  fonction  d'une  seule  variable  n'était  le  point 
critique  le  plus  proche  du  point  origine. 

L'impuissance  de  Técole  de  Gauchy  à  aborder  les  questions  relatives 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  résultait  déjà  suffisamment  d'un 
silence  de  vingt-cinq  années  ;  mais  toutes  les  théories  sont  naturelle- 
ment transformables  les  unes  dans  les  autres,  et  celle  que  j'avais  don- 
née des  intégrales  doubles  et  de  leurs  périodes  pouvait  être  exploitée 
par  un  adversaire.  Il  fallait  éviter  ce  danger.  Je  me  décidai  à  effectuer 
moi-même  la  transformation. 

Ce  nouveau  travail,  qui  pîirut  en  1872  dans  les  Comptes  rendus  de 
t Académie  des  Sciences^  me  donna  lieu,  d'abord,  de  proposer,  à  la  place 
de  la  démonstration  donnée  par  Cauchy  et  fondée  sut  le  calcul  des 

variations,  de  ce  principe  que  l'intégrale   /    ^ydx  est  généralement  in- 

dépendante  de  la  marche  suivie  par  x  d&  x^k  x,  une  démonstration 
élémentaire  capable  de  s'étendre  à  une  intégrale  d'ordre  quelconque 

V  ¥dx,  dy,  dz^.,y  condition  que  ne  remplissait  pas  celle  de  Cauchy; 

en  second  lieu,  de  constater,  dans  la  théorie  de  Cauchy,  un  nouveau 
vice  de  méthode. 

J'ai  déjà  dit  que  Cauchy  et  ses  disciples  posent  avant  tout  en  prin- 
cipe que  les  valeurs  critiques  doivent  être  interdites  à  la  variable  indé- 
pendante, sous  peine,  pour  la  fonction,  de  devenir  indéterminée;  c'est 
de  cette  nécessité  que  résultait  pour  Cauchy  la  convenance  de  ces  pe- 
tites évolutions  autour  des  points  critiques,  qui  feront  peut-être  encore 
quelque  temps  la  joie  des  analystes,  mais  qui  resteront  éternellement 
ridicules  aux  yeux  des  géomètres. 

Soient  jr  =  a  +  P  V' —  ^  ^t  cp.(a,p)  t=  0  le  chemin  suivi  par  x.  Ad- 
mettons avec  Cauchy  que  la  courbe  <p  (a,  p)  =  0  ne  doive  passer  par  au- 
cun point  critique. 

Puisque  ^  est  devenu  une  fonction  déterminée  de  a,  la  seule  varia- 
ble indépendante  sera  a  ;  de  sorte  que,  si  y  =  a  4-  ^'  V--i ,  l'inté-* 
grale   |  ydx  ne  sera  autre  que 

2(-'+rN/^(i+|v^-"ï)'/« 

m»  r.  ♦  17 
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/•■  (<  + 1  v'=ï  )  *  +  ^^  /f  ('  + 1  ^^)  "•• 

a  et  ^'  étant  deux  fonctions  de  a,  définies  par  les  trois  équations 

/•(«  +  p  v/ITT,  «'  +  p'  v^ =0, 

«p  («,  p)  =  0  ; 
mais,  par  malheur,  les  deux  intégrales 

prises  le  long  d'un  chemin  fermé,  propre  à  donner  une  période,  se- 

rfa'      dô' 
raient  identiquement  nulles  séparément  si  -p  et  -y-  ne  penaient  pas, 

le  long  de  ce  chemin,  des  valeurs  infinies,  c'est-à-dire  si  oc  ne  passait 
pas  par  quelques-unes  de  ses  valeurs  critiques. 

De  sorte  que  les  précautions  prises  pour  éviter  une  seule  difficulté 
aboutissaient  à  la  reproduire  avec  multiplication,  mais  en  fermant  alors 
les  yeux  pour  ne  plus  l'apercevoir. 

C'est  dans  ces  conditions,  c'est  après  avoir  infligé  cette  série  d'échecs 
à  la  méthode  de  mes  adversaires,  que  j'allais  me  trouver  en  présence 
du  principal  d'entre  eux  au  sujet  de  mon  Mémoire  de  4865,  brûlé 
en  1870  chez  M.  Bertrand  et  refondu  en  1872. 

Je  ne  pouvais  m'attendre  à  plus  que  de  la  justice. 

Maî^  ai-je  obtenu  justice?  Je  ne  le  pense  pas.  Le  public  prononcera. 

Toutefois,  avant  de  répondre,  je  crois  devoir  extraire  du  Rapport  les 
conclusions  qui  doivent  avoir  une  influence  utile,  immédiatement  réa- 
lisable, sur  l'enseignement  pratique. 

Le  Rapport  consacre  enfin  cette  affirmation,  que  j'ai  produite  il  y  a 
bientôt  vingt  ans,  que  les  points  multiples  d'un  lieu 

m 

OÙ  les  dérivées  de  y,  par  rapport  à  x,  finissent  par  se  séparer,  sans  deve- 
nir infinies,  ne  sauraient  arrêter  le  développement  de  la  fonction  y  en 
série,  suivant  la  formule  de  Tavlor. 

L'opinion  contraire,  professée  depuis  vingt-six  ans,  allait,  il  est  vrai, 
recevoir  une  consécration  officielle,  déjà  formulée  dans  une  première 
édition  du  Rapport,  mais  enfin  j'ai  pu,  avec  l'aide  d'un  des  Commissai- 
res, faire  rectifier  Terreur. 

La  consécration  de  ce  premier  point  a  une  grande  importance,  parce 
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que  la  théorie  élémentaire  de  la  série  de  Taylor  pourra  maintenant  être 
ramenée  à  un  degré  extrême  de  simplicité  et  d'évidence,  tandis  que  la 
démonstration  de  Cauchy,  à  cause  des  incohérences  par-dessus  les- 
quelles il  fallait  passer,  présentait  à  l'esprit  des  difficultés  vraiment  in- 
franchissables. 
En  effet,  on  ne  pouvait  admettre  que  la  convergence  de  la  série  pût 

dy 
être  arrêtée  en  un  point  multiple  oîi  les  valeurs  de  -j^,  par  exemple,  se- 

raient  différentes,  sans  faire  violence  à  la  notion  la  plus  élémentaire 
de  la  continuité.  Pour  qu'une  fonction  varie  d'une  manière  continue, 
il  ne  suffit  pas,  en  effet,  que  ses  valeurs  n'éprouvent  pas  de  variations 
brusques,  il  faut  encore  que  toutes  les  dérivées  de  cette  fonction, 
par  rapport  à  la  variable  indépendante,  varient  aussi  d'une  manière 
continue. 
11  n*y  a  pas  continuité  entre  les  branches  de  la  courbe 


Ix  —  a 


qui  se  croisent  à  l'origine. 

Il  n'y  a  pas  continuité  entre  deux  arcs  d'un  cercle  et  d'une  ellipse 
qui  se  raccordent  par  une  tangente  commune. 

Il  n'y  a  pas  continuité  entre  deux  arcs  d*une  ellipse  et  d'une  parabole 
qui  se  raccordent  par  une  tangente  commune  et  une  courbure  com- 
mune au  point  commun. 

Il  n'y  a  pas  continuité  entre  deux  arcs  de  courbes  distinctes  qui  ont 
même  ellipse  osculatrice  au  point  où  elles  se  raccordent,  etc. 

La  démonstration  de  Cauchy  était  fondée  sur  cette  observation  que, 
si  la  série  pouvait  rester  convergente  au  delà  d'un  point  multiple,  elle 
devrait  fournir  les  ordonnées  des  différents  arcs  de  la  courbe  qui  émer- 
geraient de  ce  point  multiple.  Mais  la  série  n'aurait  été  astreinte  à 
fournir  ces  diverses  ordonnées  que  s'il  y  avait  eu  continuité  entre  elles, 
ce  qui  n'était  pas. 

Cauchy  ni  ses  disciples  ne  s'étaient  pas  même  fait  cette  objection 
bien  simple,  et  qui  eût  dû  les  confondre,  que  si  la  série  devenait  diver- 
gente pour  ne  pas  représenter  les  ordonnées  des  diverses  branches  de 
la  courbe  qui,  partant  du  point  multiple,  s'éloigneraient  du  point  ori- 
gine, elle  n'en  aurait  pas  moins  accompli  auparavant  le  tour  de  force 
de  fournir  les  ordonnées  des  branches  qui  seraient  allées  concourir  à 
ce  point  multiple. 

D'un  autre  côté,  le  mot  divergente  prenait  un  sens  tout  nouveau,  il 
devenait  synonyme  de  capricante. 

La  solution  que  j'ai  donnée,  en  1861,  de  ces  difficultés,   dans  le 


Journal  de  malkémaiiques,  est  bien  simple  :  les  valeurs  supposées  dis- 
tinctes de  la  dérivée  de  la  fonction  ne  pouvant  pas  s'échanger  au  delà 
du  point  multiple,  les  valeurs  de  la  fonction  ne  s'échangeront  pas  noo 
plus,  et  chaque  valeur  delà  fonction  sortira  sous  le  coefficient  diiïé- 
rentiel  sous  lequel  elle  sera  entrée. 

Ce  principe  élant  enfin  consacré,  la  théorie  élémentaire  de  la  série  de 
Taylor  pourra  maintenant  se  réduire  à  ces  quelques  énoncés,  assez 
^évidents  pour  n'exiger  aucune  démonstration  en  règle. 

1 .  Une  série  à  termes  imaginaires  est  la  somme  de  la  série  des  par- 
ties réeljes  de  ses  termes  et  du  produit  par  V —  i  de  la  série  de  leurs 
parties  affectées  du  signe  imaginaire. 

Pour  que  la  série  proposée  soit  convergente,  il  faut  que  les  deui 
séries  qui  la  composent  soient  elles-mêmes  convergentes. 

S.  Si  le  terme  général  de  la  série  proposée  est  Os  +  ba  V — t.  i'  f^u'i 
pour  que  la  série  soit  convergente,  que  an  et  b„  tendent  séparémeol 
vers  zéro,  ce  qui  s'exprima  par  cette  condition,  en  apparence  simple, 
mais  double  en  réalité,  que  v'  {««)'  +  (^n)'  tende  vers  zéro. 

5.  Si  — —  et  T-— 1  /*  6t  j  élant  constants  ou  variables,  mais  finis,  ont 

séparément  des  limites  moindres  que  1  en  valeur  absolue,  la  série  est 
convergente  ;  si  l'une  seulement  des  limites  des  rapports  précédenls 
dépasse  i  en  valeur  absolue,  la  série  est  divergente.  Si  l'un  des  rappori* 
précédents  a  pour  limite  1,  la  convergence  est  douteuse. 

4.  Sila  série  est  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  d'une 
variable  x,  le  module  d'u  terme  général  dépend  du  module  de  x,  el  tend 
vers  zéro  ou  vers  l'infini,  suivant  que  le  module  de  a;  est  inférieur  ou 
supérieur  au  module  de  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation- 


lim 


M'+(^-y 


(a«-p)'+(i.-,)' 

S.  Le  cas  oii  la  convergence  est  douteuse  étant  écarté,  on  obtiendrait, 
par  rapport  à  x,  l'intervalle  dans  lequel  la  série  est  convergente  en 
résolvant  l'équation. 

,, — w+w__, 


Les  valeurs  de  x,  dont  le  module  serait  moindre  que  celui  de  la  *^* 
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leur  trouvée,  seront  celles  pour  lesquelles  la  série  sera  convergente.  La 
question,  en  ce  qui  concerne  le  développement  d'une  fonction  impli- 
cite, est  de  trouver  dans  la  discussion  de  l'équation  /(x-,  y)  =  0,  qui 
définit  cette  fonction,  les  éléments  de  la  détermination,  par  rapport  à  x, 
de  la  limite  en  question. 

6.  Si  Xq  et  y^  sont  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  y,  et  que  y^, 

vZ"  )  *  (  T^  )  '  •  •  •  >  s^^^^t  finies,  y  se  confond,  dans  une  étendue  plus 
ou  moins  grande,  avec 

en  ce  sens  que  les  deux  lieux 
et 

ont  en  [xq^  yj  un  contact  d'ordre  infini,  à  l'intimité  duquel  aucune  autre 
condition  nouvelle  ne  saurait  être  ajoutée. 

7.  Si  la  valeur  de  y,  que  représentait  la  série  lorsqu'elle  était  con- 
vergente, doit  devenir  infinie  pour  une  certaine  valeur  x^  de  Xj  la  série, 
pour  continuer  de  représenter  cette  valeur  de  y,  doit  prendre  des  valeurs 
de  plus  en  plus  grandes,  lorsque  x  se  rapproche  de  x^ ,  devenir  infinie 
poura?=j7,,  et  être  divergente  pour  toute  valeur  de  ar,  telle  que  le 
module  de  x  —  x^  surpasse  celui  de  x,  —  Xq, 

8.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  fonction  y,  représentée  par  la 
série,  doive  devenir  infinie  pour  une  valeur  x^  de  x  pour  que  la  série 
devienne  divergente  dès  que  le  module  de  x  —  x^  surpasserait  celui 

U6   Xa  '    M'A* 

En  effet  une  série ,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ar  —  ar^ ,  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  toutes 
ses  dérivées  et  intégrales,  puisque  le  rapport  du  module  d'un  terme  au 
module  du  terme  précédent  ne  change,  dans  k  série  dérivée  ou  dans  la 
série  intégrale,  que  dans  le  rapport  des  rangs  de  deux  termes  consécutifs,, 
lequel  tend  vers  i. 

9.  La  série  doit  donc  être  divergente  pour  toute  valeur  de  x  telle, 
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que  le  module  de  x  —  x^  surpasse  celui  de  la  différence  entre  x^  et 
une  valeur  x^y  telle  que  Tune  des  dérivées  de  la  fonction  devienne 
infinie. 

10.  Une  valeur  de  la  variable,  qui  rend  infinie  une  des  valeurs  de  la 
fonction  qui  en  dépend,  rend  en  même  temps  infinies  toutes  les  déri- 
vées de  celte  forme  de  la  fonction  ;  mais  les  dérivées  d'une  fonction 
peuvent  ne  devenir  infinies  qu'à  partir  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé. 

11.  Toutefois,  comme  la  dérivée  d'une  fonction  ne  peut  devenir 
infinie  qu'autant  que  cette  fonction  prenne  au  moins  deux  valeurs 
égales,  on  obtiendra  tous  les  points  qui  pourraient  arrêter  la  conver- 
gence de  la  série  en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

/'(^,y)=o. 

12.  Pour  reconnaître  si  une  valeur  de  x,  à  laquelle  correspondent 
p  valeurs  égales  de  y,  peut  être  ou  non  considérée  comme  pouvant  éven- 
tuellement former  la  limite  de  la  région  de  convergence  de  la  série,  il 
faudra  prendre  les  dérivées  des  p  valeurs  de  y.  Si  ces  p  valeurs  sont 
finies  et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique.  Si  p  —  q  valeurs 

dy 
de  -^  se  trouvent  confondues,  il  ftiudr^  prendre  les  p  —  q  valeurs 
ox 

(Py  ,  fl?*y 

correspondantes  de  -74  ;  si  ces  »  —  o  valeurs  de  ^  sont  toutes  finies 

dx^  ^       ^  daf 

et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique.  Sip  —  q  —  r  valeurs 

d*y 
de  -i—  restent  confondus,  il  faudra  prendre  les  p  —  q  —  r  Valeurs 

d^y  '  d^y 

correspondantes  de  ^  ;  si  ces  /)  —  q  —  r  valeurs  de  -r^  sont  toutes 

finies  et  inégales,  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  critique,  et  ainsi  de  suite. 

d'^y 
Sip  —  5'—  r...  —  i  valeurs  de  j^  deviennent  infinies  ,    les   formes 

correspondantes  de  y  ne  seront  pas  développables  au  delà  de  la  valeur 
considérée  de  x  ;  mais  celles  dont  les  dérivées  se  seront  déjà  séparées 
le  resteront.  Quant  à  celles  dont  les  dérivées  de  l'ordre  n  ne  seraient 
pas  devenues  infinies,  mais  ne  se  seraient  pas  encore  séparées,  il  faudra 
les  dériver  de  nouveau,  jusqu'à  ce  que  l'on  tombe  finalement  sur  des 
dérivées  distinctes  ou  infinies. 

Tel  est  le  degré  de  simplicité  auquel  peut  être  ramenée  maintenant  la 
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théorie  de  la  série  de  Taylor^  en  tant  du  moins  qu'on  écarte  provisoire- 
ment la  question  de  la  détermination  du  point  d'arrêt 

Avant  d'aller  plus  loin^  je  rappellerai,  à  l'occasion  de  ce  qui  précède, 
ce  que  j'ai  déjà  dit,  il  y  a  douze  ans,  dans  ce  Journal,  après  avoir  été 
averti  du  fait  par  M.  Liouyille,  que  MM.  Lamarle  et  Tchebychef,  envers 
qui  les  disciples  de  Gauchy  n'ont  pas  été  plus  justes  qu'envers  moi,  si 
du  moins  ils  les  avaient  compris,  m'avaient  devancé  dans  mes  observa- 
tions relatives  aux  points  multiples  :  M.  Lamarle,  en  observant  que, 
pour  qu'un  point  dit  critique  pût  être  point  d'arrêt,  il  faudrait  au  moins 
que  les  valeurs  de  y  qui  s'y  confondraient  pussent  s'échanger  dans  un 
rayon  infiniment  petit  ;  M.  Tchebychef,  en  démontrant  en  quatre  mots 
que  la  série  ne  pouvait  devenir  divergente  qu'au  delà  d'un  point  oîi 
Tune  (Tes  dérivées  de  la  fonction  deviendrait  infinie  (1). 

Je  prie  maintenant  qu'on  me  permette  quelques  observations  sur  le 
Rapport  lui-môme. 

On  a  sans  doute  remarqué  la  démonstration,  extraite  de  son  propre 
Mémoire,  que  M.  Puiseux  donne  dans  ce  Rapport,  de  ce  fait  que  les 
points  multiples  du  lieu  f{Xj  y)  =  0  oîi  les  dérivées  des  y  par  rapport 
à  X  finissent  par  se  séparer,  sans  devenir  infinies,  ne  doivent  plus  être 
considérés  comme  critiques. 

Je  connaissais  cette  contradiction,  mais  j'en  avais  tiré  autrefois  une 
conclusion  bien  différente  de  celle  que  la  citation  rétrospective  que  je 
signale  semblerait  destinée  à  suggérer  :  sachant  que  les  valeurs  d'une 
fonction  qui  pouvaient  se  permuter  dans  un  rayon  infmiment  petit  au- 
tour d'un  point  multiple  étaient  seulement  celles  dont  les  dérivées 
devenaient  infinies  au  même  ordre,  j'en  avais  conclu  que  M.  Puiseux 
s'était  peut-être  inutilement  donné  la  peine  d'établir  la  théorie  de  ces 
permutations,  les  groupes  de  racines  qui  devaient  se  permuter  circulai- 
rement  étant  d'avance  connus. 

J'ai  écrit,  en  effet,  dans  le  tome  VI,  2°  Série,  du  Journal  de  mathéma- 
tiques : 

«  Ainsi  les  formes  de  la  fonction  qui  peuvent  se  permuter  entre 
elles  autour  d'un  point  multiple  sont  celles  dont  les  dérivées  devien- 
nent infinies  au  môme  ordre,  après  être  restées  confondues  jusqu'à 
l'ordre  précédent. 

((  Ce  sont  là  sans  doute  les  groupes  circulaires  que  le  calcul  direct 
avait  révélés  à  M.  Puiseux  ;  en  les  définissant  comme  on  vient  de  le 
faire,  il  devient  superflu  de  les  déterminer  à  l'avance  :  on  les  retrouvera 
toujours  sans  difficulté.  » 

(t)  Je  suis  entré  pins  haut  dans  de  nouveaux  détails  à  cet  égard,  pages  113....,  127. 
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Je  passe  à  la  seconde  partie  du  Rapport. 

Voici  d'abord  les  termes  dont  je  me  suis  servi  dans  le  préambule  de 
mon  Mémoire  : 

«  J'ai  établi  en  même  temps  l'inexactitude  de  la  règle  donnée  par 
Cauchy  et  adoptée  depuis  expUcitement  ou  implicitement  par  tous  les 
géomètres  qui  ont  écrit  sur  la  matière,  d'après  laquelle  le  cercle  de 
convergence  passerait  par  le  point  critique  le  plus  voisin  du  point 
origine.  » 

11  semble  que  non-seulement  cette  assertion  n'avait  rien  de  blessant 
pour  personne,  mais  que  même  j'étais  resté  dans  les  limites  d'une 
extrême  circonspection  en  ne  désignant  en  particulier  aucun  des  géo- 
mètres qui  m'avaient  précédé,  comme  s'étant  exprimé  sur  le  point  en 
question  d'une  façon  absolucnent  explicite.  D'ailleurs  je  ne  faisais  que 
rappeler  un  fait  de  notoriété  publique  et  qui  n'eût  donné  lieu  de  ma 
part  à  aucune  insistance,  si  le  Rapport  n'avait  pas  jeté  un  certain  doute 
sur  leur  exactitude. 

Mais,  puisqu'on  m'y  oblige,  j'apporterai  les  preuves  de  ce  qae  j'ai 
avancé.  Elles  m'étaient  bien  connues,  puisque  j'ai  pu  citer,  de  mémoire, 
les  textes,  à  M.  Puiseux,  avant  de  les  lui  montrer  imprimés. 

M.  Puiseux  dit,  à  la  page  378  du  tome  XV,  1850,  du  Journal  de  ma^ 
thématiques  : 

a  L'existence  de  ce  développement  une  fois  démontrée,  on  pourra  en 
calculer  les  coefûcients  par  le  théorème  de  Taylor,  qui  donnera 

?  (r)  =  ?  W  +  4"^  (ï  -  c)  +  ^  (y  -  cf  +..-.. 

On  a,  dans  cette  équation, 

•P  (c)  =  *■• 

Si,    de   plus,  on  appelle  F,  (u,  s),  Fj  («,  z),...  les  valeurs  de  \  — , 

(Pu 
1.2  -T-jî.-.,  tirées  des  équations 

du  dz      dz        ' 

dfd^u     d^f/duy        d}f  du     d^f  ^ 

du  dz"  "^  du^  \dz)  '^    dudz  dz^  dz^         ' 


les  quantités  ^,  W»-"  auront  pour  valeurs  F,  (A,,  c),  F,  (6,,  c),..., 

1  \   »  Â 
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et  il  en  résultera 

(T)  ç(y)  =b,+  F,  (6„  c) (y - c)  +  F.  (6,,  c)  {y ^ c)'  +  .... 

«  On  voit  clairement,  par  ce  qui  précède,  quelle  est  celle  des  racines 
de  réquation 

/•(W,Z)=:0 

dont  la  formule  (T)  donne  le  développement  ;  la  ^érie  qui  en  est  le 
second  membre  fournit  la  valeur  pour  z  =  y  de  celle  des  racines  qui, 
se  réduisant  à  b^  pour  z  =  c,  varie  d'une  manière  continue  avec  z,  en 
supposant  que  le  point  Z  aille  de  C  en  T,  sans  sortir  du  cercle  c,  c'est- 
à-dire  en  supposant  que  la  distance  CZ  reste  toujours  moindre  que  la 
plus  petite  des  distances  CA,  GA',  CA",.»- 

«  La  formule  ne  peut  s'appliquer  qu'au»  valeurs  de  y  telles,  que  le  mo- 
dule de  y  —  c  soit  inférieur  à  cette  plus  petite  distance;  la  notation 
9  (y)  ^'^  même  un  sens  déterminé  qu*à  cette  condition.  »     , 

J'aime  trop  la  justice  pour  ne  pas  proclamer  moi-même  que  tout  ce 
passage  est  écrit  d'un  style  ferme,  net,  clair,  correct,  précis,  élégant 
même,  et  qu'il  faudrait  être  mal  intentionné  pour  y  trouver  le  moindre 
vice  de  rédaction. 

Quant  à  l'exemple  auquel  M.  Puiséux  fait  allusion,  dans  son  rapport, 
le  voici  : 

Il  s'agit  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation 

avec  la  valeur  initiale  y^  =  —  2,  correspondant  à  ar^^  =  -}-  2.  M.  Puiseux 
dit  que  la  fonction  y  pourra  se  développer  dear  =  -f-2àar  =  —  2. 

Cet  exemple  ne  prouve  rien,  parce  que,  la  valeur  initiale  de  la  va- 
riable étant  une  valeur  critique  et  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion une  valeur  finie  et  simple,  il  était  certain  d'avance  que,  si  la 
variable  revenait  à  sa  valeur  critique  initiale,  sans  avoir  atteint  et 
dépassé  l'autre  valeur  critique,  la  fonction  reviendrait  à  sa  valeur  ini- 
tiale. 

Si  la  valeur  initiale  choisie  avait  été  infiniment  peu  différente  de  la 
valeur  critique  considérée,  M.  Puiseux,  en  vertu  du  théorème  général 
qu'il  avait  établi,  aurait  dû  conclure  à  un  rayon  de  convergence  infi- 
niment petit.  Cette  conclusion  eût  sans  doute  été  absurde  comme  con- 
traire à  la  notion  de  continuité  ;  mais  qu'y  puis-je  faire?  M.  Puiseux, 
en  admettant  les  points  multiples  au  nombre  des  points  critiques,  n'a- 
vait-il pas  déjà  démontré  que  la  notion  de  continuité  n'a  rien  avoir  avec 
les  théories  de  Gauchy? 
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Quant  à  MM.  Briot  et  Bouquet,  voici  renoncé  qu'ils  donnent,  page  36 
de  leur  Ouvrage,  du  théorème  de  Cauchy. 

«  Pour  qu*une  fonction  soit  développable  en  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  la  variable,  et 
convergente  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  il  est 
nécessaire  et  il  sufût  que  la  fonction  soit  synectique,  c'est-à-dire  soit 
finie,  continue,  monodrome  et  monogène,  dans  ce  même  cercle.  » 

Pour  rendre  leur  idée  encore  plus  claire,  MM.  Briot  et  Bouquet 
ajoutent,  page  29  : 

tt  Soit  la  fonction  irrationnelle 


comptée  à  partir  de  2  =  0  avec  la  valeur  initiale  -{- 1.  Nous  avons  vu 
que  cette  fonction  cesse  d'être  monodrome  quand  on  tourne  autour  du 
point  z  =  —  1  ;  elle  sera  donc  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant'  les  puissances  croissantes  de  z,  dans  le  cercle  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

«  Il  en  sera  de  même  d'une  fonction  implicite  u  définie  par  une 
équation  algébrique  entre  u  et  z  et  con^ptée  à  partir  du  point  z  (pro- 
bablement Zq)  avec  la  valeur  initiale  u^.  Si  du  point  z^  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  la  distance  au  point  le  plus  proche  pour  lequel 
féquation  a  des  racines  égales,  et  la  fonction  cesse  d'être  monodrome, 
on  décrit  un  cercle,  la  fonction  sera  développable  dans  ce  cercle  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
z  —  Zo«  »> 

Le  sens  je  ce  passage  est  bien  clair  :  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  voulu 
dire  que  la  fonction  qui  partirait  de  la  valeur  Ug  correspondant  kz^  serait 
développable  dans  le  cercle  dont  la  circonférence  passerait  par  le  point 
critique  du  lieu,  le  plus  proche  du  point  z^.  C'est  là  évidemment  ce  que 
tout  le  monde  comprendra  en  lisant  leur  énoncé^  et,  en  fait,  ce  que 
tout  le  monde  a  compris  jusqu'à  ce  jour. 

Mais  MM.  Briot  et  Bouquet  veulent  que  ce  ne  soit  pas  là  le  sens  de 
leur  énoncé.  Ils  disent  :  ce  que  nous  appelons  la  fonctiony^xxssi  bien  dans 
la  première  partie  de  l'énoncé  que  dans  la  seconde,  c'est  la  valeur  de  la  • 
fonction  multiple  u  qui  est  partie  de  la  valeur  v^  correspondant  à  z  =?ot 
et  qui  a  varié  d'une  manière  continue  avec  z. 

Mais,  d'abord,  il  est  évident  que,  dans  l'hypothèse  qu'ils  veulent  faire 
admettre,  MM.  Briot  et  Bouquet  eussent  formulé  leur  première  phrase 
en  ces  termes  :  pour  qu'une  fonction  soit  développable,  etc.,  il  est  néccs- 


i 
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saire  et  il  suffit  que  celte  fonction,  etc.  ;  ils  n'auraient  pas-dit  :  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  que  la  fonction,  etc. 

En  second  lieu,  comment  MM.  Briot  et  Bouquet  interpréteraient-ils, 
dans  la  môme  hypothèse,  les  mots  :  si  du  point  z^  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  la  distance  au  point  le  plus  proche  pour  lequel  réqitatïon 
a  des  racines  égales,  etc.?  Il  ne  s'agit  plus  là  de  la  valeur  de  la  fonction 
qui  est  partie  de  la  valeur  u^. 

Mais  ces  contradictions  ne  sont  rien  encore  :  dans  l'hypothèse  que 
voudraient  faire  admettre  MM.  Briot  et  Bouquet,  leur  énoncé  n'aurait 
plus  que  ce  sens:  «  Dès  que  la  fonction  qui  est  partie  de  la  valeur  u^  aura 
pu  prendre  deux  valeurs  distinctes,  elle  ne  sera  plus  représentée  par  la 
série,  qui  n'en  a  qu'une.  »  MM.  Briot  et  Bouquet  auraient-ils  écrit  vingt- 
neuf  pages  pour  aboutir  à  ce  résultat? 

Enfin  quel  non-sens  n'eût-ce  pas  étéf  en  1859,  de  parler  du  premier 
point  où  la  fonction  partie  de  zi^  aurait  pu  prendre  deux  valeurs»  quand 
on  ne  pouvait  suivre  les  variations  de  cette  fonction,  dans  un  intervalle 
si  restreint  qu'on  le  supposât. 

Je  passe  à  la  troisième  partie  du  Rapport. 

Je  ne  m'arrête  pas  à  c^te  phrase  :  «  On  voit  aisément  que  le  pro- 
blème se  ramène  à  celui-ci  :  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  etc.  » . 
Je  remercie  M.  Puiseux  de  vouloir  bien  constater  que  j'ai  démontré  le 
fait  assez  clairement  pour  m'être  fait  comprendre. 

Je  laisse  aussi  de  côté  cette  insinuation,  que  je  ne  me  serais  attaqué 
qu'à  des  équations  d'une  simplicité  exceptionnelle.  L'équation  du  fo- 
lium  y^  —  3axy  -{-  x^  =  0  suffisait  amplement  pour  montrer  que  la 
méthode  proposée  par  moi  existait  réellement,  et  il  faudrait  avoir 
beaucoup  de  temps  à  perdre  pour  s'amuser  à  en  traiter  de  plus  com- 
pliquées. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  de  cette  opinion  du  rapporteur,  que  la  so- 
lution du  problème  dépasse  les  forces  actuelles  de  l'Analyse,  alors 
qu'elle  a  été  ramenée  à  la  discussion  de  courbes  algébriques. 

J'arrive  à  la  plus  grave  des  questions  que  soulève  le  Rapport. 

C'est  en  d861  que  j'ai  développé,  dans  le  Journal  de  mathématiques ^ 
ma  méthode  pour  déterminer  le  point  d'arrêt  parmi  les  points  critiques. 
C'est  en  1861  que  j'ai  appliqué  cette  méthode  à  l'équation  du  foliurn. 
Depuis  1861,  MM.  Briot  et  Bouquet,  c'était  leur  droit,  ont  essayé  de 
résoudre  la  même  question  ;  ils  y  ont  .réussi,  à  ce  qu'il  paraît.  La  solu- 
tion qu'ils  vont  proposer  est  déjà  imprimée,  en  ce  sens  qu'ils  l'ont  en 
épreuves;  elle  sera  exacte,  je  l'admets  sans  difficulté.  Sera-t-elle  meilleure 
que  la  mienne?  C'est  ce  que  le  public  pourra  voir  quand  elle  lui  sera 
offerte  ;  mais  devait-elle  être  mise  en  parallèle  avec  la  mienne?  Le  rap- 
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porteur  delà  Commission  chargée  d^examiner  mon  Mémoire  ne  devait-il 
pas  se  borner  à  constater  le  progrès  accompli  par  moi? 

M.  Puiseux  dit  :  «  Pour  justifier  notre  manière  de  voir,  il  faudrait 
entrer  dans  des  développements  qui  donneraient  à  ce  Rapport  une 
étendue  exagérée.  »  L'Académie  pensera,  je  n'en  doute  pas,  qu'ùvan 
de  lui  soumetfre  les  conclusions  de  son  Rapport^  M,  Puiseux  eût  dû  poser 
la  question  dans  des  termes  moins  équivoques,  et  qu^il  eût  peut -être  bien 
fait  de  s^ abstenir  provisoirement  de  développements  qui  trouveront  mieux 
leur  emploi  lorsque  MM.  Briot  et  Bouquet  auront  publié  la  méthode  quiîs 
ont  imaginée. 

Quant  à  Vaide  prétendue  du  mode  de  représentation  ordinaire  de  la  va- 
riable Xj  on  comprendra  parfaitement  que,  pour  résoudre  une  question 
de  Tordre  de  celle  dont  il  s'agit,  il  faut  une  méthode,  et  que  cette  mé- 
thode ne  peut  pas  plus  consister  à  porter  b  y —  1  perpendiculairement 
à  a,  qu'à  le  porter  à  la  suite,  ou  sous  toute  autrb  inclinaison  ;  en  d'autres 
termes,  qu'un  mode  de  représentation  ne  constitue  pas  un  moyen  de 
solution. 

Il  n'existait  jusqu'ici  que  deux  méthodes  pour  suivre  la  marche  con- 
linue  d'une  fonction  :  celle  qu'on  peut  tirer  de  la  proposition  faite  au- 
trefois par  M.  Puiseux,  de  se  servir  pour  c^a  du  développement  même 
de  la  fonction,  par  la  série  de  Taylor,  et  celle  que  j'avais  adaptée  à  la 
recherche  du  point  d'arrêt,  laquelle  était  soumise  à  l'Académie. 

Il  en  existe  maintenant,  paraît-il,  une  troisième,  celle  que  MM.  Briot 
et  Bouquet  vont  publier. 

M.  Puiseux  s'est  fait  expliquer  cette  troisième  méthode,  il  en  avait 
sans  doute  le  droit,  mais  devait-il  la  faire  entrer  en  balance  ?  devait-il 
proposer  à  la  sanction  de  l'Académie  un  jugement  contradictoire  entre 
les  deux  méthodes?  devait-il  laisser  ignorer  à  l'Académie  qu'il  visait  t» 
petto  une  méthode  encore  inconnue?  devait-il  enfin  laisser  supposer 
que,  pour  faire  ce  que  j'avais  fait,  il  pût  suffire  de  l'aide  du  mode  de 
représentation  ordinaire  de  la  variable  x? 

Je  crois  que  l'Académie  informée  ne  le  pensera  pas. 
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Ma  réponse  à  M.  Puiseux,  par  suite  de  retards  successifs^  ne  parut  que 
dans  le  numéro  de  juin  1873  du  Journal  de  mathématiques. 

Je  m'étais  depuis  longtemps  remis  au  travail  pour  tâcher  de  sortir 
enûn  de  la  question  du  nombre  maximum  des  périodes  de  la  quadratrice 
d'une  courbe  de  degré  m  et  des  conditions  dans  lesquelles  elles  dispa- 
raissent. 

9 

J'ai  déjà  dit  que  j'avais  antérieurement  aux  vacances  de  1872  achevé 
la  discussion  de  l'intégrale  quadratrice  de  la  courbe  du  troisième  ordre 
ayant  un  point  double. 

Les  résultats  devant  être  indépendants  delà  figure  particulière  affectée 
par  la  courbe  en  discussion,  pourvu  que  cette  courbe  ne  présentât  au- 
cune circonstance  autre  que  celle  de  la  présence  d'un  point  double, 
j'avais  pris  au  hasard  une  équation  numérique,  eh  ayant  soin  seulement 
que  le  point  double  fût  un  point  isolé,  parce  que  les  faits  dans  ce  cas 
seraient  plus  simples,  et  que  les  trois  asymptotes  fussent  réelles,  aQn 
que  toutes  les  conjuguées  fussent  fermées,  sauf  les  trois  qui  auraient 
pour  caractéristiques  les  coeffi^cients  angulaires  des  trois  asymptotes, 
mais  qui  ne  constitueraient  que  des  cas  limites. 

La  courbe  réelle,  ayant  ses  trois  asymptotes,  se  composait  de  trois 
branches  analogues  aux  branches  d'une  hyperbole,  avec  cette  différence 
toutefois  que  chacune  des  trois  asymptotes  coupait  la  courbe  et  qu'au- 
delà  du  point  de  rencontre,  la  branche  correspondante  présentait  un 
point  d'inflexion. 

Deux  tangentes  parallèles,  menées  à  deux  des  trois  branches  de  la 
courbe  réelle,  comprenaient  une  conjuguée  en  forme  de  huit,  dont  les 
deux  boucles  se  coupaient  au  point  double  du  lieu  ;  et  la  différence  des 
aires  des  deux  boucles  d^un  même  huit  formait  une  des  périodes  de  l'in- 
tégrale quadratrice. 

Mais  les  aires  des  trois  huit  devaient  évidemment  être  telles  que  l'une 
des  trois  fût  la  somme  des  deux  autres.  Car  lorsque  les  limites  4'une 

intégrale    i  ydx  sont  données  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  par  rapport 

à  y,  les  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  cette  intégrale  ne  peuvent  plus 
différer  les  unes  des  autres  que  par  quelques  périodes.  Or,  la  partie  ima- 
ginaire de  la  valeur  de  l'intégrale  prise  d'un  point  dé  l'une  des  branches 
réelles  à  unpoint  d'une  autre  serait  indiil^remment  ou  la  demi-aire  du 
huit  compris  entre  ces  deux  brancfies,  si  le  point  [ar,^]se  rendait  directe- 
ment de  Tune  à  l'autre^  ou  la  somme  des  demi-aires  des  deux  autres 


ïï 


—  270  — 

hutty  si  l'on  supposait  que  le  point  [x,  y]  se  rendît  de  la  première  bran- 
che à  la  troisième,  et  ensuite  de  celle-ci  à  ]a  seconde. 

Les  trois  périodes  observées  n'en  faisaient  donc  en  réalité  que  deux 
et,  en  rétablissant  celle  qui  s'était  annulée  lors  de  la  formation  du  point 

double,  on  en  trouvait  trois,  ce  qui  s'accordait  avecla  formule  . 

z 

Mais,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  j'avais  antérieurement  trouvé  celle  for- 
mule en  défaut  :  ainsi,  sans  sortir  du  troisième  degré,  la  cissoide,  la 
strophoïde  et  d'autres  courbes  connues  n'accusaient  même  plus  la  pré- 
sence que  d'une  seule  période. 

A  quoi  pouvait  tenir  cette  différence? 

Sans  doute  les  deux  périodes  restantes  étaient  dans  ces  cas  particuliers 
devenues  égales,  ce  qui  faisait  qu'il  n'en  restait  qu'une,  mais  à  quelle 
cause  fallait-il  attribuer  cette  circonstance? 

Je  n'avais  pas  songé  jusque-là  à  considérer  spécialement  les  conju- 
guées dont  les  caractéristiques  seraient  les  coefficients  angulaires  des 
asymptotes,  parce  que  ces  conjuguées,  en  continuité  avec  les  autres, 
ne  semblaient  constituer  que  des  cas  particuliers,  sans  autre  caractère 
spécial  qu'une  forme  exceptionnelle,  capable  seulement  d'introduire  des 
difficultés  d'interprétation. 

En  examinant  de  plus  près  la  figure  composée  de  la  courbe  réelle  et 
du  système  de  ses  conjuguées,  je  fus  frappé  d'un  fait  particulier  qui 
devait  jeter  un  jour  tout  nouveau  sur  la  question  :  si  la  caraclérislique 
d'une  conjuguée  prenait  une  valeur  comprise  entre  le  coefficient  angu- 
laire d'une  des  trois  asymptotes  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente au  point  d'inflexion  de  la  branche  correspondante,  on  pouvait 
mener  à  la  courbe  quatre  tangentes  distinctes  ayant  pour  coefficient 
angulaire  cette  caractéristique.  Deux  de  ces  tangentes  comprenaient 
bien  toujours  entre  elles  un  huit  dont  les  deux  boucles  se  coupaient  en- 
core au  point  double  du  lieu.  Mais  les  deux  autres  tangentes  compre- 
naient entre  eUes  un  anneau  fermé,  ayant  la  figure  d'une  ellipse  et  qui, 
lorsque  la  caractéristique  de  la  conjuguée  tendait  à  se  rapprocher  du 
coefficient  angulaire  de  l'asymptote,  tendait  elle-même  à  s'allonger  in- 
définiment, en  s'aplatissant,  de  plus  en  plus,  de  manière  à  se  confondre 
enfin  avec  l'asymptote  en  question. 

D'ailleurs  lorsque  la  caractéristique  de  la  conjuguée  passait  d'une 
valeur  un  peu  inférieure  au  coelficient  angulaire  d'une  des  asymptotes 
à  une  valeur  un  peu  supérieure  ou  inversement,  cette  conjuguée,  d'a- 
bord composée  d'un  seul  huit,  se  décomposait  aussitôt  en  deux  parties, 
un  huit  nouveau -et  la  courbe  en  forme  d'eliipse,  séparée  du  huit  par 
une  distance  finie.  L'aire  représentative  d'une  période  se  décomposait 
en  deux  aires  séparées. 

Or  Taire  de  la  courbe  en  forme  d'ellipse  était  certainement  différente 


i- 
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de  zéro  et  (détail  aussi  certainement  l'une  des  périodes  de  l'intégrale. 
D'un  autre  côté  la  différence  des  aires  des  deux  branches  du  huii^  avant 
la  séparation  de  l'anneau,  constituait  nécessairement  la  même  période  ; 
les  deux  boucles  de  ce  huit,  après  la  séparation,  devaient  donc  avoir 
même  aire. 

Ainsi  il  n'y  avait  d'autres  périodes  que  les  produits  par  y  —  1  des 
aires  des  trois  anneaux  en  forme  d'ellipse  et  l'aire  totale  de  chaque 
/mtV,  une  fois  la  séparation  faite,  devenait  nulle. 

Mais  s'il  en  était  ainsi,  les  aires  des  trois  anneaux  en  forme  d*ellipse 
devaient  remplir  la  condition  déjà  reconnue  entre  les  aires  des  trois 
huit,  que  Tune  fût  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres. 

La  théorie  des  résidus,  que  j'avais  été  amené  à  refaire,  comme  je  Tai 
dit  plus  haut,  me  fournit  immédiatement  les  moyens  d'obtenir  cette 
importante  vérification. 

La  courbe  du  troisième  degré  rapportée  à  son  point  double  pris  pour 
origine  et  à  des  parallèles  à  deux  de  ses  asymptotes  est  représentée 
par  l'équation 

ou 

(A^  -f  C)y«  +  {Bx"  +  Dx)y  +  Ex«  =  0  ; 

si  l'on  posait  z  =  {Ax  +  C)  y,  il  en  résulterait 

-] ;-  Z  -\-  liXi^  =  0 


Ax+C    '      Aa?4-C 

ou 

s*  +  (Bx«  +  Dx) 2  +  Ex'  {\x-\-  C)  =  0. 

Si  Ton  ne  donnait  à  x  que  des  valeurs  infiniment  peu  différentes  de 

C 
l'abscisse  —  -de  Tasymptote  parallèle  à  l'axe  des  y,  l'une  des  racines  de 

A 

l'équation  en    z  serait  nulle  et  l'autre  égale  à  —  {fix^  +  ^  a)  ;  la  va- 
leur de  y  correspondant  à  cette  dernière  était  donc 

_      Bx*  +  Dx 

y—  Ax+G  • 

Ainsi,  dans  les  environs  de  son  asymptote,  la  coarbe  se  confondait  avec 
l'hyperbole  du  second  degré 

_      B  AD  — BG   ,   C(AD  — BC) 

y_--x-       _^,       "Ta»  (Ax  +  G)' 
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Ses  conjuguées,  par  conséquent,  se  confondaient  avec  les  conjuguées  de 
cette  hyperbole  et  Taire  constante  d'une  de  ces  ellipses  étant 

C  (AD  --  BC) 

2« ji , 

Tune  des  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  du  troisième  degré 
éUit 

^  A* 

Cette  quantité  devant  rester  une  des  périodes  de  la  quadratrice  de  la 
courbe  proposée,  quels  que  fussent  les  axes  auxquels  elle  vint  à  être  rap- 
portée, je  lui  donnai  le  nom  de  résidu  relatif  à  Tasymptote  correspon- 
dante. 

On  trouvait  de  la  même  manière,  pour  le  résidu  relatif  à  Tasymplote 
parallèle  à  Taxe  des  x, 


,,^-EiB^_AE) 


B' 

H  restait  à  exprimer  le  résidu  relatif  à  la  troisième  asymptote,  dont  le 

coefficient  angulaire  était  —  -7  .  Or  si  Ton  rapportait  la  courbe  à  une 

parallèle  à  cette  asymptote,  menée  par  l'origine,  et  à  Tancien  axe  des 
x,  les  formulés  de  transformation  seraient 


Xr=zx  — 


v/a'  +  B* 
et 


^y=T=^y'; 


la  nouvelle  équation  de  la  courbe  serait  en  conséquence 

Bv 


i  /  A  \      BV      ,    „  /  A  \*        1 


c'est-à-dire, 

AB«  ,   ,  B*  ,     ,  BD  — 2AE        ,  CB«— DAB+EA»  , 

A«  +  B'    -^  ^^A'+B'  ^      Va'H-B'  A'  +  B'         •/ 

+  Ex»  =  0, 
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r         AB'  CB*  —  DAB  +  EAH    , 

L     A'  +  B»^  A»  +  B>  J^ 

BV+(BD— 2AE)x 

+  Ea;»  =  0. 

Le  résidu  relatif  à  l'asymptote  dirigée  actuellement  suivant  l'axe  des  y 
serait  donc,  si  les  axes  étaient  restés  rectangulaires  : 

—  DAB  +  EA' 


r     /CB»  —  DAB  +  EA»\    ,    „„       ^.    T  CB» 

BM -T—^ )  +  BD— 2AE     

«    /— :  L    V  AB'  y  ^ J  AB 

ou 


^    , — 7  (CB«  -  EA»)  (GB*  4.  EA»  —  DAB)  y/A*  +  B» 

W-  i  ^ -^, ; 

mais  les  axes  faisant  actuellement  entre  eux  un  angle  ayant  pour  tangente 

B  B 

—  -,  il  fallait  multiplier  l'expression  précédente  par  y  ,       ■  ce  qui 

donnait 

^  r—  CB*  —  E'A*  —  DCAB'  +  DEBA» 
2icy-«l ^^5g5 . 

Or  cette  expression  est  précisément  la  différence  entre 


BG*  —  DAG        .     ^     / — :  AE«  —  DEB 


â^^_i X^ et    2itv-i  ^3 

Ainsi,  comme  on  l'avait  prévu,  les  trois  périodes  se  réduisaient  â  deux* 
Gette  théorie  donnait  Texplication  immédiate  d'une  des  particula- 
rités qui  m'avaient  frappé  auparavant  et  dont  je  n'avais  pu  me  rendre 
compte  :  si  l'un  des  trois  résidus  était  nul,  les  deux  autres  seraient 
égaux  et  la  quadratrice  n'aurait  plus  qu'une  période.  Ëtait-ce  donc  le 
cas  de  la  cissoïde,  de  la  strophoïde  ? 

Pour  éclaircir  la  question,  il  ne  s'agissait  que  desavoir  à  quelle  condi- 
tion un  résidu  s'annulait.  Or  si  AD  —  BG  était  nul  kx  +  G  était  facteur 
commun  des  termes  en  y'  et  en  y, 

y«  [kx  +  C)    et    X  (Ba:  +  D)  y, 
m  P.  18 
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Q 

alors  réquatioD,  pour  2:  =  —  -- ,  ne  fournissait  plus  de  valeur  finie  pour 

A 

y  ;  c'est-à-dire  que  Tasymptote  x  = rencontrait  la  courbe  en 

A 

trois  points  situés  à  l'infini.  La  réciproque  était  d'ailleurs  évidente. 

Ainsi  le  résidu  relatif  à  une  asymptote  s'anuulait  lorsque  cette 
asymptote  coupait  la  courbe  en  trois  points  situés  à  l'infini  et  récipro- 
quement. 

Or,  précisément  la  cissoïde 


^      y  x—^a 


et  la  stropholde 


^       x\2a  —  x 


sont  coupées  par  leurs  asymptotes  or  =  2a  en  trois  points  à  l'infini. 

Tous  les  résultats  s'accordaient  donc  merveilleusement. 

Mais  cette  même  théorie  devait  me  faire  éprouver  une  satisfaction 
encore  plus  grande,  parce  qu'elle  permettait  de  prévoir  que  si  les  rési- 
dus relatifs  à  deux  asymptotes  étaient  nuls,  et  par  suite,  le  résidu  relatif 
à  la  troisième,  la  courbe  devrait  être  quarrable  algébriquement. 

La  vérification ,  qui  était  du  reste  facile  à  obtenir ,  marcha  à 
souhait. 

L'équation 

Axy«  4-  Ba;«y  -f  Cy«  -f  Dxy  +  Ejr«  =  0, 

si  l'on  supposait  nul  le  résidu  relatif  à  l'asymptote  â?  ==  —  7-  donnait 

A 


^  -4-  i  /b* 


E 


Ax-fC 


et  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y,  c'est-à-dire 
à  l'asymptote  considérée,  devenait  rectiligne. 
Les  deux  autres  asymptotes  étaient,  dans  ce  cas, 

B       ,    E       .  E 

elles  se  coupaient  sur  le  diamètre  précédent,  comme  cela  devait  être, 
de  sorte  que  ce  diamètre  était  une  des  médianes  du  triangle  formé  par 
les  trois  asymptotes* 


■^ 


ï\ 
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Mais,  par  une  raison  évidente  de  symétrie,  ce  môme  diamètre  devait 
passer  par  le  point  double. 

La  courbe  quarrable  du  troisième  ordre  devrait  donc  avoir  pour  dia- 
mètres les  trois  médianes  du  triangle  formé  parles  trois  asymptotes,  et 
le  point  double  serait  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle. 

Il  ne  s'agissait  plus  que  de  vérifier  ces  prévisions. 

Or,  en  prenant  pour  axe  des  x,  Tune  des  médianes^  pour  origine  le 
point  double,  pour  axe  des  y  la  parallèle  à  la  base  du  triangle  corres- 
pondant à  la  médiane  prise  pour  axe  des  or,  et,  en  désignant  d'ailleurs 
par  3m  la  médiane  considérée  et  par  3a  la  base  correspondante  du 
triangle,  on  trouvait  aisément,  pour  équation  de  la  courbe  cherchée, 


ax  A  Jx  -\-  Zm  ^ 

^  *""       2m  V  3:  — m  ' 


et  Taire  de  cette  courbe  s'exprimait  en  effet  algébriquement  par 

o  (x  4"  3m) 


4m 


i/(^  +  3m)  {x  —  m). 


La  discussion  de  la  quadratrice  de  la  courbe  du  troisième  ordre, 
pourvue  d'un  point  double,  étant  ainsi  complétée,  il  ne  restait  qu'à 
passer  au  cas  où  la  courbe  ne  présenterait  plus  aucune  particularité. 

Mais  en  rétablissant  dans  l'équation  les  termes  du  premier  degré  et 
le  terme  constant,  on  n'altérait  en  rien  les  résidus  relatifs  aux  trois 
asymptotes,  qui,  par  conséquent,  restaient  toujours  liés  entre  eux  par 
la  relation 


w"  =  dz  to)  db  co'; 


d'un  autre  côté,  ces  résidus  constituaient  toujours  deux  périodes  de 
la  quadratrice  de  la  courbe.  Ainsi  la  courbe  la  plus  générale  du  troi- 
sième ordre  avait  deux  périodes  réductibles  à  la  forme 


7c  ^ — \   (r-|-r'\/  —  i)  9 

et  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  périodes  cycliques.  Mais  il  restait 
à  constituer  la  théorie  des  périodes  ultra- cycliques. 

Pour  étudier  le  cas  d'une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre, 
il  suffisait  de  supposer  quelles  éléments  de  la  courbe  pourvue  d'un 
point  double,  eussent  varié  de  quantités  infiniment  petites,  ce  qui  dis- 
penserait de  toute  discussion  nouvelle. 

Le  point  isolé,  qu'on  avait  précédemment  considéré,  deviendrait  un 
anneau  presque  évanouissant,  et  son  aire  serait  une  nouvelle  période, 
celle-là  réelle. 

D'ailleurs,  à  des  différences  près  infiniment  petites,  la  courbe  se  com- 
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poserait  toujours,  outre  cet  anneau,  des  mêmes  branches  qu'on  avait 
construites  précédemment,  pourvues  des  mêmes  asymptotes  et  présen- 
tant les  mômes  points  d'inflexion. 

Toutefois,  les  trois  systèmes  de  conjuguées  en  forme  de  huit,  sans  se 
déformer  qu'infiniment  peu,  auraient  subi  une  modification  capitale  en 
ce  que  chaque  huit  se  décomposerait  maintenant  en  deux  anneaux  com- 
pris chacun  entre  l'anneau  réel  presque  évanouissant,  qui  aurait  rem- 
placé le  point  double,  et  Tune  des  trois  branches  indéfinies  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  précédent,  la  boucle  d'un  /mit  ne  se  fermant  que  par  un 
point  anguleux,  cette  boucle  ne  pouvait  pas  être  parcourue  d'un  mou- 
vement continu  et  l'aire  qu'elle  enfermait  ne  pouvait  pas  constituer  une 
des  périodes  de  la  quadratricé.  Dans  le  cas  actuel,  au  contraire,  l'aire 
d'un  anneau  imaginaire,  substitué  à  une  boucle  d*un  des  huit,  fourni- 
rait une  période  de  la  quadratricé. 

Dans  le  cas  précédent^  l'une  des  périodes  de  la  quadratricé  était  cons- 
tituée soit  par  la  difiérence,  afl*ectée  du  signe  V--1,  des  aires  des  bou- 
cles d'un  des  huitj  avant  la  séparation  de  l'anneau  presque  elliptique 
qui  devait  tendre  à  se  confondre  avec  Tune  des  asymptotes,  lorsque  la 
caractéristique  de  la  conjuguée  tendrait  vers  le  coefficient  angulaire 
de  cette  asymptote,  soit  par  l'aire  même  de  cet  anneau  presque  ellip- 
tique, affectée  dû  signe  y — !•  Dans  le  cas  actuel  la  différence  affectée 

du  signe  \/ —  1  des  aires  de  deux  anneaux  imaginaires  serait  toujours 
un  des  trois  résidus,  mais  l'aire  d'un  anneau  constituerait  une  nouvelle 
période  imaginaire,  appartenant  à  une  classe  toute  différente  de  celle 
des  résidus. 

Les  aires  des  anneaux  compris  respectivement  entre  Tanneau  réel, 
presque  évanouissant,  et  les  trois  branches  indéfinies  de  la  courbe,  ne 
différant  d'ailleurs,  d'un  groupe  à  l'autre,  que  par  un  des  résidus^  ne 
fourniraient  qu'une  nouvelle  période  imaginaire. 

Mais  il  résultait  de  ces  observations  la  constatation  d'un  fait  tout  nou- 
veau: la  formation  d'un  point  double  n'avait  pas  amené  seulement  la 
suppression  d'une  période,  par  annulation,  elle  en  avait  en  même  temps 
fait  disparaître  une  autre  par  la  fusion  de  deux  d'entre  elles,  jusque-là 
distinctes,  sous  une  figure  où  leur  différence  seule  restait  perceptible. 

Ainsi  dans  le  cas,  au  moins,  du  troisième  degré,  la  formation  d'un 
point  double  amenait  la  suppression  de  deux  périodes,  et  ces  deux  pé- 
riodes étaient  précisément  celles  qui  sortaient  de  la  classe  des  périodes 
cyclique  i 

La  quadratricé  de  la  courbe  la  plus  générale  du  troisième  ordre  devait 
donc  avoir  quatre  périodes  dont  deux  cycliques  et  deux  d^ordre  supé- 
rieur. De  sorte  que  la  formule  de  M.  Jordan  se  trouvait  exacte,  pour  le 
troisième  ordre* 
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La  théorie  des  quadratrices  des  courbes  du  troisième  ordre  étant  ainsi 
achevée,  je  me  disposais  à  reprendre,  pour  la  compléter,  celle  que 
j'avais  déjà  ébauchée  pour  les  courbes  du  quatrième  ordre, 'mais  je 
m'aperçus  aisément  qu'il  suffirait  de  peu  d'efforts  pour  étendre  aux 
courbes  de  tous  les  degrés  celle  que  je  venais  de  terminer  pour  les 
courbes  du  troisième  ordre. 

La  remarque  relative  à  la  réduction  de  deux  unités  dans  le  nombre 
des  périodes  ultra- cycliques,  par  la  formation  d'un  point  double,  était 
en  efTet  évidemment  générale.  Il  ne  restait  donc  à  constituer  que  la 
théorie  générale  des  résidus,  ou  périodes  cycliques. 

Le  résidu  relatif  à  une  asymptote  supposée  parallèle  à  l'axe  des  y^ 
s'obtenait  aussi  simplement  pour  une  courbe  quelconque  que  pour  une 
courbe  du  troisième  degré,  et  d'un  autre  côté,  il  était  aisé  de  voir  que 
le  résidu  s'annulait  toujours,  lorsque  l'asymptote  coupait  la  courbe  en 
trois  points  situés  à  l'infini. 

Toutefois  il  s'agissait  de  savoir  si  les  résidus  relatifs  aux  m  asymptotes 
restaient  liés  entre  eux  par  la  relation  que  j'avais  constatée  dans  le 
troisième  degré. 

La  transformation  que  j'avais  fait  subir  à  la  condition  pour  qu'un  ré- 
sidu fût  nul  me  le  permit  aisément,  parce  qu'il  n'était  plus  nécessaire 
de  faire  la  somme  de  tous  les  résidus,  la  question  se  réduisant  à  savoir 
si  toutes  les  asymptotes,  moins  l'une  d'elles,  coupant  la  courbe  en  trois 
points  situés  à  l'infini,  il  pouvait  n'en  être  pas  de  même  de  la  dernière. 
Or,  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  étant  mis  sous  la 
forme  du  produit  des  premiers  membres  des  équations  des  m  asymp- 
totes, augmenté  d'un  polynôme  de  degré  (m —  2),  il  était  clair  que  si  la 
partie  homogène  de  degré  (m  —  21}  de  ce  polynôme  était  annulée  par 

y 

les  substitutions  à  -  des  coefficients  angulaires  de  (m  —  1)  des  asymp- 
totes, elle  se  réduirait  identiquement  à  zéro  ;  et  serait  par  suite  annulée 
par  la  substitution  au  même  rapport  ~  du  coefficient  angulaire  de  la 
i^ièmo  asymptote. 
Les  conclusions,  dès  lors,  se  présentaient  d'elles-mêmes  : 
Si  une  courbe  de  degré  m  dégénérait  en  un  faisceau  de  m  droites, 
elle  présenterait points  doubles ,   les  résidus  relatifs  aux 

m  asymptotes  seraient  nuls  et  les  coefficients  rempliraient 


conditions. 


^ 
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Si  celles  de  ces  conditions  qui  exprimaient  que  les  m  résidus  fussent 

nuls,  cessaient  d'être  satisfaites,  il  en  resterait  — ^—5 -'  —  m  -f  1  ou 

(m — i)(m  —  2) 

T ,  qui  correspondraient  encore  à  la  présence  d'autant  de 

points  doubles  et  la  courbe  serait  redevenue  irréductible. 
Le  nombre  maximum  de  points  doubles  d'une  courbe  de  degré  m  était 

donc -^ ,  et  là  formation  de  chacun  de  ces  points  doubles 

entraînait  la  disparition  de  deux  périodes  ultra-cycliques,  de  sorte 
qu'il  pouvait  y  avoir  (m —  \){m —  2)  périodes  ultra-cycliques. 

D'un  autre  côté,  il  pouvait  exister  (m— ^1)  périodes  cycliques;  le 
nombre  maximum  des  périodes  était  donc 

(m  — 1)8. 

Je  venais  d'achever  cette  théorie  quelque  temps  avant  la  présentation 
par  M.  Puiseux,  de  son  rapport.  Je  la  donnai  par  extraits  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  sciences,  à  partir  de  la  séance  qui  suivit  la 
lecture  de  ce  rapport.  Elle  constituait  une  première  réponse  à  la  sen- 
tence que  le  rapporteur  venait  de  prononcer  contre  ma  méthode. 

Je  ne  donnerai  pas  ici  ces  extraits,  parce  qu'ils  reproduisaient  le  mé- 
moire à  peu  près  m  extenso.  Us  correspondent  aux  séances  des  24  mars, 
7  et  14  avril  1873. 

On  vient  de  voir  que  je  m'étais  d'abord  contenté  de  constater  que  si 
les  résidus  relatifs  à  (m  —  1)  des  asymptotes  d'une  courbe  de  degré  m 
étaient  nuls,  le  m"""*  devait  l'être  aussi.  Il  restait  à  reconnaître  la  rela- 
tion qui  devait  lier  entre  eux  les  m  résidus.  J^ai  comblé  cette  lacune 
pendant  l'impression  du  second  volume.  On  constate  aisément  que  la 
somme  des  m  résidus  est  toujours  nulle. 
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M.  Bonnet  avait  plus 'ou  moins  partagé  les  préventions  avec  les- 
quelles on  avait  accueilli  mes  premiers  travaux,  la  façon  dont  il  m'avait 
reçu  en  4865  le  prouve  suffisamment.  Je  crois  qu'il  pensait  bien  en 
1872,  lorsque  je  lui  reparlai  de  mon  Mémoire  sur  la  série  deTaylor^  que 
j'allais  faire  une  pauvre  figure  en  face  de  M.Puiseux.  Mais  il  ne  m'avait, 
du  moins,  jamais  témoigné  une  marquante  hostilité,  de  sorte  que  mes 
relations  avec  lui  étaient  restées  amicales. 

Sa  nomination  à  la  place  de  directeur  des  études  à  TÉcole  me  donna 
de  plus  fréquentes  occasions  de  l'entretenir  et  je  le  tins  au  courant  de 
mes  conversations  avec  M.  Puiscux.  Le  peu  que  je  lui  en  disais  d'abord 
me  paraissant  modifier  insensiblement  son  opinion  à  mon  égard,  j'étais 
de  plus  en  plus  explicite  et,  peu  à  peu,  nous  en  vînmes  à  parler  de  mes 
autres  mémoires,  dont  il  voulut  bien  lire  avec  moi  les  extraits,  qui  ve- 
naient de  paraître  dans  les  Comptes  rendus.  Cette  lecture  l'impressionna 
assez  favorablement  pour  que  je  pusse  compter  de  sa  part  sur  une  sin- 
cère amitié  qui  m'est  très- précieuse,  dont  il  me  donna  presque  immé- 
diatement des  preuves,  à  l'occasion  du  rapport  de  M,  Puiseux  et  dont  il 
ne  s'est  pas  départi  depuis. 

Une  de  nos  conversations  m'amena  un  jour  à  lui  écrire  : 

24  avril  1873. 

<(  Mon  cher  ami,  tu  me  disais  ces  jours-ci,  avec  juste  raison^  et  je  te 
remercie  du  sentiment  qui  t'inspirait,  que  le  sort  de  mes  idées  devien- 
drait tout  autre  si  quelques  géomètres,  commençant  à  s'en  inspirer, 
cherchaient  dans  la  voie  que  j'ai  ouverte,  l'origine  de  nouveaux  travaux. 
Je  t'ai  répondu  que  je  ne  l'eusse  pas  désiré  jusqu'ici,  parce  que  j'aimais 
à  travailler  tranquillement  ;  à  ne  produire  qu'à  mon  heure,  lorsque  j'é- 
tais parvenu,  par  le  chemin  le  plus  direct,  à  l'expression  la  plus  simple 
et  la  plus  claire  de  la  loi  du  phénomène  qui  m'occupait,  et  que  la  prise 
de  possession,  par  des  étrangers,  du  champ  que  j'avais  défriché  n'aurait 
pu  m'ètre  que  très-désagréable. 

«  A  la  vérité,  maintenant  que  j'ai  conduit  à  bien  à  peu  près  toutes  les 
recherches  que  comportait  le  cadre  de  mes  travaux,  je  ne  demanderais 
pas  mieux  que  de  me  voir  arriver  des  disciples. 

((  Mais  je  ne  partage  pas  absolument  ta  manière  obligeante  de  voir, 
à  l'égard  de  la  nécessité  pour  moi  qu'il  s'en  produise. 

c  Tu  ne  fais  pas  assez  attention  que  j'ai  établi,  à  peu  près  sur  toutes 
les  routes  du  progrès,  des  barrages  tels  que,  si  la  conspiration  du  silence, 
qui  se  perpétue  contre  moi  depuis  trente  ans,  doit  se  maintenir,  il  n'y 
aura  plus  guère  moyen  d'avancer. 


iaiu  doute  on  poorra  continuer  quelque  temps  encore  à  ensei^Der 
bsurdîtés  au  sujet  de  la  condition  de  convergence  du  développe- 
:  suivant  la  série  de  Taylor,  d'une  fonclion  d'une  seule  variable,  mais 
d  on  voudra,  et  il  faudra  bien  qu'on  le  veuille,  autrement  le  pu- 
nterviendrait,  en  venir  à  exposer  une  théorie  acceptable,  il  faudra 
que  l'on  cesse  de  me  passer  sous  silence. 

<i  l'on  veut  enseigner  les  conditions  de  convergence  du  développe- 
suivant  la  série  de  Taylor  d'une  fonction  de  deux  ou  plusieurs  va- 
is, il  faudra  bien  que  l'on  me  cite. 

In  ne  laissera  pas  toujours  la  ttiéorie  des  intégrales  doubles  dam 
où  elle  se  trouvait  en  1840,  et  il  faudra  bien  alors  que  j'intervienne. 
Hnfln  on  ne  laissera  pas  dans  l'état  où  je  l'ai  trouvée  la  théorie  des 
raies  d'origine  algébrique,  puisque  l'on  peut  maintenant  enseigner 
auditions  sous  lesquelles  la  quadratrice  d'une  courbe  de  degré 
Kinque  est  algébrique. 

N'ayant  plus  guère  que  cela  à  faire,  je  vais  employer  tous  mes 
ts  à  répandre  mes  idées  et  tu  sais  que  je  suis  tenace. 
Tu  ne  dois  pas  douter,  je  pense,  que  la  lumière  ne  se  fasse  bientût, 
ne  penses-tu  pas  qu'il  vaudrait  mieux  que  les  progrès  Jl  réaliser 
l'enseignement  de  l'analyse  à  l'École,  résultassent  de  l'action  ro- 
ire  des  directeurs  de  l'École,  que  d'une  pression  extérieure? 
Je  crois  que  si  tu  réfléchis  à  cette  question  tu  n'hésiteras  pas, 
autre  cAté  il  y  aurait  si  peu  à  faire  pour  obtenir  des  résultats  im- 
mts  que  je  pense  que  tu  ne  reculeras  pas  devant  l'urgence  de 
dre  un  parti.  » 

rsque  parut  ma  réponse  k  M.  Puiseux,  je  trouvai  à  M.  Bonnet  l'air 
errasse  et  mécontent.  Je  lui  écrivis  : 


Mon  cher  ami,  je  n'ai  au  premier  moment  rien  compris  à  ce  que 
l'as  dit  au  sujet  de  mes  observations  sur  le  rapport  de  Puiseux. 
Après  réflexion,  il  me  semble  apercevoir  que  tu  as  quelque  chose 
e  cœur. 

Comme  il  eût  été  tout  à  fait  contraire  à  mes  intentions  de  te  déso- 
ir, je  demande  à  m'expliquer. 

Et  d'abord,  comme  je  t&l'ai  dit,  si  l'audition  du  rapport  m'avait 
u  près  satisfait,  cela  tient  d'abord  à  ce  que  je  n'en  avais  pas  bieu 
ndu  les  dernières  phrases,  ensuite  k  ce  que,  étranger  aux  usages  de 
idémie,  j'ignorais  que  ce  qui  venait  de  m'dtre  voté  était  le  o»*- 
m  minimorum  ;  en&n,  à  ce  que  je  n'avais  pas  remarqué  que  les 
srciements   qui  m'étatenl   votés  se  rapportaient   exeàmvemtnl  i 
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la  variante  proposée  par  moi  dans  la  définition  des  points  critiques. 

«  J'avais  bien  remarqué  que  le  rapport  insistait  sur  ce  qu'on  pou- 
vait déterminer  plas  facilement  que  je  ne  l'ai  fait,  (j'ignore  encore 
comment  et  toi  aussi),  lé  véritable  point  d'arrêt,  parmi  les  points  cri- 
tiqueSy  mais  je  n'avais  pas  remarqué  que  les  conclusions  ne  visaient 
même  pas  les  résultats  que  j'avais  obtenus  à  cet  égard. 

a  La  lecture  du  rapport  a  changé  entièrement  mes  impressions,  cela 
devait  être.  D'un  autre  côté,  je  n'étais  engagé  à  rien,  puisqu'aprës 
t'avoir  d'abord  prié,  un  peu  précipitamment,  de  remercier  M.  Puiseux  de 
ma  part,  je  t'avais  dit  ensuite  que  je  lui  écrirais  moi-même. 
.  c(  Ma  manière  de  voir  ayant  changé  et  tous  mes  amis,  mes  fils  sur- 
tout, m'engagcant  fortement  à  ne  pas  me  laisser  égorger  comme  un 
mouton,  je  me  suis  décidé  à  répondre. 

{(  Dans  celte  disposition  d'esprit,  et  la  question  me  paraissant  être 
exclusivement  entre  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet,  d'une  part,  et 
moi ,  de  l'autre,  j'avoue  que  je  n'ai  pas  songé  un  instant  à  loi,  que 
l'aiTaire  me  semblait  ne  regarder  en  rien. 

a  Je  crois  voir  dans  ce  que  tu  m'as  dit  que  telle  ne  serait  pas  ton  ap- 
préciation. 

a  Si  je  t'ai  blessé,  c'est  assurément  sans  le  vouloir,  mais  examinons. 

«  Tout  le  monde  sait  qu'il  est  dans  les  usages  que  l'auteur  s'entende 
comme  il  peut  avec  le  rapporteur,  et  que  les  commissaires  n'intervien- 
nent généralement  que  pour  signer.  Ta  responsabilité  ne  me  semble 
donc  aucunement  engagée  devant  le  public. 

«  Je  vais  plus  loin.  Tu  as  essayé  de  me  protéger,  je  t'en  suis  très- 
reconnaissant,  mais  lu  n'y  es  pas  parvenu,  et  de  fait  tu  ne  pouvais  pas 
y  parvenir,  parce  que  si  tu  avais  voulu  faire  dire  à  M.  Puiseux  le  con- 
traire de  ce  qu'il  avait  résolu  de  dire,  il  aurait  tout  simplement  déchiré 
son  rapport. 

c(  Tels  sont  les  faits.  Tu  as  voulu  me  protéger  et  tu  ne  Tas  pas  pu,  ou 
du  moins  tu  n'y  as  réussi  que  très-imparfaitement 

«  Ëh  bieni  je  m'adresse  sans  crainte  à  tes  sentiments.  Serait-il  juste, 
pour  des  motifs  de  susceptibilité,  non  fondés  en  fait,  de  me  reprocher  de 
m'être  protégé  moi-même?  L'intérêt  que  j'y  avais  peut-il  entrer  en 
balance  avec  celui,  très-détourné,  que  tu  aurais  pu  avoir  à  mon  silence? 
Je  ne  le  crois  pas  et  j  e  pense  qu'en  y  réfléchissant  lu  j  ageras  qu'après  tout, 
ayant  fait  ce  que  tu  avais  pu  et  n'ayant  pas  réussi,  tu  n'as  pas  à  le 
préoccuper  de  la  manière  dont  j'ai  cru  devoir  intervenir  ensuite.  » 

Je  reçus  vers  celte  époque,  de  M.  Angelo  Genocchi,  professeur  de 
mathématiques  à  l'Université  de  Turin,  la  note  suivante  extraite  du 
Bulletin  de  Biographie  et  d'Histoire  des  sciences  matkématiqites  et  phy^ 
siques,  qui  se  publie  à  Rome  : 
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BiGHTAHO  A  FAVORE  Di  Fëlice  Chiô  ,  pev  Atigelo  Genocchi^  professort 

di  matematica  nella  R,  Università  di  Torino, 


Neir  adunanza  del  10  marzo  1873  Tillustre  geometra  signor  Puiseux 
leggeva  air  Accademia  délie  Scienze  di  Parigi  una  Relazione  intomo  a 
due  Memorie  del  signor  Massimiliano  Marie  in  oui  si  cerca  di  determi- 
nare  la  régime  di  convergenza  délia  série  di  Taylor ,  e  che  ora  sono 
stampate  nel  giornale  del  Liouville,  2'  série,  tom.  XYIII,  pag.  53-100(1). 
Il  dotto  Relatore  proponeva  ail'  Accademia  «  de  remercier  M.  Marie  de 
((  ses  Communications,  dans  lesquelles  il  insiste  avec  raison  sur  des 
«  distinctions  qui  n'avaient  pas  été  faites  avec  assez  de  précision  (2).  n 

Tali  distinzioni  sono  indicate  come  segue  dallo  stesso  signor  Marie 
nel  preambolo  délia  sua  prima  Memoria  :  «  J'ai  établi  dans  un  Mémoire 
«  quia  paru  en  1861  dans  le  Journal  de  mathématiques  pures  et  appli* 
((  quées,  que  les  points  où  peut  être  limitée  la  région  de  convergence 
(c  de  la  série  suivant  laquelle  se  développe,  d'après  la  formule  de  Taylor, 
a  une  fonction  y,  explicite  ou  implicite,  sont  exclusivement  ceux  où 
«  la  fonction  ou  ses  dérivées,  à  partir  d'un  certain  ordre,  deviennent 
<f  infinies,  à  l'exclusion,  par  conséquent,  des  points  multiples  qui  ne 
«  remplissent  pas  cette  condition.  J'ai  établi  en  même  temps  Tinexacti- 
«  tude  de  la  règle,  donnée  par  Gauchy  et  adoptée  depuis,  explicitement 
«  ou  implicitement,  par  tous  les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  la  ma- 

«  liëre, d'après  laquelle  le  cercle  de  convergence  passerait  par 

«  le  point  critique  le  plus  voisin  du  point  origine.  L'erreur  que  j'ai 
((  relevée  alors  tient  à  une  confusion  qui  avait  été  maintenue  jusque-là  : 
«  il  ne  sufQt  pas,  pour  que  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  soit 
«  limitée  à  une  certaine  valeur  de  x^  que  cette  valeur  soit  critique,  ou 
u  plutôt  qu'il  y  corresponde  une  valeur  critique  de  y  :  il  faut  surtout 
«  que  y,  variant  d'une  manière  continue  avec  x  h  partir  de  sa  valeur 
«  initiale,  arrive  à  sa  valeur  critique  en  même  temps  que  x,  sans  que 
«  X  ait  dépassé  la  limite  en  question.  »  Ëgli  soggiunge  :  «  C'est  de  ce 
i(  principe  que  naît  la  question  qui  sera  résolue  dans  ce  Mémoire  (3).  » 

L'avvertenza  qui  menzionata  in  secondo  luogo  era  già  slata  fatta  es- 
pressamente  e  chiaramente  dal  prof.  Chiô  ;  ma  prima  di  darno  le  prove 
riferirô  le  parole  colle  quali  rendeva  conto  di  quell'avvertenzail  signor 

(1)  n  signor  Marie  aveva  pubblicaU  nello  stesso  giornale  una  lunga  Memovia  intitoUta 
Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires^  cominciata  nel  tom.  ni, 
pag.  361-383,  e  terminata  nel  tom.  VU,  pag.  425-464  (2*  série,  18SS-I862).  • 

(2)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  tom.  LXXVI,  pag.  622  (IH7d}. 
(8)  Journal  de  mathématiques,  tom.  XVm,  pag.  53  (2*  série,  1878). 
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Puiseuz.  Dopo  aver  ricordato  il  célèbre  teorema  del  Cauchy,  quegli  cosi 
prosegue  :  «  Mais  il  convient  de  faire  ici  une  distinction  sur  laquelle 
a  M.  Marie  insiste  dans  son  premier  Mémoire.  Le  point  M  »  (avente  per 

coordinate  ortogonali  la  parte  reale  e  il  coefûciente  di  v^ —  4  nel  valore 
della  variabile  immaginaria  x)  c  décrivant  un  chemin  continu  à  partir 
((  de  la  position  initiale  A,  peut  arriver  dans  une  position  C,  qui  soit 
((  critique  pour  quelques-unes  des  valeurs  de  y,  que  détermine  l'équa^ 
«  tion 

/•(x,y)=0, 

«  et  qui  ne  le  soit  pas  pour  les  autres.  Dans  ce  cas,  la  circonférence  dé- 
«  crite  du  point  A  comme  centre  avec  AG  pour  rayon  ne  limitera  la 
tt  convergence  de  la  série  que  si  le  point  G  est  critique  pour  la  racine 
«  particulière  y  que  Ton  considère.  Il  ne  serait  donc  pas  exact  de  dire 
a  d'une  manière  générale  que  la  convergence  est  limitée  par  la  circon- 
((  férence  dont  le  rayon  est  la  distance  du  point  A  au  plus  voisin  de 
«  tous  les  points  critiques  répondant  aux  diverses  racines  de  Téqua- 
(c  tion 

/•(a?,  y)  =  0.  ))(!). 

Non  debbo  ommettere  le  dichiarazioni  che  seguono  immediata- 
mente  :  «  Gette  distinction  n'a  sans  doute  pas  échappé  à  la  plupart  des 
((  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  ces  questions  ;  cependant  elle  n'a 

0  pas  toujours  été  formulée  assez  nettement Quoi  qu'il  en  soit, 

a  M.  Marie  a  eu  raison  d'insister  sur  la  nécessité  de  faire  cesser  la  con- 
te fusion  qui  pourrait  rester  à  cet  égard  dans  quelques  esprits  (2).  » 

Un  linguaggio  cosi  temperato  e  circospetto  non  pu6  certo  dar  pre- 
testo  alagnanze  per  non  curati  diritti  d'anteriorità  :  anzi  ciô  che  ab- 
biamo  a  dire  servira  piuttosto  a  corroborare  che  ad  inûrmare  le  asser- 
zioni  del  signor  Puiseux;  ma  Timportanza  che  la  Gommissione 
Accademica  e  il  suo  Relatore  giustamente  attribuirono  alla  distinzione 
testé  accennata,  e  quella  anche  maggiore  che  le  attribuisce  un  mate- 
matico  stimabile  corne  il  signor  Marie,  ci  persuadono  che  non  sia  fuor 
di  proposito  l'awertire  come  il  compianto  nostro  concittadino  prof. 
Ghiô  avesse  già  fin  dal  1847  esposta  la  medesima  distinzione  nelle  sue 
Ricerche  trasmesse  al  Gauchy  e  relative  alla  série  del  Lagrange.  Giô 
apparisce  da  una  nota  del  Rapporto  che  il  Gauchy  fece  nel  i^  marzo 
1852,  espressa  in  questi  termini  :  «  En  appliquant  ce  même  théorème  » 
(il  teorema  suUa  convergenza  della  série  di  Taylor)  «  dans  mes  Exer- 
a  cîces  d* Analyse,  à  la  série  de  Lagrange,  et  en  supposant  cette  série^ 
• 

(1)  Comptes  rendus,  ecc,  tom.  LXXVI,  pag.  620. 

(2)  Ibid. 
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«  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  d'un  paramètre  variable, 
«  j'ai  dit  qu'elle  demeure  convergente  quand  le  module  du  paramètre 
a  est  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  introduisent  des  racines 
«  égales  dans  Téquation  donnée.  Cette  proposition  est  exacte*  Mais  il 
n  convient  d'ajouter,  avec  M.  Ghio,  que  la  série  de  Lagrange  demeure 
«  convergente,  quand  le  module  du  paramètre  est  inférieur  au  plus 
«  petit  de  ceux  qui  rendent  égales  deux  racines  dont  l'une  est  précisé- 
«  ment  la  somme  de  la  série.  Telle  est,  en  effet,  la  conséquence  qui  se 
«  déduit  naturellement  du  simple  énoncé  du  théorème  général  (i).  a 

Ma  possiamo  inoltre  notare  che  il  Ghîô  s'era  attenuto  a  questi  prin- 
cipii  anche  nella  sua  prima  Memoria  del  1844,  approvata  nel  1846 
dair  Accademia  délie  Scienze  di  Parigi,  ove  cercando  il  valore  del  para- 
metro  t  che  rende  inûnita  la  prin^a  derivata  di  x^  avvertiva  esplicitamente 
e  rîpetulamente  doversi  ricorrere  alla  radice  «  espressa  dalla  série  : 
«  appelons  a  celle  des  racines  deTéquation...  qui  est  donnée  par  cette 
«  série...  Pour  qu'elle  soit  développable  en  série  convergente  suivant 
«  les  puissances  ascendantes  de  t...  il  faudra  chercher  le  plus  petit 

«  module  t  de  ^  par  rapport  auquel  ~  devient  discontinu.  Pour  cela, 

«  il  faudrait  établir  l'équation  1  —  //'(a)  =0,  où  d'abord  l'on  devrait 
«  mettre  pour  a  sa  valeur  en  fonction  finie  de  /,  si  cette  valeur  nous 
«  était  connue,  et  ensuite  il  faudrait  chercher  le  plus  petit  module  des 
«  racines  t  de  l'équation  en  ^,  dans  laquelle  se  réduirait  la  dernière 
((  après  la  substitution  dont  nous  venons  de  parler  (2).  » 

Sopra  quella  stessa  distinzione  il  Ghiô  insisteva  piti  tardi  ampiamenle 
con  ragioni  ed  esempi  scrivendo  una  terza  Memoria  intorno  alla  série 
del  Lagrange,  délia  quale  un  sunto  fu  presentato  nel  1868  alla  Société 
Filomatica  di  Parigi.  Questo  sunto  fu  pubblicato,  grazie  principalmente 
aile  gentili  cure  dell'  illustre  Principe  Boncompagni  che  ottenne  di  far 
eseguire  una  copia  del  manoscritto,  e  trovasi  negli  Atti  dell'  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino,  la  quale  aveva  glà  mentre  iveva  il  Ghiô  data 
ospitalità  ad  altri  suoi  lavori  (3).  Da  esso  togliamo  il  seguente  passe  a 
conforma  del  nostro  assunto  : 

((  Enfin,  il  y  a  un  troisième  point  qui  a  besoin  d'être  éclairci  et  dégagé 
((  de  toute  incertitude...  Tous  les  Géomètres  qui  ont  appliqué  le  théo- 

(1)  Comptes  rendus,  ecc,  tom.  XXXIV,  pag.  304-305. 

(3)  mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l* Académie  des  Sciences f  tom.  XII, 
pag.  350>351  (Parigi,  1854).  La  prima  prosentazione  délie  ricerche  del  Cbiô  è  riferita 
nel  Compte  rendu  del  16  Settembre  1844  (C.  R.  tom.  XIX,  pag.  556). 

(3)  Atti  deila  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino^  vol.  VU,   pag.  647-661  (1873)  : 
alla  stampaBervl  la  detta  copia,  donata  dal  Principe  Boncompagni.  Questa  pubbllcazioue^ 
è  indicata  nella  seconda  ediziome  (Roma,  1872)  deir  accuratissimo  Coialogodei  lavori  di 
Felice  Chià,  compilato  dallo  stesso  benemerito  Principe,  pag.  16,  n*"  16. 
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((  rème  de  Cauchy...  à  la  recherche  de  la  règle  de  convergence  de  la 
«  série  de  Lagrange,  représentant  Tune  des  racines  de  Téquation 

(2)  x  —  iTz  {x)  =  0,' 

a  ou  bien  de  l'équation 

(5)         a~-a:+^/"(x)=0, 

t<  ou  se  sont  bornés  à  dire  que  la  série  reste  convergente  tant  que  pour 
«  des  valeurs  croissantes  du  module  T  de  ^  l'équation  (2)  ou  (3)  n^ac- 
«  quierl  pas  des  racines  égales  ou  infinies  :  ce  qui  est  vrai,  mais  laisse 
((  indécis  le  module  de  la  série;  ou  bien  ils  en  ont  conclu  que  la  valeur 
«  limite  T' des  modules  de^,  pour  lesquels  la  série  reste  convergente, 
«  est  donnée  par  le  module  le  plus  petit  de  t  qui  fait  acquérir  à  l'équa- 
0  tion  (2)  ou  (5)  des  racines  égales  ou  infinies.  Or,  cette  dernière  asser- 
(I  tion  est  inexacte.  Nous  produisons  en  effet  des  exemples  où  la  série  de 
«  Lagrange  continue  d'être  convergente  même  après  que  le  module  de  t 
«  a  dépassé  le  plus  petit,  qui  introduit  des  racines  égales  dans  Téqua- 
(f  tion  proposée  (i).  » 

Nel  sunto  è  riportato  uno  di  tali  esempi,  dopo  di  che  il  Chiô  ram- 
menta  la  regola  di  convergenza  data  nella  sua  Memoria  del  4844 
dicendo  :  u  Cette  règle,  en  peu  de  mots,  consiste  en  ce  que,  si  l'équa- 
a  tion  donnée  est 

x—  t%  {x)  =  0, 

<(  la  limite  T',  dont  il  s*agit,  est  égale  à  l'inverse  du  module  qu'acquiert 

«  le  rapport  — ^,  lorsqu'on  y  met  pour  x  la  valeur  a  qu'obtient  la  ra- 

((  cine  fournie  par  la  série  de  Lagrange  au  moment  où  elle  devient  une 
«  racine  multiple  ou  infinie  (2).  » 

L'altra  distinzione,  che  il  signor  Puiseux  menzionava  con  Iode,  e  in- 
dicata  per  prima  nel  citato  passo  del  signor  Marie,  si  riferisce  alla  de- 
terminazione  dei  punti  o  valori  critici.  Seconde  la  definizione  più 
comunemente  ammessa,  si  chiamano  critici  i  valori  délia  variabile  x^  per 
cui  la  funzione  y  diviene  infinita  o  radice  multipla  dell'  equazione  trao; 
ed  y;  ma  questa  definizione  è  soggetta  a  qualche  eccezione.  a  Pour 
«  éviter  (dice  il  Puiseux)  les  exceptions  que  comporte  la  définition  pré- 
«  cédenlc,  M.  Marie  appelle  valeurs  critiques  de  x  les  valeurs  qui  ren- 
«  dent  infinie  y  ou  l'une  de  ses  dérivées.  Cette  définition  ndus  semble 
u  préférable  à  l'autre,  surtout  quand  on  se  propose  d'étudier  les  con- 

(I)  Atli,  ecc.  vol.  vu,  pag.  6W-65Î. 
(2)/6kif;,  pag.  658. 
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<(  ditions  de  possibilité  du  développement  de  la  fonction  y  parla  série 
«  deTaylor(l).  » 

L'eccezione  relativa  aile  radici  multiple  era  stata  riconosciuta  e  addî- 
tata  dal  Gauchystesso  nel  1844  (â),  e  in  quel  medesimo  tempo  egli  aireva 
modificato  i  termini  del  suo  teorema  esprimendolo  in  modo  che  ne  ri- 
sultava  la  stessa  nozione  dei  valori  critici  ora  giudicata  preferibile  dal 
signor  Puiseux  (3).  Questo  fra  i  diversi  enunciati  di  un  taie  teorema  è 
appunto  quello  che  il  Ghiô  preferi  nella  sua  Memoria  del  1844  ripor- 
tandolo  come  segue  : 

«  Théorème  de  M.  Gaucht.  —  Supposons  que  f  [t)  et  f  {l)  restent 

c  fonctions  continues  de  la  variable  /  =  re''*^-  *  pour  toutes  les  valeurs 
(I  du  module  r  de  cette  variable  inférieures  à  une  certaine  limite  k;  sup- 
«  posons  encore  que  la  fonction  /*(^),  ou  Tune  quelconque  de  ses  dérivées 
«(  devienne  infmie  pour  r  =  k,  et  pour  une  valeur  convenablement 
ce  choisie  de  l'argument  p  :  alors  k  sera  la  limite  extrême  et  supérieure 
<c  au-dessous  de  laquelle  le  module  r  pourra  varier  arbitrairement,  sans 
a  que  la  fonction  f{t)  cesse  d'être  développable  en  une  série  conver- 
((  gente,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes 
«  de  t  (4).  » 

Sembrami  pertanto  dimostrato  che  dal  Cauchy  e  dal  Ghiô  non  fu 
trascurata  ne  ladistinzionetra  le  diverse  radici  per  determinare  se  diven- 
tando  eguali  alcune  di  esse  non  sussistanopiù  le  série  che  rappresentano 
le  altrC;  ne  la  distinzione  tra  i  valori  che  rendono  multipla  una  data  ra- 
dice  senza  render  infinité  le  derivate  e  quelli  che  rendono  infinita  la 
funzione  o  alcuna  délie  sue  derivate  ;  e  che  il  Ghiô,  profittando  di  am- 
bedue  le  distinzioni,  expresse  nitidamente  e  con  precisione  la  prima, 
suUa  quale  non  era  ancora  stata  chiamata  Tattenzione  dei  Geometri. 

(1)  Comptes  rendus,  ecc.  tom.  LXXVI,  pag.  619-620. 

(2)  Supposta  un'  eqiiazione  (  1)  F  (x^u)  =0,  «  si  le  modale  r  dex  varie  par  degrés  insen 
«  Bibles,  la  fonction  u,  tant  qu'elle  restera  finie,  variera  elle-même  par  degrés  insen- 
«  sibles,  et  par  conséquent  elle  ne  cessera  pas  d'être  fonction  continue  de  4;  jusqu'à  ce 
c  que  le  module  r  acquière  une  valeur  qui  puisse  rendre  la  fonction  F  {x,  u)  infinie  ou 
«  discontinue,  ou  qui  Introduise  dans  Téquation  (1),  résolue  par  rapport  à  u,  dos.  racines 
<(  égales.  D'ailleurs,  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  aura  (2)  D^F  {x,  u)  =  0,  et,  par 
«  suite,  la  valeur  de  D  u  tirée  de  l'équation  (i),  savoir  : 

/ON             n               DxF  (X,  u) 
(3)  DxM  =  —  ^rr=r, V 

tt  deviendi;a  généralement  infinie.  On  doit  seulement  excepter  le  cas  particulier  où  la 
«  valeur  de  x,  qui  introduit  dans  Téquation  (1)  des  racines  égales,  vérifierait,  non-seule- 
a  ment  l'équation  (2),  mais  encore  la  suivante  (4}  D^F  (j;,  u)  «:  0.  »  {Comptes  rendus^ 
ecc.  tom.  XIX,  pag.  157.)    . 

(3)  Ibid.,  pag.  152,  3*  Théorème, 

(4)  Mémoires  présentés  par  dihers  savants  à  P  Académie  des  sciences,tomM  -XII,  pag.  350. 
Vedi  anche  Antofogia  italùma^  tom.  I,  pag.  562  (Torinu,  1846). 
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Desideriamo  quindi  ch'esso  non  sia  defraudato  della  Iode  che  gli  è 
dovuta.  Ma  siamo  ben  lungî  dal  pensare  che  il  signor  Marie  non  sia 
giunto  col  solo  sao  ingegno  e  co'  suoi  studi  ai  risultati  cbepubbiicô,  ne 
possiamo  rimproverarlo  di  non  aver  conosciuto  le  conformi  ricerche  del 
Chiè  faite  pubbliche  nel  4852,  corne  non  teniamo  in  colpa  il  Chiô  che 
nel  1868  non  conosceva  le  cose  stampate  dal  signor  Marie  nel  186i.  Anzi 
ci  saremmo  forse  astenuti  anche  dallo  scrivere  le  presenti  osservazioni, 
se  mentre  la  immatura  morte  del  nostro  concittadino  dava  occasione  ad 
uomini  eminenti  di  pronunziarsi  con  atti  e  parole  d'ossequio  e  di  corn- 
pianto  (1),  non  fossero  sorte  inopportune  opposizioni  che  cî  fanno  più 
vivamente  sentire  il  dovere  di  onorarne  la  memoria. 

A.  Genogchi« 

(1)  Fra  qnesti  benemeriti  nominerô  in  primo  luogo  il  principe  Baldassarre  Boncom' 
pagni,  che  appena  saputa  la  morte  del  Chiô  si  adoperô  a  raccogliere  notizie  intorno  alla 
vita  e  ai  lavori  del  medeaimo  per  pubblicarle  nel  suo  BuliettinOt  si  diede  a  compilarc 
con  ogni  diligenia  il  Catalogo  dei  suoi  scritti  scientifici,  cercè  di  promuovere  la  pubbli- 
cazione  dei  lavori  inediti,  e  fu  tra  i  più  generosi  oblatori  al  modeste  monamento  che  gli 
fu  eretto  neir  Université  di  Torino.  Devo  poi  menzionare  due  insigni  scienziati,  Michèle 
Ghaslesed  Élie  deBeaumont,  che  innanzi  air  Accademia  délie  Scienze  di  Parigi  accen- 
narono  ai  meriti  e  ail 'immatura  morte  del  Chiè,  il  primo  nel  20  Maggio  1872  presentando 
il  BuUetlino  del  Boncompagni,  setiembre  1871  {Comptes  rendus,  ecc.  tom.  LXXIV, 
pag.  1351),  il  seconde  nella  tornata  solenne  del  25  novembre  1872,  recitando  Telogio  di 
Giovanni  Plana  (Éhge  historique  de  Jean  Plana^  Parigi,  1872,  pag.  5G).  Aggiungiamo  a 
questi  nomi  quelle  del  signor  Giorgio  Darboux,  che  nel  sue  Bulletin  des  sciences  mathé" 
matiques  et  astronomiques,  tom.  lU.  pag.  68-69  (articolo  citato  nella  seconda  edizione 
del  Catalogo  già  menzionato,  pag.  1  S)  lodava  une  particolarmente  degli  uUimi  lavori  del 
Chiô,  e  diceva  ch^esso  «  ajoute  aux  regrets  que  doit  inspirer  à  tous  les  géomètres  la 
«  perte  de  cet  estimable  savant.  » 
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M.  Bonnet  m'avait  déjà  parlé  de  ce  Jtîchiamo,  avec  une  insistance  qui 
m'avait  étonné. 

D'un  autre  côté,  la  mention  que  faisait,  dans  sa  dernière  note,  M.  Ge- 
nocchi,  del  stgnor  Giorgio  Darboux  ,  enveloppé  nel  suo  Bulletin  des 
sciences  mathématiques  et  astronomiques,  bulletin  où,  par  parenthèse, 
j'ai  toujours  été  assez  mal  traité,  sans  que  je  sache  pourquoi,  m'ame- 
nait naturellement  à  me  demander  si  la  confrérie  des  disciples  de 
Gauchy  était  entièrement  étrangère  à  la  publication  du  dit  Richiamo. 

En  tout  cas,  je  voulais  amener  M.  Genocchià  me  parler  clairement; 
je  lui  écrivis  le  24  juin  1873. 

«  Monsieur,  je  n'ai  pas  besoin  de  vous  dire  que  j'ai  lu  avec  un  vif 
intérêt  la  note  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de  m'envoyer,  intitulée  : 
Richiamo  a  favore  di  Felice  Chio, 

«  La  recherche  de  la  vérité  doit  être  notre  préoccupation  exclusive, 
et  tout  ce  qui  nous  aide  dans  cette  recherche  est  toujours  bienvenu. 

Cl  J'ai  un  peu  tardé  à  vous  remercier  par  deux  raisons,  la  première 
qu'outre  que  j'ai  toujours,  à  cette  époque  de  Tannée,  beaucoup  d'occu- 
pations, je  suis  assez  mal  portant  ;  la  seconde,  qu'ignorant  entièrement 
votre  belle  langue,  j'ai  dû  relire  plusieurs  fois  votre  note,  pour  parvenir 
à  en  comprendre  le  sens,  au  moyen  des  analogies  que  présentent 
les  termes  dont  vous*  vous  servez,  avec  leurs  synonymes  latins  et 
français. 

«  Je  crois  maintenant  avoir  à  peu  près  compris  et  je  m'empresse  de 
vous  répondre. 

((  Je  vois  par  votre  note  que  M.  Chiô  avait,  dans  un  Mémoire  présenté 
&  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  en  1847,  affirmé  ce  fait  évident  que 
pour  que  la  série  qui  forme  le  développement  d'une  fonction  suivant  la 
formule  de  Mac-Laurin,  devienne  divergente,  il  ne  suffit  pas  que  deux 
valeurs  de  cette  fonction  aient  pu  devenir  égales,  mais  qu'il  faut  que 
celle  que  Ton  développe  soit  devenue  égale  à  une  autre. 

((  J'y  vois  aussi  que  dans  un  Mémoire  antérieur,  de  1844,  également 
présenté  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  M.  Ghiô,  convaincu  que 
pour  qu'une  fonction  cesse  d'être  développable,  il  ne  suffit  pas  qu'elle 
vienne  se  confondre  avec  une  autre  de  ses  valeurs,  si  les  dérivées  des 
deux  formes  se  séparent  à  un  certain  ordre,  avait  imposé  au  point  d'arrêt 
de  la  convergence  la  condition  que  les  dérivées  de  la  fonction  considérée 
y  devinssent  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre  (1). 

(1)  Il  y  avait  Bans  doute  exagération  à  donner  une  forme  si  précise  à  l'obserfation 
de  M.  Chiè,  mais  Je  n'étais  pas  très-exactement  fixé,  je  ne  le  suis,  du  reste,  pas  encore  { 


1 

■ 

I 
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a  Ëiïfin  j'y  vois  que,  dans  un  Mémoire  de  I8689  M.  Ghîô  établissait 
quele  point  d*arrèt  de  la  convergence  n'est  pas  toujours  le  point  critique 
le  plus  proehe  du  point  origine,  proposition  qui,  si  on  l'entend  bien« 
reproduit,  sous  une  autre  forme,  la  première  observation. 

<(  H.  Ghîô  avait  pris  pour  objet  de  ses  études  la  série  de  Lagrangc,  ca 
<|ui  était  un  tort,  parce  que  cette  série  ne  différant  de  celle  de  Taylor 
que  par  l'attribution  aux  coefficients  d'une  nouvelle  forme  algébrique» 
qui  n'en  changeait  pas  les  valeurs,  cette  modification,  plus  apparente  que 
réelle,  ne  pouvait  en  rien  changer  les  conditions  de  convergence. 

c  D'un  autre  côté,  il  est  probable  qu'en  traduisant,  dans  ce  qui  pré* 
€ëde,  les  idées  de  M.  Ghiô,  je  leur  ai  donné  une  forme  plus  précise  et 
plus  exacte  que  celle  qu'elles  avaient  reçue  de  lui. 

«  Enfin,  comme  vous  me  faites  la  gracieuseté  de  le  reconnaître,  la 
dernière  observation  de  M.  Chiô  ne  date  que  de  1868  et  est,  par  consé- 
quent, postérieure  de  plusieuFs  années  à  celle,  identique,  que  j'ai  insé- 
rée dans  le  journal  de  M.  Liouville. 

*  « 

u  Mais  malgré  ces  légères  restrictions,  je  ne  ferais  aucune  difficulté  do 
reconnaître  que  M.  Chiô  a  su,  de  lui-même  établir  exactement  les  prin- 
-cipes  de  la  détermination  de  la  limite  précise  delà  région  de  convergence. 

«  Seulement  je  crois  que  vous  vous  méprenez  à  l'égard  de  mon  opi* 
nion  au  sujet  de  l'importance  de  ces  principes  préliminaires. 

a  Je  ne  vois  pas  qu'il  résulte  le  moindre  mérite  pour  personne  de  ce 
que  M.  Cauchy,  M.  Puiseux,  MM.  Briot  et  Bouquet,  ainsi  que  d^autres 
géomètres,  avaient  fait  de  grosses  erreurs. 

«  Ces  n^essieurs  n'avaient  aucune  raison  quelconque  de  formuler  les 
principes  qu'ils  avaient  énoncés,  et  il  n'était  pas  difficile  de  le  reconnaître, 

«  Cinq  minutes  de  réflexion  étaient  déjà  beaucoup  trop  pour  aperce- 
voir,non-seulement,que  les  ordonnées  de  toutes  les  courbes  qui  auraient 
les  mêmes  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  y,  ne  se  comporteraient  pas 
nécessairement  de  la  môme  manière,  mais,  même,  que  les  m  ordonnées 
d'une  même  courbe  de  degré  m,  ne  cesseraient  pas  nécessairement  en 
même  temps  d'être  développables . 

n  S'il  m'a  fallu  près  de  vingt  années  pour  faire  accepter  ces  notions, 
cela  ne  prouve  pas  qu'elles  ne  soient  pas  évidentes,  mais  seulement  qu'il 
est  difficile  de  faire  pénétrejr  la  vérité  dans  les  esprits  de  gens  naturelle- 
ment tentés  de  croire  leur  mérite  i^taché  au  maintien  d'erreurs  dont 

«t  je  ne  TOuUis  pet  rester  en  deçà  de  U  Justice  TÎs-à-TU  de  M.  Chi^  —Si  J'étais  «lié 
trop  loin,  mon  interlocatear  rectiflerait  mon  dire. 

lU'P.  i9 
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rédiûcalion,  difficile  en  eiïèt,  les  avait  placés  hors  de  pairs,  le'  public 
ayant  admiré  faute  de  comprendre. 

u  Si  vous  avez  lu,  dans  le  numéro  de  juin  du  journal  de  M.  Liouville, 
ma  réponse  à  M.  Puiseux,  vous  avez  pu  voir  que  j'ai  su  rendre  justice  à 
MM.  Tchebycheir  et  Lamarle,  et  vous  ne  douterez  pas  que  je  ne  l'eusse 
également  rendue  h  M.  Chiô,  si  j'avais  connu  ses  litres.  Gela  m'eût  été 
agréable  dans  tous  les  cas,  mais  j'y  aurais  eu  d'autant  moins  de  mérite 
que,  comme  je  viens  de  vous  le  dire,  je  ne  tiens  aucunement  à  celle 
partie  purement  négative  de  mes  travaux,  parce  que,  je  le  répète,  non- 
seulement  il  n'y  a  de  mérite  pour  personne  à  ce  que  quelques  absurdités 
aienteu  cours  plus  ou  moins  longtemps,  mais  que,  même,  l'empire  qu'ont 
obtenu  ces  absurdités  nous  rabaisse  un  peu  tous,  notre  valeur  moyenne 
s'en  trouvant  diminuée. 

a  Sans  doute,  il  importait  d'abord  d'enlever  la  couche  déneige  glacée 
que  MM.  Cauchy,  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  avaient  étendue  sur  Ja 
question,  mais  ce  n'était  évidemment  rien  que  de  ramener  cette  question 
au  zéro,  c'est-à-dire  un  point  de  départ,  en  la  déblayant  des  absurdités, 
des  solutions  préconçues,  en  un  mot  des  préjugés  sous  lesquels  on  l'avait 
ensevelie. 

tt  Quant  à  moi,  je  ne  fais  dater  mon  travail  que  du  moment  oii  j'ai 
pu  m'occuper  de  déterminer  le  véritable  point  d'arrêt,  parmi  les  points 
critiques,  en  raison  de  la  position  du  point  origine. 

«  Autrement,  je  remonterais  jusqu'à  1853,  époque  à  laquelle  j'ai  dit 
ouvertement  à  tout  le  monde  que  le  théorème  de  Cauchy  était  faux, 
sans  avoir  employé,  pour  le  découvrir,  plus  de  cinq  minutes,  comme  je 
vous  l'ai  dit.  Ut  legi,  ut  solvt^  comme  dit  Yiète. 

a  Mais  je  reviens  à  M.  Chiô.  L'extrait  du  rapport  présenté  en  1852  par 
M.  Cauchy,  et  principalement  la  phrase  qui  le  termine,  ont  particulière- 
ment attiré  mon  attention.  M.  Cauchy  dit  : 

((  Mais  il  convient  d'ajouter,  avec  M.  Chiô,  que  la  série  de  Lagrange 
«  demeure  convergente,  quand  le  module  du  paramètre  est  inférieur  au 
((  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  égales  deux  racines  dont  l'une  est  pré- 
0  cisément  la  somme  de  la  série.  Telte  est^  en  effet,  la  conséquence  qui  se 
u  déduit  naturellement  du  simple  énoncé  du  théorème  général.  » 

«  Il  est  évident  pour  moi  que  Cauchy  a  cherché,  par  cette  dernière 
phrase,  à  s'appro  prier  un  mérite  qui  appartenait  en  totalité  à  M.  Chiô,  ce 
qui  rentre  dans  les  habitudes  dont  il  était  coutumier,  habitudes  que  l'on 
a  religieusement  conservées  dans  son  école. 

«  M .  Chiô  s'est  laissé  faire.  C'est  là  à  mes  yeux  un  tort  grave,  non  pas 
parcB  qu'il  a  été  dépouillé,  car  il  l'avait  bien  mérité,  mais  parce  que  son 
silence  a  eu  pour  résultat*  définitif  de  tellement  ensevelir  sa  découverte 
que  les  disciples  de  Cauchy,  eux-mêmes,  qui  ont  dû  compulser  ses  moin- 
dres écrits,  n'en  eurent  pas  connaissance,  puisqu'ils  n'en  ont  pas  profile, 
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et  qu'ainsi  la  science  en  resta  privée  pendant  une  vingtaine  d'années. 

c(  Mais,  permettez-moi  de  vous  le  dire,  Monsieur,  il  me  semble  que  le 
tort  que  s'est  fait  M.  Chiô,  en  ne  réclamant  pas  contre  la  prise  de  pos- 
session de  sa  propriété,  vous  l'aggravez  encore  par  vos  observations. 

«  Vous  dites  d'abord  : 

<(  Anzi  ciô  che  abbiamo  a  dire  servira  piuttosto  a  corroborare  che  ad 
c<  infirmare  le  asserzioni  del  signor  Puiseux.  » 

«  C'est-à-dire,  je  crois  :  «  Aussi  ce  que  nous  avons  à  dire  servira 
«  plutôt  à  corroborer  qu'à  infirmer  les  assertions  de  M.  Puiseux.  » 

«  Et,  après  avoir  rapporté  sans  commentaires  la  phrase  que  j'ai  citée 
plus  haut  du  rapport  de  Cauchy,  vous  ajoutez  enfin  : 

«  Sembrami  per  tanto  dimostrato  che  dal  Cauchy  e  dal  Chiô  non  fù 
«  trascurata  ne  la  distinzione  tra  le  diverse  radici  per  determinare  se 
((  diventando  equali  alcune  di  esse  non  sussistano  più  le  série  che  repre- 
«  sentano  le  altre,  ne  la  distinzione  tra  i  valori  che  rendono  multipla  una 
«  data  radice,  senza  render  infinité  le  derivate  e  quelli  che  rendono  in- 
«  finita  la  funzione  o  alcuna  délie  sue  derivate.  v 

0  Mais  si  Cauchy  savait  tout  cela,  que  reste-t-ilà  votre  concitoyen? 
N'abandonnez-vouspaslàtous  ses  droits,  bien  plus  qu'il  ne  l'eût  fait  lui- 
même? 

«  Les  textes,  que  vous  connaissez  certainement,  des  ouvrages  de 
MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  démontrent  clairement  que  les  opinions 
de  M.  Chiô  ne  s'étaient  pas  fait  jour  en  France,  pourquoi  donc  faites* 
vous  hommage  à  Cauchy  de  ses  découvertes? 

«  M.  Cauchy,  tout  le  monde  le  sait,  a  dit  alternativement  le  pour  et 
le  contre,  sur  toutes  sortesde  questions,  sans  convictions,  que  passagères. 
Pourquoi  lui  attribuez-vous  les  opinions  réfléchies  de  M.  Chiô? 

((  M.  Puiseux  a  dit  exactement  le  contraire  de  ce  qu'avait  dit  M.  Chiô 
et  M.  Cauchy  a  également  approuvé  ce  que  tous  deux  avaient  dit. 
Pourquoi  voulez-vous  qu'il  ait  été  sérieux  dans  son  rapport  sur  le  Mé- 
moire de  M.  Chiô  et  léger  dans  celui  qu'il  a  présenté  sur  le  Mémoire 
de  M.  Puiseux,  —  plutôt  que  le  contraire? 

((  La  question,  quant  à  moi,  me  paraît  tout  à  fait  indéterminée. 

((  J'espère  que  vous  me  pardonnerez.  Monsieur,  ces  observations  aussi 
sincères  que  cordiales,  et  je  vous  prie  d'agréer  mes  remercîments  pour 
m'avoir  fait  connaître  des  travaux  dont  je  prendrai  avec  plaisir  connais- 
sance, dès  que  je  le  pourrai.  » 

Je  voudrais  pouvoir  reproduire  la  réponse  de  M.  Genocchi,  mais, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  je  n'y  suis  pas  autorisé.  J'en  donnerai  donc 
une  analyse  très-courte.  M.  Genocchi  commençait  par  me  dire  : 

«  Je  vous  remercie  bien  vivement  de  vos  observations  et  je  vois  avec 
plaisir  que  nous  sommes  à  peu  près  d'accord.  » 
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M.  Genocchi  me  faisait  ensuite  Thistorique  des  travaux  de  Gbiôetdes 
déboires  qu'il  avait  eu  à  essuyer  devant  rAcadémie  de  Turin,  et  il  ajoa* 
tait  : 

0  C'est  alors  que  M.  Chiô  s'adressa  à  Cauchy,  qui  lui  témoigna  la  plus 
grande  bienveillance  et  fit  approuver  ses  recherches  par  rAcadémie  des 
sciences  de  Paris.  Vous  comprenez,  Monsieur,  combien  dut  êlre  vive  et 
profonde  la  reconnaissance  de  M.  Chiô  envers  Cauchy,  et  ce  sentiment 
explique  tout  à  fait  pourquoi  il  ne  réclama  pas  contre  celte  note  où 
Cauchy  cherchait,  comme  vous  le  dites,  à  s'approprier  un  mérite  qui 
appartenait  à  Chiô.  » 

M.  Genocchi  ajoutait,  ce  que  je  comprends  moins  : 

(c  D*ailleurs  la  remarque  de  Chiô  étant  rapportée  dans  la  note  de 
Cauchy,  il  put  croire  que  ses  droits  étaient  sauvegardés  et  que  le  public 
en  était  informé.  » 

Comment  les  droits  de  Chiô  étaient-ils  sauvegardés.  M,  Cauchy  ayant 
dit  de  l'observation  de  Chiô  :  «  Telle  est  en  effet  la  conséquence  qui  se 
déduit  naturellement  du  simple  énoncé  du  théorème  général  n  ?  Le  théo- 
rème général  c'est  celui  de  Cauchy,  et  la  phrase  signifie  très-clairement 
que  si  M.  Chiô  avait  bien  entendu  le  théorème,  il  n'aurait  pas  présenté 
sa  remarque. 

M.  Genocchi  ajoutait  : 

«  La  déférence  de  M.  Chiô  pour  Cauchy  était  telle  quMl  consentit, 
d'après  ses  conseils,  à  supprimer  certaines  parties  de  son  deuxième  Mé- 
moire et  il  s'ensuivit  que  des  recherches  et  des  propositions  citées  dans 
le  rapport,  ne  se  trouvent  plus  dans  le  Mémoire  imprimé.  » 

11  y  a,  ce  me  semble,  dans  cette  révélation  quelque  chose  de  grave, 
et  il  serait  peut-être  désirable  que  M.  Genocchi  donnât  au  public  l'his- 
torique complet  des  travaux  de  Chiô  et  de  ses  relations  avec  Cauchy. 
M.  Genocchi  ajoute  bien  que  Chiô  a  reproduit  en  1868  les  parties  re- 
tranchées de  son  deuxième  Mémoire,  mais,  il  serait  intéressant  d'avoir 
le  texte  môme  des  parties  supprimées,  si  ce  texte  a  été  conservé. 

En  réponse  à  l'observation  que  je  lui  avais  faite  qu'il  abandonnait 
beaucoup  les  droits  de  Chiô,  M.  Genocchi  me  répondait  : 

«  Les  sentiments  de  M.  Chiô  pour  Cauchy,  ontdû  exercer  une  influence 
sur  le  biographe  de  M.  Chiô,  et  ici,  Monsieur,  je  place  mon  excuse  pour 
mes  torts  personnels.  Il  me  répugnait  d'accuser  Cauchy  de  mauvaise 
foi  ;  et  d'ailleurs,  je  n'avais  aucun  texte  de  M.  Chiô,  pour  prouver  qu'il 
avait  fait  en  1847  cette  remarque»  (à  laquelle  faisait  allusion  la  note  de 
Cauchy). 


Je  répondis  à  M.  Genocchi,  le  S  août  : 

«  Monsieur,  je  vous  demande  pardon  d'avoir  tant  tardé  à  répondre  à 
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votre  aimable  lettre,  les  travaux  de  fin  d'année  et  l'indisposition  dont 
je  souffre  m'excuseront,  j'espère,  auprès  de  vous. 

«  Je  vous  prie  tout  d'abord,  Monsieur,  de  vouloir  bien  être  mon  inter- 
prète près  de  madame  Chiô,  et  de  la  remercier  en  mon  nom  de  l'envoi 
qu'elle  a  bien  voulu  me  faire  du  troisième  Mémoire  de  M.  Ghi6,  que  j'ai 
lu  avec  un  vif  intérêt,  et  qui  montre  quelle  rectitude  de  jugement 
M.  Chi5  apportait  dans  les  difficiles  recherches  qui  l'ont  occupé. 

a  Je  vous  remercie  aussi,  Monsieur,  de  l'envoi  de  la  controverse  entre 
M.  Chiô  et  M.  Ménabréa. 

«  J'ai  relu  plusieurs  fois  votre  lettre  avec  le  plus  vif  plaisir,  parce 
qu'elle  confirmait  les  idées  que  je  m'étais  faites  à  priori  relativement 
aux  rapports  de  M.  Chiô  avec  M.  Gauchy,  et  maintenant  je  viens  me 
mettre  à  votre  disposition  au  sujet  de  ce  qu'il  conviendrait  de  faire  dans 
l'intérêt  de  la  mémoire  de  M.  Chiô. 

<c  Je  me  prêterais  volontiers  à  tout  ce  que  vous  désireriez,  ainsi  que 
madame  Chiô,  à  la  condition  cependant  que  les  faits  seraient  exposés 
sans  réticences. 

«  Voyez  donc,  Monsieur,  à  décider  ce  qu'il  conviendrait  de  faire. 

«  Quant  à  moi  la  solution  qui  me  paraîtrait  remplir  le  but  que  nous 
devons  nous  proposer,  serait  de  publier  ma  lettre  et  votre  réponse. 

«Mais,  je  vous  le  répète,  je  me  mets  à  votre  disposition. 
'((Agréez,  je  vous  prie.  Monsieur,  avec  l'expression  nouvelle  de  mes 
remercîments,  l'assurance  de  ma  parfaite  considération.  » 

M.  Genocchi  me  répondit  le  iOaoût  qu'il  me  remerciait  au  nom  de 
madame  Chiô  et  au  sien  de  mon  offre  gracieuse  au  sujet  de  ce  qu'on 
pourrait  faire  dans  l'intérêt  de  la  mémoire  de  M.  Chiô,  mais  que  nos 
lettres  étaient  peut-être  un  peu  longues,  «  plus  longues  qu'il  ne  fau- 
drait pour  l'objet  (jue  nous  nous  proposions  et  pour  ne  pas  excéder  la 
patience  du  public.  »  Il  ajoutait  : 

((  Nous  croirions  préférable  qu'à  l'occasion  de  la  continuation  de  vos 
recherches,  vous  pussiez  insérer  quelques  mots  pour  citer  les  remar- 
ques de  M.  Chiô.  Vous  choisirez  les  termes  de  la  citation  comme  vous 
le  jugerez  convenable,  car  nous  ne  doutons  pas  de  votre  impartialité.  » 

M.  Liouville  me  fit  l'honneur  de  m*adresser,  quelque  temps  après,  le 
Bulletin  de  M.  Boncompagni,  auquel  M.  Genocchi  faisait  allusion  dans 
sa  dernière  lettre,  avec  ce  petit  mot  : 

«M.  Liouville  prie  M.  Marie  de  lui  renvoyer  ce  Bulletinoy  après  avoir 
lu  ce  qui  peut  l'intéresser,  dans  l'article  qui  le  concerne  ainsi  que 
MM.  Cauchy,  Puiseux  et  Chiô,  au  sujet  de  la  série  de  Taylor^  ou  de  La-  j 

grange.  » 

Cet  article  n'était  autre  que  le  Richiamo  reproduit  plus  haut. 
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H.  LiouTÎlle,  que  je  rencontrai  peu  après,  m'offrit  de  répondre  dans 
son  Journal,  mais  il  aurait  fallu  entamer  des  négociations  avec  M.  Ge- 
Qocchi  pour  savoir  jusqu'à  quel  point  je  pourrais  le  faire  intervenir. 
Je  ne  pensai  pas  être  assez  intéressé  à  l'afTaire  pour  m'en  donner  les 
soucis.  Au  reste,  j'avais  fait  pour  M,  Ghiù  ce  que  je  devais,  et  M.  Ge- 
noccbi  ayant  rejeté  ma  proposition  de  publier  nos  deux  lettres,  c'était 
désormais  à  lui  à  se  servir  de  mon  témoignage  comme  il  l'entendrait. 

Lorsque  parut  mon  premier  volume,  j'écrivis  à  M,  Genocchi  pour  le 
prier  de  me  permettre  de  lui  en  adresser  deuz  exemplaires,  un  pour  lui 
et  l'autre  pour  l'Académie  de  Turin. 

Il  me  répondit  le  17  décembre  1871  : 

u  Je  m'empresse  d'accepter  avec  reconnaissance  votre  offre  très- 
obligeante  d'un  exemplaire  de  la  Théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 
ginairet.  Je  présenterai  &  notre  Académie  l'autre  exemplaire  que  vous 
lui  destinez,  et  je  vous  adresse  à  l'avance  ses  remerciments.  » 

u  Je  pourrais  proQter  de  cette  présentation  pour  citer  quelques  pas- 
sages de  vos  lettres,  dans  lesquels  vous  avez  si  généreusement  et  si  loya- 
lement reconnu  la  priorité  de  M.  Cbià  sur  certains  points,  et  vous  avez 
bien  voulu  vous  mettre  k  ma  disposition  (  c'était  votre  expression)  au 
sujet  de  ce  qu'il  conviendrait  do  faire  dans  l'intérêt  de  sa  mémoire. 
Mais  bêlas  1  je  crains  que  le  nom  seul  de  M.  Chi6  ne  suscite  quelques 
tempêtes,  à  cause  de  ma  polémique  récente  avec  M.  Ménabréa.  » 

Le  mot  priorité  dont  se  servait  M.  Genoccbi  n'était  peut-être  pas  bien 
exact,  envers  moi  du  moins,  puisque  le  Mémoire  de  M.  Chi6  n'avait  été 
connu  que  de  M.  Caucby,  qui  en  avait  fait  supprimer  la  partie  qui  eût 
établi  la  priorité  de  Gbiô . 

'    Priorité  inpartibus,  oui;  in  pello,  très-bien I  mais  priorité  sans  com- 
plément, j'aurais  pu  réclamer,  si  la  cbose  en  eût  vain  ia  peine. 

M .  Genocclii  m'écrivit  de  nouveau  le  7  janvier  187p. 

«  Je  viens  de  recevoir  les  deux  exemplaires  du  premier  volume  de 
votre  ouvrage,  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de  m'adresser.  Veuillez 
en  agréer  mes  sincères  remerciments. 

n  Je  l'annoncerai  dans  une  revue  assez  estimée  de  Florence  (  la  Be- 
vista  Europea);  mais  je  crains  que  les  résultats  ne  répondent  pas  à  mes 
désirs.  Les  théories  de  Caucby  sont  aujourd'hui  si  répandues  que  tout 
le  monde  trouve  une  grande  difficulté  à  se  familiariser  aveo  une  ma- 
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nière  différente,  quoique  plus  avantageuse,  d'interpréter  les  quantités 
imaginaires. 

«  Je  crois  que  dans  la  suite  de  votre  ouvrage  vous  aurez  Toccasion  de 
citer  les  Mémoii;es  de  mon  ami  Félix  Chi6.  En  attendant,  j'espère  que 
vous  ne  serez  pas  fâché  si  je  cherche  à  lui  faire  rendre  justice.  Ce  n'est 
pas  pour  vous,  mais  c'est  peut-être  par  crainte  de  déplaire  à  M.  Puiseux 
qu'on  persiste  à  se  taire  sur  l'objet  de  ma  réclamation.  —  Voyez  le  Bul- 
fe^mDarboux!  on  a  inséré  (je  n'en  savais  rien)  tout  au  long,  le  rapport 
de  M.  Puiseux,  et  on  n'a  indiqué  votre  réponse  que  d'une  manière  tout 
à  fait  succincte;  et  de  ma  réclamation  on  n'a  cité  que  le  titre.  Gela  m'a 
indigné.  » 

J'avais  dit  à  M.  Genocchi,  dans  ma  première  lettre,  qu'il  me  semblait 
qu'il  s'y  était  mal  pris  pour  défendre  son  ami,  je  n'avais  qu'à  attendre 
qu'il  changeât  de  tactique. 

M.  Genocchi  ayant  démontré  «  che  dal  Gauchy  e  dal  Chiô  non  fu 
trascurata  ne  la  distinzione  tra  le  diverse  radici  per  determinare  se 
diventando  eguali  alcune  di  esse  non  sussistano  più  le  série  che  repre- 
sentano  le  altre,  ne  la  distinzione  tra  i  valori  che  rendono  multipla 
una  data  radice,  senza  render  infinité  le  derivate  é  quelli  che  rendono 
infinita  la  funzione  o  alcuna  délie  sue  derivate  » ,  les  partisans  de  Gauchy 
n'avaient  qu'à  enregistrer  l'aveu.  Quant  à  Chiô  il  disparaissait  naturel- 
lement dans  l'ombre  de  Gauchy. 

M.  Genocchi  m'écrivait  encore  le  2  février,  pour  m'annoncer  que  ma- 
dame Ghiô  désirait  prendre  part  à  la  souscription  pour  la  vente  de  mon 
ouvrage,  voulant  le  joindre  à  la  bibliothèque  mathématique  laissée  par 
son  époux  à  son  fils.  »  Il  ajoutait  : 

ff  J'ai  pensé  que  vous  ne  seriez  pas  fâché  si,  en  profitant  des  offres 
très-obligeantes  exprimées  dans  vos  lettres,  je  citais  quelques  passages 
qui  ne  font  pas  moins  d'honneur  à  vous  qu'à  M.  Ghiô,  car  ils  donnent  la 
meilleure  preuve  de  votre  loyauté  et  générosité.  Voici  ces  passages. 

((Dans  une  de  ces  lettres,  vous  regrettez  le  silence  de  M.  Ghiô,  a  parce 
«  que  son  silence  a  eu  pour  résultat  définitif  de  tellement  ensevelir  sa 
a  découverte,  que  les  disciples  de  Gauchy  eux-mêmes,  qui  ont  dû  com- 
«  puiser  ses  moindres  écrits,  n'en  eurent  pas  connaissance,  puisqu'ils 
((  n'en  ont  pas  profité  ;  et  qu'ainsi  la  science  en  resta  privée  pendant  une 
((  vingtaine  d'années.  » 

a  Dans  une  autre  lettre  vous  parlez  du  troisième  Mémoire  de 
M.  Ghiô^  ((  que  j'ai  lu,  dites-vous.  Monsieur,  avec  un  vif  intérêt  et  qui 
((  montre  quelle  rectitude  de  jugement  M.  Ghiô  apportait  dans  les  dif- 
((  ficiles  recherches  qui  l'ont  occupé.  » 

((  Enfin  dans  cette  même  lettre,  vous  vous  mettiez  à  ma  disposition 
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(c'étaient  vos  expressions)  au  sujet  de  ce  qu'il  conviendrait  de  faire 
dans  rintérêt  de  M.  Ghiô.  » 

M.  Genocchi  ne  me  disait  pas  ce  qu'il  se  proposait  de  faire  et  je  n'a- 
vais pas  à  m'en  préoccuper.  Je  lui  répondis,  relativement  à  ce  qu'il  me 
mandait  dans  ses  deux  dernières  lettres,  que  j'aurais  occasion  de  parler 
de  M.  Ghiô  dans  mon  troisième  volume,  mais  que,  pour  le  moment,  je 
ne  voyais  rien  autre  chose  à  faire,  dans  l'intérêt  de  M.  Ghiô,  que  de 
publier,  comme  je  l'avais  déjà  proposé,  nos  deux  lettres. 

J'ajoutais  probablement  (je  n'ai  pas  gardé  copie  de  cette  lettre) 
qu'au  reste  M.  Genocchi  pourrait  user  de  mon  témoignage  comme  il 
l'entendrait. 

Je  rencontrai  peu  de  temps  après,  à  Sainte-Barbe,  M.Gérono,  qui  me 
dit  que  M.  Genocchi  venait  de  lui  adresser,  pour  les  J^/ouvelles  Annales,  on 
article  où  il  était  question  de  moi  et  de  M.  Ghiô.  —  Je  priai  M.  Gérono 
de  me  communiquer  les  épreuves  de  cet  article,  parce  que  j'aurais  peut- 
être  quelque  chose  à  y  ajouter.  —  Je  me  proposais,  si  M.  Genocchi 
n'était  pas  plus  clair  que  dans  son  Richiamo^  c'est-à-dire  s'il  persistait  à 
défendre  son  ami  comme  il  l'avait  fait  jusque-là,  de  rétablir  les  faits  en 
faveur  de  M.  Ghiô.  —  M.  Gerono  me  promit  de  m'envoyer  les  épreuves. 

Il  annonça  sans  doute  à  M.  Genocchi  mon  intention  d'ajouter  quel- 
ques réflexions  à  l'article  qu'il  av|iit  envoyé,  car  M.  Genocchi  m'écrivil 
de  nouveau  le  i  i  février  : 

«  J'ai  écrit  à  M.  Gérono  à  l'occasion  d'un  article  de  M.  Picart.  » 

(C'était  la  première  nouvelle  que  j'eusse  de  cet  article  qui  avait  déjà 
un  an  de  date,  et  que  je  citerai  plus  loin). 

«  Je  ne  demandais  que  deux  lignes  de  rectification  :  il  préfère  (  M.  Gé- 
rono) insérer  ma  lettre.  Je  crois  n'avoir  rien  écrit  qui  ne  soit  honora- 
ble pour  vous;  si  toutefois  j'ai  omis  quelque  chose  qu'il  soit  dans  votre 
intérêt  d'ajouter,  je  lirai  avec  bien  du  plaisir  les  compléments  que  vous 
promettez.  » 

«  Mais  je  vous  demande  la  permission  de  faire  quelques  observations 
sur  votre  projet  de  publier  les  lettres  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de 
m'écrire. 
;  <(  Personnellement  je  n'ai  aucun  intérêt  dans  la  question  et,  pour  ce 

qui  regarde  Ghiô,  il  me  suffirait  de  vous  prier,  en  publiant  votre  lettre 
du  324  juin  1873,  de  publier  aussi  ma  réponse.  Mais  la  publication  de  ces 
lettres  me  paraît  peu  convenable  sous  d'autres  rapports. 

«  Quels  qu'aient  été  les  travers  ou  les  faiblesses  de  Canchy,  on  ne 

saurait  nier  qu'il  ne  soit  l'un  des  géomètres  contemporains  qui  font  le 

^^  plus  d'honneur  à  votre  pays.  En  cherchant  à  amoindrir  son  mérite  (il 

^  ne  ^'agissait  pas  du  mérite  de  Gauchy,  que  j'apprécie  mieux  que  per- 

/;  sonne,  il  s'agissait  de  ses  procédés,  et,  du  reste,  il  ne  s'en  agissait  qu'à 

•> 

»; 
t:. 
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propos  de  M.  Ghiô),  on  ne  peut  faire  plaisir  qu'aux  ennemis  de  la  France. 
Dans  votre  lettre  du  24  juin  il  y  a  trop  de  phrases  hostiles  à  Gauchy.  » 

Je  n'entends  pas  tout  à  fait  ainsi  le  patriotisme.  Je  pense  au  con- 
traire qu'une  nation  ne  peut  que  se  déconsidérer  en  soutenant  ses 
grands  hommes,  jusque  dans  leurs  torts  les  mieux  caractérisés. 

c(  Je  crois  devoir  aussi  vous  signaler  son  rapport  du  8  mai  1854»  sur 
l'un  de  vos  Mémoires.  11  me  semble  qu'il  vous  a  rendu  justice.  » 

Sans  doute,  mais  le  contraire  est  également  vrai,  comme  je  l'ai  mon- 
tré plus  haut. 

((Relativement  à  la  question  du  développement  des  fonctions  impli- 
cites déterminées  par  des  équations  qui  acquièrent  des  racines  égales, 
j'appellerai  votre  attention  sur  un  autre  Mémoire  de  Cauchy,  présenté 
en  1854,  dans  lequel  les  conditions  de  convergence  et  le  point  critique 
où  s'arrête  la  convergence  me  paraissent  indiqués  d'une  manière 
complètement  nette  et  exacte  (voyez  Compte  rendu^  tome  XXXVIII, 
page  1104). 

((  Vous  ajoutez,  Monsieur^  que  vous  comptez  entrer  dans  quelques 
détails  nouveaux  au  sujet  de  mon  ami.  » 

Il  s'agit  ici  du  projet  que  j'avais  annoncé  de  parler  de  M.  Ghiô  dans 
mon  troisième  volume. 

«  J'avoue  que  je  ne  comprends  pas  bien  ce  que  peuvent  être  ces  dé- 
tails nouveaux.  Dans  une  lettre  du  5  août  1873  vous  disiez  vous  mettre 
à  ma  disposition  et  à  la  disposition  de  madame  Ghiô,  au  sujet  de  ce  qu'il 
convien(lrait  de  faire  dans  l'intérêt  de  la  mémoire  de  M.  Ghiô.  Je  ne 
pense  donc  pas  que  vous  soyez  disposé  à  vous  associer  à  la  polémique 
haineuse  engagée  contre  moi  par  M.  Ménabréa.  » 

En  effet,  je  ne  songeais  qu'à  rétablir  M.  Ghiô  dans  ses  titres  légitime- 
ment acquis  à  l'estime  des  géomètres. 

((  Je  ne  doute  pas  que  vous  ne  persistiez  dans  vos  intentions  bienveil- 
lantes pour  procurer  une  réparation  à  la  mémoire  de  mon  ami.  » 

J'y  persiste  bien  volontiers. 

Mais  pourquoi  l'hypothèse  précédente  ? 

Sur  ces  entrefaites,  je  trouvai  dans  les  Comptes  rendus  du  8  février, 
pour  la  séance  du  1'',  une  lettre  à  M.  Bertrand,  où  M.  Genocchi,  repre- 
nant M.  Darboux  à  propos  de  la  démonstration  de  l'existence  de  l'in- 
tégrale d'une  équation  aux  différences  partielles,  concluait  que  ((  pour 
les  équations  aux  dérivées  partielles,  comme  pour  les  équations  diffé- 
rentielles, la  première  démonstratioa  de  l'existence  de  l'intégrale  est 
due  à  Gauchy  )>  (ce  que  je  contesterai  d'autant  moins  que  je  suis  au 
contraire  tout  disposé  à  affirmer  que  M.  Gauchy  a  en  effet  introduit,  le 
premier,  la  mode  de  démontrer  les  choses  évidentes),  et  ajoutait  : 

n  Sans  doute,  le  très-grand  nombre  des  écrits  du  célèbre  analyste 


—  298  — 

doit  excuser  ceux  qui  n'ont  pas  connaissance  de  tous  les  résultats  obte- 
nus  par  lui. 

((  C'est  ainsi  que  dans  un  Rapport  du  40  mars  1873  (c'est  celui  qui 
me  concerne)  M.  Puiseux  a  pu  signaler  certaines  distinctions  im- 
portantes pour  le  développement  des  fonctions  implicites,  comme 
n'ayant  pas  encore  été  faites  avec  assez  de  précision,  quoiqu'elles  aient 
lété  indiquées  dans  des  articles  signés  par  Cauchy  et  développées  dans 
des  Mémoires  de  Félix  Gbiô.  b 

Cette  lettre  après  la  lecture  de  laquelle  (le  compte  rendu  le  dit) 
M.  Bertrand  fit  remarquer  qu'elle  apportfiit  un  motif  nouveau  de  désirer 

la  prompte  publication  des  œuvres  de  Cauchy  (j*espère  qu'on  y  joindra 
les  errata  nécessaires),  avait  d'autant  plus  lieu  de  m' étonner,  qu'elle 
allait  nécessairement  donner  à  M.  Puiseux  l'occasion  de  triompher  de 
nouveau  de  M.  Chiô  et  de  moi,  s'il  était  possible. 

Et  en  effet  M.  Puiseux  faisait  insérer  dans  le  Compte  rendu  relatif  à  la 
séance  du  8  février  cette  note  caractéristique  : 

((  M.  Genocchi  semble  dire,  dans  sa  lettre,  que  j'aurais  désigné  Cau- 
chy comme  n'ayant  pas  indiqué  avec  exactitude  les  conditions  sous 
lesquelles  subsiste  le  développement  d'une  fonction  implicite;  (M.  Pui- 
seux s'en  était  bien  gardé  en  effet)  si  l'on  veut  relire  le  Rapport  cité  par 
M.  Genocchi,  on  verra  que  je  signale,  à  la  page  316,  une  certaine  dis- 
tinction comme  rCayant  pas  toujours  été  formulée  assez  nettement  (ces 
italiques  sont  dans  le  texte,  meàs'toujours  eût  mérité  d'être  écrit  en  capi- 
tales) ;  mais  dans  ma  pensée,  cette  critique  ne  s'adressait  nullement 
(pour  aucunement)^  à  Til  lustre  analyste  qui  a  porté  la  lumière  dans  la 
théorie  du  développement  des  fonctions  en  série  » .  (Elle  ne  s'adressait 
ni  à  Cauchy,  ni  à  M.  Puiseux,  ni  à  MM.  Briot  et  Bouquet,  la  critique  ne 
s'adressait  qu'à  moi  qui  étais  malencontreusement  venu  troubler  l'har- 
monie du  plus  beau  des  concerts.) 

Un  peu  irrité,  je  l'avoue,  j'écrivis  à  M.  Genocchi  le  1''  mars  : 

«  Je  vous  demande  pardon  du  retard  que  j'ai  mis  à  vous  répondre. 
J'ai  été  pris  d'une  fluxion  de  poitrine  le  1"  février  et  à  peine  entré  en 
convalescence,  vers  le  15,  j'ai  eu  beaucoup  à  faire  pour  mon  livre. 

a  L'intention  que  je  vous  ai  indiquée  de  parler  de  M.  Chiô  dans  mon 
ouvrage,  résulte  du  projet  que  j'ai  de  dpnner  dans  mon  troisième  vo- 
lume une  histoire  de  la  série  de  Taylor,  pour  laquelle,  par  parenthèse, 
j'aurai  à  vous  demander  vos  lumières  que,  je  l'espère,  vous  voudrez 
bien  m'accorder.  M.  Cbiô  aura  naturellement  dans  cette  histoire  la 
place  qu'il  mérite,  parla  justesse  des  idées  qu'il  a  émises  sur  la^série  de 
Lagrange,  dans  les  petites  brochures  que  vous  avez  eu  l'obligeance  de 
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Tne  communiquer,  et  que  j'avais  déjà  remarquées  dans  voire  Jîîckiama, 
Ce  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  dire  une  fois  n'a  pas  besoin  d'être  ré- 
pété. Je  ferai,  dans  les  limites  de  mes  moyens,  rendre  justice  à  votre  ami. 

n  Quant  à  M.  Méhabréa,  je  l'ignore  entièrement. 

a  Je  vous  remercie  bien  sincèrement  des  conseils  que  vous  voulez 
bien  me  donner  au  sujet  de  M.  Gauchy,  mais  j'y  réponds  : 

(c  Le  Rapport  du  8  mîii  1854  contient  une  tentative  de  spoliation  à 
mon  égard,  qui  m'a  été  très-sensible  et  que  je  relèverai  dans  mon  troi- 
sième volume;  elle  est  contenue  dans  ces  mots  :  ((  Cette  proposition,  (Il 
s'agit  de  mon  théorème  de  l'équivalence  de^  aires  des  conjuguées  fer- 
mées comprises  entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle)  quipetU  se 
déduire  dun  théorème  donné  par  Vun  de  nous».\.. 

<(  Ce  même  rapport  contient  une  absurdité  qui,  à  la  vérité,  ne  re- 
tombe que  sur  M.  Caucby,  mais  il  renferme  aussi  une  naïveté  dont  j'y 
parais  solidaire. 

((  Ce  Rapport  n'est  peut-être  pas  tout  à  fait  étranger  à  l'espèce  d'ani- 
mosité  que  j'ai  mise  depuis  vingt  ans  à  poursuivre  M.  Caucby,  mais  j'ai 
été  mû  dans  cette  lutte  par  des  motifs  plus  sérieux,  plus  dégagés 
d'intérêt  personnel. 

a  Je  crois,  c'est  chez  moi  une  conviction  profonde  et  invétérée,  que 
l'adoption  des  méthodes  de  Caucby  ne  saurait  avoir  que  les  plus  déplo- 
rables effets  non-seulement  sur  le  progrès  futur  des  sciences  mathéma- 
tiques, mais  encore  sur  le  développement  des  sens  du  beau  et  du  vrai, 
chez  les  esprits  qui  auraient  subi  cet  enseignement. 

(c  Dégager  la  loi  morale  des  erreurs  et  préjugés  qui  en  forment  la 
gangue  est  à  mes  yeux  le  but  suprême  de  la  science.  Or,  ce  ne  serait 
déjà  guère  un  bon  moyen  de  développer  en  soi  le  sens  moral  que  de 
confiner  son  intelligence  dans  des  abstractions  n^alhématiques.  Mais 
que  dire  d'une  tendance,  telle  que  celle  de  l'école  de  Caucby,  à  pousser 
l'abstraction  jusqu'à  une  sorte  d'interdit  jeté  sur  les  considérations  géo- 
métriques ?  Que  dire  de  la  rupture  éclatante  effectuée  par  Gauchy  entre 
les  deux  théories,  jusqu'à  lui  si  bien  assorties,  des  fonctions  analytiques 
et  des  lieux  géométriques?  Y  eut-il  jamais  tentative  plus  rétrograde? 

•  » 

«  Je  ne  connais  pas  la  règle  que  Cauchy  a  donnée  en  1854,  pour  la 
convergence  de  la  série  de  Taylor.  Je  serais  étonné  qu'elle  fût  exacte, 
car  MM.  Briot  et  Bouquet  n'en  auraient  donc  pas  profité. 

((  A  ce  propos,  il  me  semble  que  vous  frappez  un  peu  sur  mon  dos, 
dans  votre  note  insérée  aux  Comptes  rendus  (séance  du  1*'  février).  Je 
ne  m'en  plains  pas,  parce  que,  comme  je  vous  l'ai  dit  dans  la  première 
lettre  que  j'ai  eu  Thonneur  de  vous  écrire,  je  ne  vois  absolument  aucun 
mérite  à  avoir  reconnu  l'absurdité  évidente  des  règles  données  par 
MM.  Cauchy,  Puiseux,  Briot  et  Bouquet,  etc. 
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(c  Mais  je  constate  que  M.  Puiseux  n'a  pas  manqué  le  coche  à  la 
séance  suivante. 

a  Grand  bien  lui  fasse  I 

ce  II  essaye,  après  vous,  de  sauver  Gaucby,  après  avoir  été  obligé  de 
confesser  ses  erreurs,  qu'il  n'avait  cependant  puisées  que  dans  Cauchy. 

«  Il  paraîtra  s'être  sauvé  par  la  même  occasion,  aux  yeux  des  gens 
qui  n'examinent  pas  les  choses  de  près  ;  mais  je  le  rattraperai. 

M.  Genocchi  me  répondit  le  10  mars.  Il  me  disait  : 

• 

'     a  Je  vous  remercie  de  votre  très-aimable  lettre.  » 
<c  Je  regrette  que  votre  santé,  etc.  » 

((  Je  vous  remercie  surtout  de  vos  intentions  bienveillantes  pour  la 
mémoire  de  mon  compatriote  et  ami  M.  Chiô.  » 

a  Je  ne  suis  pas  très-satisfait  de  la  rédaction  de  ma  note  du  1*'  fé- 
vrier. En  voulant  être  concis  je  n'ai  pas  été  assez  exact.  J'ai  mieux  ex- 
primé ma  pensée  dans  les  NouveUes  Annales  (février  1875).  Puis-je  espérer 
que  vous  reconnaîtrez  qu'en  cherchant  à  sauver  les  droits  de  mon  com- 
patriote, je  n'ai  pas  porté  préjudice  aux  vôtres?  L'intention  a  été  bonne,  s 

«  Bour  M.  Puiseux,  je  vous  l'abandonne.  Il  aurait  dû  s'expliquer  ma 
note  des  Comptés  rendus  par  les  détails  que  j'avais  donné  précédem- 
ment, dans  l^article  du  Bulletin  Boncompagnù  Mais  il  a  préféré  s'en  te- 
nir à  cette  note,  pour  avoir  raison  de  moi.  C'est  en  vérité  un  beau 
triomphe 

Ce  que  dit  là  M.  Genocchi  n'est  pas  exact:  l'article  du  Bulletin  Bon- 
compagnt  n'est  autre  chose  que  le  Ricbiamo  où  M.  Genocchi  avait  voulu 
établir,  ce  qu'il  avait  répété  dans  sa  note  du  I*'  février,  que  Cauchy  ne 
s'était  jamais  trompé  sur  la  condition  de  conv0rgence  de  la  série  de 
Taylor  ;  Et  M.  Puiseux  n'a  fait  qu'enregistrer  l'affirmation  de  H.  Ge- 
nocchi. 

M.  Puiseux  sait  bien  que  cette  affirmation  est  inexacte,  puisqu'il  ne 
s'est  trompé  lui-même  que  d'après  Cauchy;  il  cache  la  vérité  au  public, 
dans  l'intérêt  de  la  coterie  à  laquelle  il  appartient,  mais  M.  Genocchi 
n'a  le  droit  de  s'en  plaindre  ni  en  son  nom,  ni  au  nom  de  son  ami.  Il 
n'y  aurait  que  moi  de  lésé  dans  tout  cela,  si  le  public  croyait  tout  ce 
qu'on  lui  dit. 

«  Mais  pour  Cauchy,  je  crois  toujours  que  le  mieux  serait  de  le  mé* 
nager.  Soutenez  vos  droits,  démontrez  la  supériorité  de  vos  méthodes. 
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mais  ne  l'attaquez  pas  avec  animosité,  car  c*est,  je  vous  le  répète,  le 
plus  admiré  à  Tétranger,  parmi  les  mathématiciens  français  conteippo- 
rains.  En  supprimant  Cauchy,  quel  nom  opposerait-on  en  France  aux 
Jacobi  et  Riemann  de  TAllemagne  ?  » 

11  ne  s'agit  pas  de  supprimer  Gauchy ,  qui  a  rendu  d'immenses  services. 
11  s'agit  d'abord  de  ne  pas  pousser  l'admiration  envers  lui  jusqu'à  per- 
sévérer dans  les  erreurs  qu'il  a  pu  commettre,  mais  qui  lui  sont  d'autant 
moins  reprochables  qu'il  a  abordé  avec  succès,  au  moins  partiel,  une 
masse  énorme  de  questions  neuves  de  son  temps  ;  il  s'agit  en  outre  de 
remplacer  par  d'autres  méthodes  plus  rationnelles  et  mieux  appropriées 
à  l'enseignement,  celles  que  Gauchy  a  employées  pour  faire  faire  à  la 
science  d'importants  progrès  et  qui,  lui  ayant  réussi,  sont  naturelle- 
ment, par  le  fait  môme,  au-dessus  de  toute  attaque,  mais  qui  cependant 
reflètent  le  désordre  d'un  génie  purement  créateur,  nullement  philo- 
sophique. Il  s'agit  enfin  de  conserver  à  chacun  ses  droits  et  de  réagir 
contre  les  prétentions  d'une  école  qui,  sous  le  prétexte  que  Gauchy  a 
été  un  grand  homme,  voudrait,  d'abord,  que  ses  disciples  seuls  eussent 
du  mérite,  et,  en  second  lieu^  que  les  progrès  réalisés  en  dehors  d'eux, 
leur  fissent  cependant  retour. 

Quant  à  attaquer  Gauchy,  avec  animosité^  je  ne  l'ai  jamais  fait.  Je  n'ai 
jamais  parlé  de  lui  que  commej'en  parle  en  ce  moment.  * 

Au  reste  il  était  plus  juste  et  moins  personnel  que  ses  disciples,  et 
avait  l'esprit  plus  large. 

11  se  laissait  bien  aller  à  commettre  de  petits  détournements,  mais  il  le 
faisait  sans  réflexion,  par  entraînement,  et  il  est  remarquable  même  qull 
le  faisait  surtout  aux  dépens  de  gens  auxquels,  comme  moi,  il  rendait  en 
.  même  temps  service.  Ses  petites  supercheries  étaient  noyées  dans  des 
jugements  éclairés  et  bienveillants.  Il  n'aurait  certainement  pas  pour- 
suivi, pendant  quinze  ans  le  projet  de  dépouiller  un  autre  savant.  Je 
vais  plus  loin,  je  pense  que  si  on  eût  réclamé  près  de  lui  au  sujet  d'une 
de  ses  petites  spoliations,  il  eût  cédé  de  bonne  grâce.  Il  était  du  reste 
assez  riche  de  son  propre  fonds. 

J'ai  poursuivi  Gauchy  dans  ses  erreurs,  mai»  c'est  là  le  progrès.  Cela 
ne  m'empêche  pas  de  l'admirer. 

Au  reste  si  j'ai  été  obligé  de  mettre  dans  ma  poursuite  un  peu  d'a^ 
charnement,  ses  disciples  ne  peuvent  s'en  prendre  qu'à  eux  du  tort  que 
j'ai  pu  faire  à  leur  maîtrel 

En  effet,  quand  j'ai  signalé  une  première  erreur,  on  m'a  ri  au  nez  :  alors 
j  en  ai  signalé  une  autre,  pour  faire  croire  à  la  première,  puis  une  troi-^ 
sième,  pour  faire  croire  aux  deux  premières,  et  ainsi  de  suite.  Plus  lard, 
quand  il  n'y  a  plus  eu  moyen  de  rire,  on  a  voulu  faire  croire  qu'on  n'a- 
vait jamais  pensé  autrement  que  moi  :  j'ai  trouvé  le  procédé  singulier; 
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je  n'ai  cependant  rien  dit  pendant  dix  ans.  Mais  il  fallait  bien  chercher 
une  explication  du  fait  :  j'ai  troiiyé  cette  explication  dans  l'exemple  que 
Gaucby  avait  donné  à  ses  disciples  et  j'ai  dû  proposer  Texplication  à 
laquelle  j'étais  parvenu.  —  Au  reste,  quand  on  voudra  la  paix,  on  n'aura 
qu'un  signe  à  me  faire,  mais  tant  qu'on  continuera  la  guerre,  je  ferai 
feu  de  tous  mes  sabords. 

(c  Dans  les  Comptes  rendus  de  4854  (26  juin,  page  1104)  Cauchy  s'oc- 
cupait de  la  résolution  des  équations  et  du  développement  de  leurs  racines. 
Les  règles  qu'il  énonçait  me  paraissent  exactes,  il  développe  une  racine 
a  suivant  les  puissances  d'un  paramètre  f  et  dit  :  «  a  sera  développa- 

((  ble tant  que  la  racine  a  ne  cessera  pas  d'être  une  racine  simple... 

a  La  série  trouvée  deviendra  divergente  à  partir  de  l'instant  où  le  para- 
a  mètre  t  acquerra  un  module  tel  que  pour  ce  module  et  pour  uûe  va- 
c  leur  convenablement  choisie  de  l'argument  de  t,  la  racine  oc  cesse 
«  d'être  simple.  » 

L'article  de  M.  Genocchi  avait  donc  paru  dans  les  Nouvelles  Annales. 
L'épreuve  ne  m'en  avait  pas  été  envoyée,  je  ne  sais  pourquoi.  Aussitôt 
que  je  pus  sortir,  j'allai  demander  à  M.  Gauthier- Villars  le  numéro  de 
février. 

"C'était,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  à  propos  d'une  communication  de 
M.  A.  Picart,  député  à  l'Assemblée  nationale  et  professeur  très-distin- 
gué d'une  de  nos  facultés  des  sciences,  que  M.  Genocchi  avait  cru  devoir 
adresser  sa  lettre  à  M.  Gérono.  Je  dus  donc  rechercher  aussi  l'article 
de  M.  Picart.  Cet  article  ne  contenait  relativement  à  moi  que  ces  quel- 
ques mots  : 

«  En  appliquant  la  série  de  Maclaurin  au  développement  de  la  fonc- 
tion F  (z)  suivant  les  puissances' ascendantes,  entières  et  positives  de  x 
et  invoquant  le  théorème  célèbre  de  Cauchy  relatif  à  ce  développement, 
on  limitait  le  cercle  de  convergence  de  la  série  à  la  valeur  de  x  de  plus 
petit  module  pour  laquelle  l'équation  a  une  racine  double.  Mais  pour- 
quoi la  valeur  de  plus  petit  module?  Car  généralement  la  convergence 
de  la  série  de  Maclaurin  est  limitée  à  la  valeur  de  la  variable  pour  la- 
quelle la  valeur  de  la  fonction  à  détermination  multiple,  que  l'on  déve- 
loppe, devient  infinie  ou  égale  à  une  autre  valeur  de  cette  fonction,  et 
cette  valeur  de  la  variable  n'est  pas  nécessairement,  comme  vient  de  le 
démontrer  M.  Maximilien  Marie,  celle  qui  a  le  plus  petit  module,  parmi 
les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée  infinie.  * 

Si  une  aussi  simple  énonciation  d'un  fait  historique  avait  appelé  une 
rectification,  la  rectification,  il  me  semble,  eût  dû  consister  à  remplacer 
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d'abord  les  derniers  mots  par  ceux-ci  :  gui  rendent  la  fonction  ou  ses  déri- 
vées infinies,  à  partir  d'un  certain  ordre  (car  la  criticité  d'un  point  multiple 
d'ordre  assez  élevé  peut  ne  se  manifester  qu'à  la  centièmei  à  la  millième 
dérivation)  ;  et  à  rappeler  en  second  lieu,  ce  qu'indique  bien  à  la  vé- 
rité la  contexture  de  la  phrase  de  M.  Picart,  par  l'opposition  entre 
l'ancien  et  le  nouvel  énoncé,  mais  seulement  pour  les  gens  qui  savent 
le  fin  des  choses,  que  c'est  moi  qui  ai  fait  rejeter  parmi  les  points 
non  critiques  les  points  multiples  où  les  dérivées  de  la  fonction  se  sépa- 
rent sans  devenir  infinies,  où  F  équation  acquiert  une  racine  multiple,  sans 
que  la  fonction  ni  ses  dérivées  y  deviennent  infinies. 
Quoiqu'il  en  soit,  voici  la  lettre  de  M.  Genocchi  à  M.  Gérono  : 

a  Votre  collaborateur,  M.  Picart,  dans  le  numéro  de  février  de  vos 
Annales  (c'est  le  numéro  de  février  1874),  cite  M.  Maximilien  Marie  au 
sujet  de  la  limite  à  laquelle  s'arrête  la  convergence  de  la  série  de 
Taylor,  et  qui  n'est  pas  nécessairement  la  valeur  de  la  variable  offrant 
le  plus  petit  module  parmi  celles  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée 
infinie.  » 

Taylor  est  ici  mis  pour  Mac-Laurin.  Quant  àee/fes^t  rendent  la  fonction 
ou  sa  déinvée  infinie^  c'est  du  Cauchy  ;  je  dis  :  qui  rendent  les  dérivées  de  la 
fonction  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre^  Ce  n'est  pas  seulement  parce 
que  l'énoncé  de  Cauchy  serait  faux,  que  je  fais  cette  rectification,  c'est 
aussi  parce  que  j'ai,  le  premier,  fait  remarquer  que  toutes  les  dérivées 
d'une  fonction  quelconque  deviennent  infinies  en  même  temps  qu'elle, 
pour  une  valeur  finie  de  la  variable,  ce  que  ma  théorie  des  asymptote^ 
me  suggérait  naturellement,  mais  ce  qui  a  étonné,  lorsque  je  l'ai  dit 
pour  la  première  fois,  dans  mon  Mémoire  de  1865  sur  la  série  de  Taylor. 

a  Dans  une  note  publiée  en  i873,  dont  j'ai  l'honneur  de  vous  adresser 
un  exemplaire  (ce  ne  peut  être  que  le  Rickiamo),  j'ai  montré  que  cette 
remarque  doit  être  attribuée  à  mon  compatriote  M.  Félix  Chiô,  qui  l'a 
faite  le  premier  et  avec  toute  la  précision  désirable.  » 

Mais  M.  Genocchi,  dans  son  liickiamOj  avait  reconnu  exactement  le 
contraire.  En  effet,  les  quelques  mots  que  M.  Picart  avait  bien  voulu 
me  consacrer. et  auxquels  répondait  M.  Genocchi,  se  rapportent  à  la  né- 
gation par  moi  du  principe  admis  par  Cauchy  et  ses  disciples  que  le  point 
critique  le  plus  proche  du  point  origine  fût  toujours  le  point  d'arrêt 
de  la  convergence  ;  or,  dans  son  Richiamo^  M.  Genocchi  avait  cité,  du 
Mémoire  de  1844  de  M.  Chiô,  ce  passage  qui  prouve  clairement  qu'à 
cette  époque  M.  Chiô  croyait  encore  que  la  convergence  est  arrêtée  au 
point  critique  le  plus  proche  du  point  origine:  «  Appelons  a  celle  des 
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«  racines  de  l'équation qui  est  donnée  par  cette  série Pour 

0  qu'elle  soit  développable  en  série  convergente  suivant  les  puissances 

«  ascendantes  de  t il  faudra  chercher  le  plus  petit  module  X  de  t^ 

doL 
«  par  rapport  auquel^  devient    discontinu.  Pour  cela,  il   faudrait 

«  établir  l'équation  1  —  ^  /"(a)  =  0,  où  d'abord  Ton  devrait  mettre 
a  pour  a  sa  valeur  en  fonction  finie  de  t,  si  cette  valeur  nous  était  con- 
<(  nue,  et  ensuite  il  faudrait  chercher  le  plus  petit  module  des  racines  / 
CI  de  l'équation  en  t^  dans  laquelle  se  réduirait  la  dernière  après  la  subs- 
((  titution  dont  nous  venons  de  parler.  »  Et  pour  que  le  fait  fut  encore 
mieux  établi^  M.  Genocchi  avait  en  outre  reproduit  du  mémoire  de  1868 
de  M.  Chiô  (il  n'en  existe  pas  entre  1844  et  4868)  ce  passage  où  M.  Chiè, 
sept  ans  après  moi,  annonçait  comme  une  nouveauté  que  la  conver- 
gence n'était  pas  toujours  arrêtée  au  point  critique  le  plus  proche  du 
point  origine  :  «  Enfin^  il  y  a  un  troisième  point  qui  a  besoin  d'être 

«  éclairci  et  dégagé  de    toute   incertitude Tous  les  géomètres 

«  (M.  Ghiô  ne  connaissait  sans  doute  ma  protestation)  qui  ont  appliqué 

a  le  théorème  de  Cauchy (ces  lacunes  sont  dans  le  texte)  à  la  re- 

«  cherche  de  la  règle  de  convergence  de  la  série  de  Lagrange,  représen- 
«  tant  Tune  des  racines  de  l'équation 

(2)  x  —  t'K{x)=0 

«  ou  bien  de  l'équation 

(.5)  a  —  X'\'  if{x)=0, 

((  ou  se  sont  bornés  à  dire  que  la  série  reste  convergente  tant  que  pour 
«  des  valeurs  croissantes  du  module  T  de  r  l'équation  (2)  ou  (5)  n'ac- 
«  quiert  pas  des  racines  égales  ou  infinies  :  ce  qui  est  vrai,  mais  laisse  in- 
«  décis  le  module  de  la  série  ;  ou  bien  (ces  italiques  sont  dans  le  texte) 
((  ils  en  ont  conclu  (ceci  regarde  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  qui 
peuvent  voir  par  là  que  je  ne  suis  pas  seul  à  leur  prêter  les  opinions 
qu'ils  ont  si  nettement  professées,  malgré  leurs  récentes  dénégations) 
«  que  la  valeur  limite  T'  des  modules  de  i,  pour  lesquels  la*  série  reste 
((  convergente,  est  donnée  par  le  module  le  plus  petit  de  t  qui  fait  acqué- 
((  rir  à  l'équation  (3)  ou  (5)  des  racines  égaies  ou  infinies.  Or^  cette  der- 
c(  nière  assertion  est  inexacte.  Nous  produisons  en  efi'et  »  (sept  ans  après 
que  j'avais  discuté  la  convergence  du  développement  de  l'ordonnée  du 
folium^  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  initiales  de  Tabscisse  et  de 
l'ordonnée)  «  des  exemples  où  la  série  de  Lagrange  continue  d'être  con- 
((  vergente  même  après  que  le  module  de  /  a  dépassé  le  plus  petit 
((  qui  introduit  des  racines  égales  dans  l'équation  proposée  »  et  enfin 
pour  mettre  le  dernier  point,  sur  le  dernier  t,  M.  Genocchi^  toujours 
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dans  le  Richiamo,  avait  ajouté  :  «  Ma  siamo  ben  lungi  dal  pensare  che 
((  il  signor  Marie  non  sia  giunto  col  solo  suo  ingegno  e  co'  suoi  studi  ai 
«  risultati  che  pubblicô,  ne  possiarao  rimproverarlo  di  non  aver  conos- 
«  ciuto  le  conformî  ricerche  del  Chiô  fatte  pubbliche  nel  i852  (il  s'agit  du 
n  Mémoire  de  1844  publié  en  1852  dans  le  Journal  des  savants 
((  étrangers)  come  non  tbniaho  in  colpa  il  Gniô  che  nel  1868  non  conos- 

((  CEVA  LE  COSE  STAMPATE  DAL  SIGNOR  MaRIE  NEL  1861 .  » 

Ainsi  la  reconnaissance  formelle  de  mon  droit,  dans  le  Riehiamo^  se 
transformait,  dans  la  lettre  à  M.  Gérono,  dans  Tafôrmation  inverse  du 
droit  de  Chiô. 

Grâce  à  la  facilité  que  j'avais  montrée,  la  réclamation  allait  le  diable, 
acquirens  vires  eundo , 

«  Je  ne  me  suis  pas  appuyé  sur  des  documents  rares  ou  inédits,  mais 
sur  le  recueil  des  Comptes  rendus  et  sur  un  Rapport  rédigé  par  Cauchy 
lui-môme  (pourquoi  lui-môme  ?),  qui,  après  avoir  rappelé  son  célèbre 
théorème  sur  la  convergence  de  la  série  de  Maclaurin,  s'exprimait  de  la 
manière  suivante  : 

«  En  appliquant  ce  môme  théorème  dans  mes  Exercices  d'analyse,  à  la 
a  série  de  Lagrange  et  en  supposant  cette  série  ordonnée  suivant  les 
<i  puissances  ascendantes  d'un  paramètre  variable,  j'ai  dit  qu'elle  de- 
«  meure  convergente  quand  le  module  du  paramètre  est  inférieur  au 
«  plus  petit  de  ceux  qui  introduisent  des  racines  égales  dans  l'équation 
(t  donnée.  Cette  proposition  est  exacte  ;  mais  il  convient  d'ajouter,  avec 
«  M,  Chiô,  que  la  série  de  Lagrange  demeure  convergente,  quand  le 
((  module  du  paramètre  est  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent 
«  égales  deux  racines,  dont  Tune  est  précisément  la  somme  de  la  série. 
<(  Telle  est,  en  effet,  la  conséquence  qui  se  déduit  naturellement  du 
«  simple  énoncé  du  théorème  général.  » 

Cette  citation  est  extraite  du  Ricktamo.  Elle  établit  bien  que  M.  Chiô 
avait  fait,  dès  1844,  cette  remarque,  qui  s'est  aussi  présentée  la  première 
à  mon  esprit,  quelacriticité  appartient  à  la  fonction  et  non  à  la  variable, 
c'est-à-dire  qu'une  valeur  prétendue  critique  de  la  variable  n'aurait  rien 
de  particulier  si  la  fonction  définie  par  sa  valeur  initiale  et  assujettie  à 
la  continuité,  ne  devait  pas  parvenir  à  une  de  ses  valeurs  infinies  ou 
multiples,  correspondant  à  cette  valeur  de  la  variable,  lorsque  cette  va- 
riable aurait  passé,  par  le  plus  court  chemin,  de  sa  valeur  initiale  à  sa 
valeur  d'abord  considérée  comme  critique. 

J'avais  bien  dit  à  M.  Genocchi,  dans  ma  première  lettre,  que  la  pro- 
position énoncée  dans  le  Mémoire  de  1868  de  M.  Chiô,  que  le  point 
d'arrêt  de  la  convergence  n'est  pas  toujours  le  point  critique  le  plus 
proche  du  point  origine,  si  on  l'entend  bien,  reproduit  sous  une  autre 
ni«  p.  20 
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forme  la  première  observation  (celle  qui  est  mentionnée  dans  l'extrait 
qui  précède);  et  en  effet,  si  la  fonction  n'acquérait  pas  nécessairement 
sa  valeur  inûnie^  multiple  ou  ayant  ses  dérivées  infinies  à  partir  d'un 
certain  ordre,  dès  que  la  variable  atteindrait,  par  le  plus  court  chemin, 
sa  valeur  critique  la  plus  voisine  de  sa  valeur  initiale,  on  devait  en  con- 
clure, si  Ton  entendait  bien  les  choses,  que  la  convergence  ne  serait  pas 
arrêtée  à  cette  valeur  critique  de  la  variable,  la  plus  proche  de  sa  valeur 
initiale.  Mais  les  mots,  si  on  V entend  bien^  contenaient  une  supposition, 
et  j'avais  d'autant  moins  lieu  d'admettre  cette  supposition  à  l'égard  de 
M.  Ghiô,  que,  d'après  le  Richiamo^  M.  Ghiô  avait  mis  (68 — 44)  ans  à 
passer  d'un  des  points  de  vue  à  l'autre.  Or  la  même  dirficulté  avait  bien 
dû  se  présenter  à  l'esprit  de  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet,  mais  s'ils 
l'avaient  envisagée,  puisqu'ils  regardaient  néanmoins  le  point  critique 
le  plus  proche  du  point  origine  comme  devant  arrêter  la  convergence, 
c'est  nécessairement  qu'ils  pensaient  que  la  fonction  parviendrait  à  sa 
valeur  infinie  ou  multiple,  et  non  pas  à  une  de  ses  valeurs  simples  et  finies, 
lorsque  la  variable  atteindrait,  par  le  plus  court  chemin,  sa  première  va- 
leur critique.  Rien  ne  prouve  que  M.  Ghiô  n'ait  pas  d'abord  tranché  la 
question  en  ce  sens.  J'admets  parfaitement  qu'en  1868  M.  Chiè  n'avait 
pas  connaissance  de  mes  travaux,  et  j'en  conclus  qu'il  était  en  état  de 
résoudre  tout  seul  la  difficulté,  mais  il  n*en  résulte  pas  qu'il  l'ait  résolue 
en  1844.  A  moins,  ce  qui  est  possible,  mais'non  prouvé,  que  la  solution 
de  ce  point  délicat  ne  soit  justement  ce  qu'il  a,  d'après  M.  Genocchi,  re- 
tranché de  son  Mémoire  de  1844,  conformément  aux  conseils  de  Gauchy. 

«  J'ai  montré  aussi  dans  la  même  note  (le  Richiamo)  que  Gauchy 
avait,  dès  1844,  remarqué  les  exceptions  que  comporte  la  règle  tirée  des 
racines  égales  de  l'équation  (ceci  n'est  pas  très-clair,  M.  Genocchi  pour- 
rait-il citer  un  passage  où  Gauchy  ait  renié  la  criticité  des  abscisses  des 
points  multiples  d'un  lieu  où  les  dérivées  de  l'ordonnée  se  sépareraient 
sans  devenir  infinies?  Dans  le  cas  contraire,  l'observation  de  Gauchy  ne 
prouve  que  l'absence  de  fixité  dans  ses  idées)  et  proposé  de  la  remplacer 
par  une  autre  règle  relative  aux  valeurs  infinies  de  la  fonction  ou  de 
ses  dérivées  (jamais  M.  Gauchy  n*a  parlé  que  de  la  première  dérivée  de 
la  fonction),  en  ajoutant  que  cette  dernière  règle  avait  été  adoptée  par 
Ghiô  dans  son  Mémoire  de  la  même  année.  (Mais  l'extrait  rapporté  plus 
haut  du  Mémoire  de  1868  de  M.  Ghiô  prouve  qu'il  avait  ensuite  changé 
d'avis,  comme  au  reste  avait  fait  Gauchy  lui-même  en  1854,  ainsi  que 
cela  résulte  de  la  lettre  de  M.  Genocchi  en  date  du  11  février.  On  ne 
peut  donc  voir  dans  tout  cela  que  des  tâtonnejnents.)  Le  calcul  de 
Gauchy  est  identique  à  celui  qu'a  développé  M.  Puiseux  dans  son 
Rapport  sur  les  Mémoires  de  M.  Marie.  (Que  ce  soit  dans  Gauchy  que 
M.  Puiseux  ait  trouvé  le  calcul  dont  il  s'agit  ou  qu'il  l'ait  extrait  de  son 
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Mémoire  de  i851,  comme  cela  semble  plus  probable,  je  n'en  sais  rien, 
mais  comme,  malgré  ce  calcul,  ces  messieurs  avaient  conservé  la 
criiicité  aux  points  multiples  oîi  les  dérivées  de  la  fonction  unissent  par 
se  séparer,  sans  devenir  infinies,  que  j'ai  eu  toutes  les  peines  du  monde 
à  faire  reconnaître  à  M.  Puiseux  son  erreur,  que  ce  n'est  môme  que 
dans  la  seconde  édition  de  son  Rapport  qu'il  l'a  reconnue,  après  de  nou* 
velles  observations  de  ma  part,  transmises  par  M,  Bonnet,  si  Gauchy 
avait  fait  le  même  calcul  que  M.  Puiseux,  il  faudrait  en  conclure  que 
M-  Puiseux  n'avait  pas  été  seul  à  le  faire  sans  y  voir  ce  qui  s'y  trouvait.) 
Ghiô  a  insisté  sur  la  distinction  précédente  dans  un  Mémoire  postérieur 
(celui  de  i868  sans  doute),  présenté  à  la  Société philomatique^  et  je  vous 
prie,  Monsieur,  d'en  agréer  un  exemplaire.  »  (Si  Ghiô  a  fait  cette  obser- 
vation en  1868,  il  l'a  faite  sept  ans  après  moi,  et  s'il  y  a  un  mérite,  c'est 
que  Gauchy  ne  l'avait  pas  faite.) 

<  Ainsi,  la  priorité  de  mon  compatriote  est,  je  pense,  très-clairement 
établie.  » 

Très-clairement  est  joli  en  soi. 

Mais  que  dirait-on  d'un  pêcheur  qui,  ayant  trouvé  une  perle  superbe 
et  l'ayant  rejetée  dans  l'Océan,  voudrait,  le  lendemain,  la  reprendre 
dans  la  poche  d'un  confrère  mieux  avisé? 

Or,  dans  l'hypothèse  la  plus  favorable,  ce  serait  justement  le  cas  de 
M.  Ghiô  :  il  aurait  en  1844  reconnu  que  le  point  d'arrêt  de  la  conver- 
gence de  la  série  de  Taylar  n*est  pas  toujours  le  point  critique  le  plus 
proche  du  point  origine,  et  il  aurait  fait  si  peu  de  cas  de  cette  décou- 
verte qu'il  en  aurait  supprimé  renonciation  par  condescendance  pour 
M.  Cauchy, 

Au  reste,  il  n'y  a  aucune  perle  dans  tout  cela.  La  perle  à  découvrir 
était  le  point  d'arrêt  parmi  les  points  critiques  ;  le  reste  n'est  que  petits 
cailloux.  En  effet,  comme  je  l'ai  déjà  dit  bien  des  fois,  il  était  par  trop 
facile  de  reconnaître  que  l'énoncé  de  Gauchy  était  faux. 

Sans  doute,  Ghiô  avait  vu  à  peu  près  Terreur  où  Ton  était  univer- 
sellement tombé  et  il  était  de  mon  devoir  de  lui  reconnaître,  comme  je 
l'ai  fait,  mais  dans  une  mesure  raisonnable,  la  priorité  de  son  doule, 
mais  c'était  dépasser  toutes  les  bornes  que  d'écrire  :  Ainsi  la  priorité  de 
mon  compatriote  esty  je  pense^  très- clairement  établie. 

Au  reste,  la  phrase  était  d'autant  plus  désobligeante  pour  moi  que 
la  partie  essentielle  de  mes  recherches,  celle  où  je  me  suis  proposé  de 
déterminer  le  point  d'arrêt,  parmi  les  points  critiques,  n'étant  pas  men- 
tionnée et  tout  l'ensemble  de  l'article  étant  d'ailleurs  fort  peu  clair,  le 
lecteur  pouvait  à  peine  savoir  sur  quoi  la  priorité  était  réclamée  en  fa- 
veur de  M.  Ghiô. 

a  Je  suis  heureux  d'ajouter  que  dans  deux  lettres  que  M.  Marie  a  bien 
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voulu  m'adresser,  il  a  loyalement  reconnu  les  droits  de  Félix  Gbiè,  en 
regrettant  que  les  sentiments  d'admiration  et  de  reconnaissance  voués 
parce  dernier  à  Caucby  Talent  empêché  de  faire  valoir  ses  droits  exclu- 
sifs, a  Son  silence,  dit  M.  Marie,  a  eu  pour  résultat  définitif  de  telle- 
(I  ment  ensevelir  sa  découverte  que  les  disciples  de  Cauchy,  ceux 
Il  mêmes  qui  ont  dû  compulser  ses  moindres  écrits,  n'en  eurent  pas 
«  connaissance,  puisqu'ils  n'en  ont  pas  profité  et  qu'ainsi  la  science  en 
((  resta  privée  pendant  une  vingtaine  d'années.  »  M.  Marie  ajoutait  : 
((  Je  vous  remercie  de  l'envoi  du  troisième  Mémoire  de  M.  Chiè,  que 
«  j'ai  lu  avec  un  vif  intérêt  et  qui  montre  quelle  rectitude  de  jugement 
«  M.  Chiô  apportait  dans  les  difficiles  recherches  qui  l'ont  occupé.  »  Il 
finissait  par  ces  mots  :  «  Et  maintenant  je  viens  me  mettre  à  votre  dis- 
«  position  au  sujet  de  ce  qu'il  conviendrait  de  faire  dans  l'intérêt  de 
<(  la  mémoire  de  M.  Chiô.  » 

Ces  passages  sont  bien  textuellement  extraits  de  mes  lettres,  mais  ce 
qui  les  encadrait  était  nécessaire  pour  leur  donner  leur  véritable  sens. 

«  Je  vous  demande  donc,  Monsieur,  de  vouloir  bien  faire  une  petite 
rectification  à  l'article  de  M.  Picart.  Ce  sera  une  œuvre  juste  et  pieuse 
dont  nous  serons  infiniment  reconnaissants,  la  famille  de  M.  Ghi5  et 
moi.  Je  pourrais  discuter  quelque  autre  affirmation  de  M.  Picart,  mais  je 
me  borne  à  citer  les  paroles  suivantes  de  M.  Darboux  :  «  Les  conditions 
a  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  convergence  de  la  série  de  Lagrange 
((  sont  bien  connues  ;  elles  ont  été  indiquées  avec  toute  la  netteté  pos- 
«  sible  par  Gauchy  et  par  Félix  Chiô.  Il  n'y  a  donc  plus  rien  de  nouveau 
«  à  établir  sur  cette  question,  et  ce  qui  a  pu  faire  illusion,  dans  ces  der- 
«  niers  temps,  à  quelques  géomètres,  c'est  que,  dans  son  beau  Mémoire 
((  sur  cette  série,  M.  Ronché  s'est  contenté  de  donner  une  condition 
«  suffisante  pour  la  convergence,  mais  nullement  nécessaire.  »  {Bulletin 
des  sciences  mathématiques  et  astronomiques  y  t.  VI,  p.  67, 1874.) 

Cette  dernière  partie  appelle  plusieurs  rectifications. 

((  Et  d'abord,  M.  Darboux,  qui  arrive  au  secours  de  MM.  Puiseux  et 
Bouquet,  commet  ici  une  maladresse,  car  si  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  la  convergence  de  la  série  de  Lagrange  (ou  de  Taylor) 
avaient  été  indiquées  avec  toute  la  netteté  possible  par  Félix  Chiô, 
MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  seraient  impardonnables  de  s'être  si 
grandement  fourvoyés.  —  Il  vaudra  bien  mieux  pour  M.  Puiseux,  qui  a 
écrit  en  1851,  pour  MM.  Briot  et  Bouquet  dont  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques  a  paru  en  1859,  que  les  conditions  dont  il  s'agit 
n'aient  été  indiquées,  avec  toute  la  netteté  possible  y  que  par  moi,  en 
1861. 
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Il  En  second  lieu,  M.  Darboux  montre  qu'il  ne  sait  pas  ce  dont  il 
parle,  ou  qu'il  ne  dit  pas  ce  qu'il  sait;  car,  pour  déterminer,  je  ne  dirai 
pas  avec  toute  la  netteté  posstbley  mais  simplement  avec  netteté,  la  con- 
dition de  convergence  de  la  série  de  Taylor,  il  s'agissait  d*assigner  le 
point  d'arrôt  parmi  les  points  critiques;  or,  c'est  à  quoi  Caucbyn'a 
jamais  songé,  croyant  que  le  point  critique  le  plus  proche  du  point  ori- 
gine était  toujours  le  point  d'arrêt;  et  si  Chiô  a  envisagé  la  question,  en 
1868,  sept  ans  après  moi,  il  ne  Ta  en  tout  ccis  pas  résolue. 

Quant  à  M.  Rouché,  qui  a  en  effet  étudié  la  question  sous  toutes  ses 
faces,  il  me  disait  il  y  a  quelques  mois  : 

((  Il  est  certain  que  vous  êtes  le  premier  qui  ayez  vu  clair  dans  la 
série  de  Taylor.  »  Comme  j'attache  un  grand  prix  à  ce  témoignage,  je 
prie  M.  Darboux  de  me  permettre  de  l'opposer  au  sien. 

Le  rapport  de  M.  Puiseux.avait  achevé  de  me  cuirasser  contre  toutes 
les  méchancetés  dont  on  voudrait  bien  m'honorer,  et  je  n'ai  pas  songé 
un  instant  à  répondre  publiquement  à  M.  Genocchi.  Cependant  je  ne 
pouvais  pas  laisser  passer  son  article  sans  protestation.  Je  lui  écrivis  à 
la  fin  de  mars. 

a  Monsieur,  l'énoncé  que  vous  voulez  bien  me  communiquer  des  con* 
ditions  de  convergence  de  la  série  de  Taylor,  d'après  Cauchy,  est  aussi 
faux  que  tous  ceux  que  je  connaissais  de  lui,  de  M.  Puiseux,  de  MM.  Briot 
et  Bouquet. 

«Cauchy  admet  qu'une  racine  cesse  d'être  développable  à  partir 
du  moment  où  elle  cesse  d'être  simple.  C'est  complètement  faux. 
Ainsi 

est  développable,  par  la  série  de  Maclaurin,  de  0  à  I,  quelque  polit  que 

soite,  quoique  les  deux  valeurs  de  cette  fonction  se  confondent  pour 

x=  i.  Cela  tient  à  ce  que  les  dérivées  des  deux  valeurs  de  la  fonction 

restent  toutes  distinctes  pour  x=  t.  Si  en  effet  y  cessait  d'être  dévc- 

dy 
loppable  au  delà  de  x=  e,  ^  cesserait  aussi  de  l'être,  quoique  x  =  € 

ne  fût  pas  une  valeur  critique  de  —  de  sorte  que  les  points  d'arrêt  de 

a»c 

la  convergence  du  développement  d'une  fonction  ne  seraient  plus  les 

points  critiques  relatifs  à  cette  fonction,  d'où  résulterait  l'écroulement 

de  toute  la  théorie  I 

«  Outre  cette  erreur  matérielle,  que  M.  Puiseux  a  bien  été  obligé  de 

reconnaître  dans  son  Rapport,  l'énoncé  contient  aus^i  un  non- sens, 

car  ce  n'est  rien  dire quede dire  :1a  fonction  cessera d*être développable 
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au  moment  où  elle  cessera  d'être  simple,  si  on  ne  sait  pas  quand  cela 
arrivera. 

«  Il  arrive  toujours  que  quelques  valeurs.de  la  fonction  deviennent 
égales  en  un  point  vraiment  critique,  mais  si  celle  qu'on  développe  n'est 
pas  comprise  parmi  celies-là,  le  point  en  question  n*est  pas  critique 
pour  elle. 

«  Au  fond,  Cauchy  croyait,  comme  en  témoigne  tout  ce  qui  a  été  écrit 
par  lui  et  par  ses  disciples,  que  le  point  critique  le  plus  proche  du  point 
origine  arrêtait  toujours  la  convergence,  quelle  que  fût  celle  des  valeur? 
de  la  fonction  qu'on  développât.  Cette  absurdité  n'est  pas  expressément 
reproduite  dans  l'énoncé  que  vous  voulez  bien  m'adresser,  mais  elle  y 
est  d'intention,  ou  bien  le  texte  n'a  pas  de  sens,  car  ce  serait  une  pure 
naïveté  que  de  dire  que  la  série,  qui  n*a  jamais  qu'une  valeur,  ne  pourrait 
pas  représenter  toutes  celles  de  la  fonction  qui  se  sépareraient  les  unes 
des  autres  après  être  un  instant  devenues  égales. 

tt  J^ai  lu  votre  lettre  insérée  dans  le  numéro  de  février  des  Nouvelks 
Annales  et  je  vous  demande  la  permission  de  vous  en  dire  franchement 
mon  avis,  ainsi  que  de  votre  note  insérée  dans  les  Comptes  rendus. 

«Les  extraits  que  vous  citez  de  mes  lettres  ne  rendent  que  très-im- 
parfaitement ma  pensée,  car  j'ai  bien  reconnu  que  M.  Chiô  avait  entrevu 
la  vérité  d'une  façon  à  peu  près  nette,  mais  j'ai  constaté  en  même  temps 
qu'il  ne  l'a  dite  ni  assez  haut,  ni  assez  clairement  pour  se  faire  entendre, 
puisque  les  disciples  de  Cauchy,  eux-mêmes,  ne  l'ont  pas  vue  dans  le 
Rapport  oîi  Cauchy  approuvait  M.  Chiô,  en  s'attribuant  d'ailleurs  ses 
idées,  sans  probablement  s'en  rendre  bien  exactement  compte,  puis- 
qu'il approuvait  ensuite,  de  même,. le  Mémoire  de  M.  Puiseux. 

0  En  réalité,  c'est  sur  moi  seul  qu'a  porté  le  poids  de  la  discussion. 


«  J'aurais  été  heureux  que  vous  me  rendissiez  justice  à  cet  égard. 

«Je  vous  disais  aussi  :  «Il  n'y  a  de  mérite  pour  personne  à  ce  que 
«  Cauchy  ait  dit  des  bêtises,  et  cinq  minutes  de  réflexion  sufûsaient 
c(  amplement  à  reconnaître  son  erreur,  aussi  ne  fais-je  dater  mes  travaux 
1  sur  la  série  de  Taylor  que  du  moment  où  j'ai  pu  déterminer  le  point 
n  d'arrêt  pai:mi  le»  points  critiques.  » 

«  J'ai  bien  été  obligé,  avant  de  poser  la  question  de  la  détermination 
du  point  d'arrêt,  de  crier  sur  les  toits  que  le  théorème  de  Cauchy  était 
faux,  mais  si  je  n'étais  parvenu  à  aucun  résultat  nouveau,  je  n'aurais 


:\ 
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même  pas  songé  à  relever  Terreur  par  trop  évidente  de  Gauchy  et  de 
ses  disciples. 

a  Ce  sont  les  exemples  que  j'ai  donnés»  dans  le  journal  de  M.  Liou- 
ville,  de  la  détermination  du  point  d'arrêt,  parmi  les  divers  points  cri- 
tiques, et  les  preuves  qui  en  sont  résultées  que  le  point  critique  le  plus 
proche  du  point  origine  n'était  pas  toujours  le  point  d'arrêt,  qui  ont 
enfin  triomphé  de  préjugés  trop  enracinés  pour  tomber  devant  une  ti- 
mide et  insaisissable  protestation. 

«  J'aurais  attaché  un  grand  prix  à  un  mot  d'éloge  de  votre  part  au 
sujet  de  l'important  progrès  que  j'avais  fait  faire  k  la  question  en  déter- 
minant, par  exemple,  pour  chaque  système  de  valeurs  initiales  de  la 
variable  et  de  la  fonction,  le  point  d'arrêt  de  la  convergence  du  déve- 
loppement de  la  fonction  y,  dans  l'exemple 

y»  —  3aj:y  4- a?' =  0, 

où  se  présentent  quatre  points  critiques.  —  Cet  éloge  n'eût  nui  en  rien 
à  la  mémoire  de  M.  Chi6,  au  contraire,  car  enfin  ce  que  j'ai  pu  dire  en 
faveur  de  M.  Ghiô  n*a  de  valeur  qu'en  raison  de  ma  compétence  dans  la 
question. 

«  En  résumé,  je  crois  que  si  vous  relisez  vos  deux  articles  et  votre 
RichtamOy  vous  y  verrez  :  1**  que  je  ne  compte  pas  dans  la  question  de  la 
série  de  Taylor  ;  —  2®  que  Gauchy  ne  s'est  pas  trompé  au  sujet  de  cette 
question  et  que  M.  Ghiô  partageait  ses  opinions,  ce  qui  me  paraît  con- 
traire à  votre  thèse,  car  si  M.  Ghiô  n'avait  fait  qu'approuver  les  opi- 
nions de  Gauchy,  il  ne  serait  même  pas  question  de  lui  aujourd'hui. 

«  M.  Ghiô  a  eu  un  mérite,  que  j'ai  reconnu,  celui  d'avoir  contredit 
Gauchy  sur  les  points  où  il  avait  tort,  mais  pour  que  ce  mérite  ne  soit 
pas  imaginaire,  il  faut  au  moins  que  Gauchy  se  soit  trompé.  Gomment 
donc  pouvez-vous  plaider  à  la  fois  l'infaillibilité  de  Gauchy  et  le  mérite 
de  M.  Ghiô? 

«  Il  me  semble  que  vous  plaidez  de  façon  à  perdre  votre  procès  et 
celui  de  M.  Ghiô  devant  toutes  les  juridictions  possibles  et  imaginables. 
La  réponse  de  M.  Puiseux  vous  en  est  du  reste  une  preuve.  Il  n'a  eu 
qu'à  ramasser  les  atouts  que  vous  lui  aviez  mis  dans  la  main  pour  ga- 
gner la  partie  en  cinq  lignes. 

«  Vous  me  disiez  dans  une  de  vos  lettres  :  «  Il  me  répugnait  d'accuser 
M.  Gauchy  de  mauvaise  foi.  »  Il  faudrait  pourtant  prendre  parti  dans 
un  sens  ou  dans  Tautre. 

«  En  un  mot,  voici  ce  qui  s'est  passé.  M.  Ghiô  a  relevé  une  erreur  de 
Gauchy;  Gauchy  dans  son  Rapport  s'est  approprié  l'opinion  de  M.  Ghiô, 
en  noyant  l'emprunt  dans  une  phraséologie  qui  permît  au  public  de  se 
faire  illusion,  but  qui  fut  si  bien  atteint  qu'on  n'aperçut  môme  pas  la 
rectification;  et  là-dessus  vous  dites  :  Ghiô  et  Gauchy  étaient  du  même 
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avis,  c'est  M.  Marie  qui  est  le  trouble-fête  !  Cela  me  serait  égal  en  ce  qui 
me  concerne,  mais,  dans  votre  hypothèse,  je  le  répète,  je  ne  vois  plus 
le  mérite  de  M.  Ghiô. 

n  Jeyous  demande  pardon  d'insister  si  fort  sur  un  pointqui,  en  réalité, 
me  tient  fort  peu  au  cœur,  mais  comment  voulez-vous,  après  ce  que 
vous  avez  écrit,  que  je  rétablisse  M.  Chiô  dans  ses  droits  ? 

«  Vos  deux  articles  m'ont  donné  Tenvie  de  voir  celui  de  M.  Picart, 
dont  je  n'avais  pas  encore  entendu  parler.  M.  Picart  ne  dit  de  moi  que 
deux  mots  rappelant  un  fait  de  notoriété  ppblique,  et  je  n'ai  rien  vu 
dans  son  article  qui  explique  Tà-propos  de  votre  réponse. 

«  J'avais  été  avertipar  M-BrissedeTenvoi  de  votre  lettre  à  M.  Gérono, 
avant  que  vous  m'en  eussiez  parlé  et  je  lui  avais  dit  que  peut-être  j'aurais 
à  y  ajouter  quelques  mots,  qui  n'eussent  pu  être  qu'en  faveur  deM.Ghiô; 
mais,  en  l'état  de  la  question,  je  préfère  garder  le  silence,  ne  voulant  ni 
vous  contredire,  ni  me  charger  moi-même  de  mon  panégyrique. 

«  Si  les  raisons  que  je  vous  donne  dans  cette  lettre  vous  convainquent, 
vous  pourrez  mieux  que  moi  remettre  les  choses  en  un  état  satisfaisant 
pour  vous,  pour  M.  Chiô  et  pour  moi. 

«  Agréez,  je  vous  prie,  Monsieur,  Texpression  nouvelle  de  mes  meil- 
leurs sentiments,  d 

Le  but  que  je  m'étais  proposé  dans  cette  lettre  est  indiqué  dans  les 
conclusions.  Je  voulais  obtenir  de  M.  Genocchi  une  détermination  nette 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Je  n'y  suis  pas  parvenu. 

Quelques  termes  de  sa  réponse  m'ont  fait  vaguement  supposer  que  je 
l'avais  blessé,  je  lui  en  ai  d'autant  plus  volontiers  exprimé  mes  regrets, 
qu'il  avait  été  bien  loin  de  ma  pensée  d'avoir  l'intention  de  le  faire, 
mais  je  n'en  persiste  pas  moins  à  penser  que  les  intérêts  de  M.  Chiô  et 
la  justice  auraient  gagné  à  être  défendus  comme  je  l'entendais. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  citerai  deux  parties  de  la  réponse  de  M.  Genoccbi, 
Tune  qui  peut  intéresser  le  public  et  l'autre  qui  me  concerne. 
M.  Genocchi  débutait  par  ces  mots  : 

«  Je  ne  suis  pas  heureux  dans  mes  citations.  Je  croyais  vous  donner 
des  énoncés  exacts,  et  vous  trouvez  qu'ils  sont  complètement  faux.  H 
faudrait  pourtant  apporter  un  peu  d'indulgence  dans  la  discussion. 
Summum  jus,  summa  injuria.  Il  y  a  deux  questions  :  la  question  des  ra- 
cines multiples  et  celle  delà  valeur  infinie  de  la  fonction  et  de  ses  dé- 
rivées. Le  Mémoire  de  i8o4  que  je  vous  ai  cité  se  rapporte  à  la  première 
question  et  les  exemples  que  vous  me  citez  se  rapportent  à  la  seconde; 
mais  pour  celle-là,  vous  savez  qu'il  y  a  un  Mémoire  plus  ancien  de 
Cauchy  et  très-explicite,  celuidel844,  dont  j'ai  parlé  dans  monRichiam 
et  dans  lequel  on  détermine  les  valeurs  critiques  en  supposant  infinie 
quelqu'une  des  dérivées.  »  [Comptes  rendus ,  tome  XIX,  page  142.) 


i 
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Il  me  semble  que  cette  explication  ne  prouve  que  la  confusion  des 
idées  de  l'auteur  des  deux  Mémoires  de  1844  et  de  1854.  Je  ne  vois  en 
tout  cas  paslesdeuxquestions.il  s'agit  Je  crois,  de  la  convergence  de 
la  série  de  Taylor  :  or,  l'énoncé  de  1854  étant  faux,  que  peut  être  celui 
de  1844?  S'il  était  exact,  ce  que  je'ne  pense  pas,  la  correction  qui  y  au- 
rait été  faite  démontrerait  qu'il  neTélait  que  par  hasard. 

Voici  la  seconde  partie  : 

«  En  ce  qui  touche  M.  Ghiô,  j'avais  pensé  que  l'article  de  M.  Picart 
vous  devait  oiïrir  l'occasion  de  rendre  justice  à  mon  ami  et  j'attendais. 
Après  avoir  attendu  plusieurs  mois,  je  me  suis  décidé  à  parler  moi- 
même.  » 

Ceci  est  presque  un  reproche  ;  mais  comment  aurais-je  pu  songer  à 
répondre  à  l'article  de  M. Picart,  dont  je  n'avais  jamais  entendu  parler?Il 
est  vrai  que  si  j'en  avais  eu  connaissance,  je  n'aurais  songé  qu'à  une  seule 
chose,  remercier  M.  Picart,  ceque  j'ai  fait  depuis.  Mais  au  lieu  d'attendre 
que  je  m'insurgeasse  contre  un  article  que  je  ne  connaissais  pas,  pour- 
quoi M.  Genocchi  ne  me  le  signalait-il  pas? 
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Lorsque  j'avais  expliqué  à  M.  Bonnet  ma  méthode  de  classification 
des  intégrales  d'origine  algébrique,  il  m'avait  appris  que  M.  Hermite 
s'occupait  depuis  quelques  années  de  cette  même  question,  dans  ses  le- 
çons à  rÉcole  Polytechnique,  et  que  la  première  partie  de  son  cours, 
qui  venait  de  paraître,  comprenait  précisément  le  développement  de 
ses  idées  au  sujet  de  la  question  dont  je  m'étais  occupé. 

Je  pris  connaissance  de  cet  ouvrage  aussitôt  que  je  le  pus. 

J'ai  été  étonné,  en  le  feuilletant,  d'y  trouver  cité  avec  approbation, 
comme  extrait  du  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Serret,  cet 
énoncé  bizarre  du  théorème  de  Cauchy,  relatif  à  la  série  de  Taylor  : 

«  Toute  fonction  sera  développable  en  série  convergente,  suivant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable,  si  le  module  de  cette 
variable  est  inférieur  au  plus  petit  module  des  valeurs  qui  rendent  la 
.fonction  discontinue.  » 

Cet  énoncé  a  d'autant  plus  lieu  d'étonner  que  l'ouvrage  de  M.  Her- 
mite a  paru  en  1873,  mai  ou  juin. 

J'y  remarquai  aussi  cette  phrase  de  la  note  des  pages  382  et  383  : 

«  On  voit  ainsi  dans  les  parties  élevées  du  calcul  intégral  toute  Tim- 
«portance  de  la  considération  des  points  doubles,  et  comment  elle  de- 
ce  vient  l'un  de  ces  liens  que  la  science  de  notre  époque,  et  surtout  les 
«beaux  travaux  de  M.  Clebsch,  ont  révélés  entre  la  géométrie  supérieure 
<f  et  l'analyse.  » 

Cette  note  se  rapporte  h  l'abaissement  qui  se  produit  dans  le  nombre 
et  la  nature  des  périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe  algébrique  de 
degré  donné,  à  la  suite  de  la  formation  de  points  doubles  dans  cette 
courbe;  or  la  Théorie  der  Aàelschen  functionen  a  paru  en  1866  et  le  Mé- 
moire où  j'ai  consigné,  comme  une  simple  remarque,  dérivant  de  ma 
théorie  des  intégrales  simples,  que  la  quadratrice  d'une  section  plane 
d'une  surface  algébrique  perd  une  de  ses  périodes,  par  annulation,  au 
moment  où  le  plan  sécant  devient  tangent  à  la  surface,  ce  Mémoire, 
que  M.  Hermite  a  eu  le  premier  entre  les  mains,  est  de  1853. 

Mais  je  ne  m'émeus  pas  pour  si  peu  de  chose: 

Je  lus  avec  un  vif  intérêt  la  théorie  des  courbes  unicursales ,  c'est-à- 
dire  des  courbes  dont  les  coordonnées  x  et  y,  en  raison  de  la  forme  de 
leur  équation,  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'une  même 
variable. 

Comme  je  l'avais  écrit  dans  les  Comptes  rendus^  la  méthode  des  con- 
juguées avait  l'avantage  sur  celle  de  M.  Clebsch,  ou  de  M.  Hermite, 
tant  par  rapport  aux  moyens  employés  que  par  rapport  aux  résultats 
obtenus. 

Toutefois,  je  fus  véritablement  surpris  qu'on  eût  pu  pousser  les  dé- 
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couvertes  si  loin^  à  l'aide  seulement  de  transformations  dQ  calcul,  dont, 
au  reste,  on  aperçoit  si  peu  le  motif  à  priori^  qu'il  semblerait  que  toute 
cette  théorie  ne  soil  qu'un  assemblage  de  Réciproques.  ^ 

Je  m'étais  proposé  de  déterminer  les  conditions  les  plus  générales 
dans  lesquelles  une  courbe  algébrique  devient  quarrable  algébrique- 
menty  par  les  fonctions  circulaires,  ou  par  les  fonctions  elliptiques;  et 
j'y  étais  arrivé. 

A;i  lieu  de  cela,  la  théorie  de  M.  Clebsch  se  réduit  à  deux  théorèmes^ 
concernant  deux  hypothèses  en  deçà  ou  au  delà  desquelles  on  ne  sait 
plus  rien  : 

1 

Si  une  courbe  de  degré  «  a  -n  (n  —  3)  points  doubles,  ses  coordon- 

nées  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  d'une  nouvelle  varia- 
ble 6  et  d'un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  du  quatrième  degré 
en  0  ;  d'où  résulte  que  cetle  courbe  est  quarrable  par  les  fonctions 
elliptiques. 

1 

Si  une  courbe  de  degré  n  a  -  (n  —  1)  (n  —  2)  points  doubles,  ses  coor- 

données  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  d'une  nouvelle 
variable  6  et,  par  suite,  cette  courbe  est  quarrable  par  les  fonctions  cir- 
culaires. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  les  périodes  cycliques  s'évanouissent,  la  courbe 
est  quarrable  algébriquement. 

Mais  les  conditions  d'évanouissement  des  dernières  périodes  de  la 
quadratrice  d'une  courbe  unicursale  étaient  fournies  par  la  théorie, 
sous  une  forme  si  compliquée,  que  M.  Hermite  s'y  était  trompé,  pour  lès 
courbes  du  troisième  degré  seulement  ;  ou,  du  moins,  n'avait  pas  pu 
ôblehir  l'équation  la  plus  générale  de  la  courbe  du  troisième  degré 
quarrable  algébriquement,  et  avait  pris  le  cas  le  plus  général  pour  un 
cas  particulier. 

La  lecture  de  son  livre,  ou  du  moins  des  passages  qui  m'intéres- 
saient, m'amena  à  lui  écrire  la  lettre  suivante  en  date  du  30  juillet 
1873. 
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LETTRE   A  M.  HERMITE 


80  R 


LES  COURBES  ALGÉBRIQUES  QUARRABLES  ALGÉBRIQUEMENT 


«  Monsieur,  j'ai  présenté  il  y  a  quelques  mois  à  T Académie  des  scien- 
ces un  Mémoire  intitulé  :  Classification  des  intégrales  quadratrices  des 
courbes  algébriques^  qui  a  paru  par  extraits  dans  les  comptes  rendus  re- 
latifs aux  séances  des  17  et  24  mars,  7  et  14  avril  1873,  et  dont  j'avais 
annoncé  la  publication  à  M.  Chasles  et  à  M.  Puiseux.  par  lettres  datées 
du8  et  du  14  juillet  1872 

«  L'une  des  conclusions  de  mon  Mémoire,  était  que  les  courbes  dé 
degré  m  quarrables  algébriquement  sont  celles  qui  ont ^ 

2 

points  doubles  et  que  toutes  leurs  asymptotes  rencontrent  en  trois  pointa 
situés  à  l'inQni. 

«Je  savais  déjà,  par  M.  Laguerre,  que  je 'm'étais  rencontré  avec 
M.  Clebsch  et  vous,  quoique  par  une  méthode  toute  différente,  sur  la 
définition  des  courbes  unicursales,  ou  quarrables  par  les  fonctions  cir- 
culaires, mais  j'ignorais  que  vous  fussiez  allé  plus  loin. 

<«  Je  viens  de  voir,  ce  soir  même,,  avec  le  plus  grand  plaisir,  que  tous 
vous  étiez  préoccupé  aussi  de  déterminer  les  courbes  quarrables  algé- 
briquement, et  alors,  naturellement,  mon  attention  s'est  trouvée  encoro 
plus  particulièrement  excitée. 

«(  Pour  déterminer  la  courbe  du  troisième  degré  quarrable  algébri- 
quement^ vous  prenez  Téquation  de  la  courbe  unicursale  de  cet  ordr^ 
vous  cherchez  les  expressions  des  périodes  cycliques  ou  résidus  et  vous 
les  égalez  à  zéro. 

«  J'avais  procédé  autrement  : 

c(  Les  périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe  donnée  devant  être  in* 
dépendantes  du  choix  des  axes,  puisque  les  aires  des  segments  relatifs  à 
un  même  arc  lie  diffèrent  les  uns  des  autres  que  par  celles  de  deux 
triangles  et  d'un  trapèze,  j'avais  supposé  qu'on  rendît  Taxe  des  y  paral- 
lèle à  Tune  des  asymptotes  et  qu'on  prît,  en  tenant  bien  entendu  compte 
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du  nouvel  angle  des  axes,  le  résidu  relatif  à  l'abscisse  de  cette  asymp- 
tote, résidu  qui  resterait  une  période 'cyclique  de  la  quadratrice  de  la 
courbe,  lorsque  les  axes  reprendraient  leur  situation  première. 

a  Or  il  est  facile  de  voir  que  ce  résidu  s'annule  quand  Tasymptote 
coupe  la  courbe  en  trois  points  situés  à  Tinfini . 

«  D'où  résulte  le  théorème  que  j'ai  énoncé  : 

(fn — i](m  —  2) 
«  Pour  qu'une  courbe  qui  a points  doubles  et  dont  la 

z 

quadratrice  a,  par  conséquent,  déjà  perdu  ses  périodes  uUracycliques, 
devienne  quarrable  algébriquement,  il  faut  que  toutes  ses  asymptotes 
la  coupent  chacune  en  trois  points  situés  à  l'infini. 

((  La  comparaison  des  trois  périodes  cycliques  de  la  courbe  unicur- 
sale  du  troisième  ordre,  vous  montre  aisément  que  Tune  d'elles  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  puisque 
chacune  d'elles  a  le  double  signe,  que  la  somme  des  trois  est  nulle. 

a  Le  théorème  analogue  ne  m'a  pas  échappé,  mais  je  l'ai  présenté 
d'une  manière  plus  générale. 

'  «  J'ai  fait  voir  que  si  l'on  dirigeait  successivement  l'axe  des  y  parallè- 
lement aux  m  asymptotes  d'une  courbe  de  degré  m  et  que,  chaque  fois, 

on  calculât  le  résidu  de  l'intégrale  sin  Y'X'  j  t/dx'j  relatif  au  pied  de 

l'asymptote  correspondante  sur  l'axe  des  x  resté  fixe,  ces  m  résidus  se- 
raient liés  entre  eux  par  une  relation  telle  que  si  [m  —  1)  d'entre  eux 
étaient  rendus  nuls,  ce  qui  arriverait  dès  que  chacune  des  (m  —  1) 
asymptotes  correspondantes  rencontrerait  la  courbe  en  trois  points  si- 
tués à  l'infini,  le  mf^^  résidu,  dès  lors,  serait  aussi  nul. 

0  Les  résultats  suivants  continuent  naturellement  à  concorder. 

((  Toutefois,  vous  dites,  page  404  : 

«  Nous  appliquerons  ce  résultat  à  un  exemple  particulier,  en  consi- 
«  dérant  la  courbe  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Descartes.  » 

((  Il  me  semble  que  le  folium  (1)  ne  constitue  pas  un  exemple  particu- 
lier, mais  que  si  l'on  rétablit  le  paramètre  linéaire  et  qu'on  ne  suppose 
plus  les  axes  rectangulaires,  on  aura  la  courbe  la  plus  générale  du  troi- 
sième degré  quarrable  algébriquement. 

((  L'équation  de  la  courbe  la  plus  générale  du  troisième  degré,  quar- 

(1)  J'appelle  ici  folium,  comme  au  reste  le  fait  aussi  M.  Hermite  dans  sa  réponse,  non 
pas  la  courbe  particulière 

y8-j-ar'  — 3ajcy«=0, 

rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  mais  la  courbe  de  même  nature 

y*  4-  A»x«  —  Zak^xy  =-=  0, 
rapportée  à  des  azee  quelconques. 


rable  algébriquement,  telle  que  je  l'avais   donoée  dans  les  Compta 
rendus,  est 


ax  .  /a:  +  3i 


Le  choix  des  axes  auxquels  je  l'avais  rapportée  résultait  de  cette  re- 
:que  que  le  point  double  de  la  courbe  quarrable  du  troisiènae  ordre 
le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  asymptotes,  et  que 
cune  des  médianes  de  ce  triangle  est  le  diamètre  de  la  courbe  cor- 
londant  aux  cordes  parallèles  à  la  troisième  asymptote.  Dans  mon 
lation,  2m  représente  l'une  des  médianes,  et  3a  la  base  correspon- 
ite  du  triangle  formé  par  les  asymptotes. 

Cette  équation  ayant  été  obtenue  directement  en  exprimant  les 
iditions  que  la  courbe  devait  remplir  est  bien  l'équation  la  plus  géné- 
;  des  courbes  du  troisième  ordre  quarrables  algébriquement, 
c  Cependant  les  trois  asymptotes  du  folium  sont  : 

y=  —  x~\, 
^=  — ou  — o', 

y  =  — «'j^— «; 

chacune  des  trois  rencontre  bien  la  courbe  eu  trois  points  situés  à 

Rni. 

[  Il  semblerait  donc  qu'il  y  eut  deux  courbes  du  troisième  ordre 

irrubles  algébriquement,  mais  elles  sont  conjuguées  l'une  de  l'autre 

l'en  font  réellement  qu'une. 

r  liln  eOet,  si  l'on  rapporte  le  folium  à  son  axe  de  symétrie  et  à  la 

pendiculaire,S0Q  équation  devient 


V3     V   ^.+  -i 


,  au  facteur  v  —  i  près,  rentre  bien  dans  le  type 

ax  .   fx  +  -im 

<  Toute  la  différence  est  que  ma  courbe  a   ses  trois  asymptotes 

lies  et  que  le  folium  en  a  deux  imaginaires. 

iiCe  qui  précède  n'a  d'autre  objet  que  de  servir  d'introduction  à  ce 

B  je  me  proposais  de  vous  dire. 

Il  Vous  ne  donnez  pas  les  conditions  que  doivent  remplir  les  courbes 
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unicursales  d'ordres  supérieurs  au  troisième,  pour  qu'elles  deviennent 
qnarrables  algébriquement.  Il  me  semble  cependant  que  votre  méthode 
y  conduirait.  Peut-être  avez-vous  pensé  que  l'expression  en  serait  trop 
compliquée.  Mais  peut-être  aussi  que,  sachant  qu'elles  se  réduisent  à 
ce  que  les  m  asymptotes  rencontrent  chacune  la  courbe  en  trois  points 
situés  à  l'infini,  la  recherche  directe^  par  votre  méthode,  vous  en  pa* 
raîtra  moins  inabordable,  et  comme  je  serais  très-désireux  de  vous  voir 
ajouter  ce  complément  à  votre  théorie,  j'ai  pris  la  liberté  de  vous  sou- 
mettre la  question. 

a  Dans  ma  théorie,  l'équation  de  la  courbe  quarrable  de  degré  m 
se  forme  toujours  aisément  :  si  l'on  ajoute  au  produit  de  m  facteurs 
{y  —  a^x  —  61),....  (y  —  ama:  —  6m),  un  polynôme  de  degré  [m  —  3),  on 
a  Téquation  la  plus  générale  des  courbes  de  degré  m,  que  leurs  m 
asymptotes  coupent  chacune  en  trois  points  situés  à  Tinâni. 

Im  —  1)  [ffi  — —  2) 
«  On  exprime  ensuite  que  la  courbe  a -points  doubles 

donnés,  ce  qui  donne  des  relations  très-symétriques  entre  les  coeffi- 
cients des  termes  des  divers  degrés,  t 

Yoici  la  réponse  de  M.  Hermite,  elle  est  datée  du  G  août  1873. 

«  Monsieur,  je  ne  puis  répondre  que  bien  succinctement  à  la  lettre  que 
vous  m'avez  fait  Thonneur  de  m'écrire,  étant  sur  mon  départ,  mais  je  ne 
veux  pas  tarder  à  vous  dire  que  vous  avez  grandement  raison  à  l'égard 
des  courbes  du  troisième  degré  quarrables  algébriquemenU  En  donnant 
les  expressions  rationnelles 

j'ai  omis  d'observer  qu'on  pouvait,  sans  changer  l'équation  en  x  et  y, 

remplacera  par        ,     ,  substitution  qui  laisse  d'ailleurs  ç  (6)  et  ^  (6), 

fonctions  rationnelles  du  troisième  degré,  mais  en  y  introduisant  trois 
constantes  qui  permettent  de  ramener  tous  les  cas  au  seul  et  unique 
cas  qui  existe  en  réalité  ;  ceux  que  je  m'étais  flgurés  différents  n'ayant 
de  différence  que  l'apparence  des  fonctions  (p  (6)  et  ^  (ô). 

«Devant  très-prochainement  partir  en  vacances,  je  ne  puis  entrer 
plus  à  fond  dans  l'étude  de  la  question  à  laquelle  vous  vous  êtes  attaché 
et  qui  m'intéresse  beaucoup,  mais  j'emporte  votre  lettre  pour  l'étudier 
à  loisir  plus  tard. 

((  En  vous  remerciant.  Monsieur,  de  votre  communication  qui  m'a 
fait  grand  plaisir,  je  vous  prie  d'agréer  l'assurance  de  mes  sentiments 
les  plus  distingués.  »  Ch.  Hermite. 
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iM.  Transon  se  vit  obligé  d'interrompre  ses  examens  d'admission  à 
l'École  Polytechnique,  le  20  août  1873,  et  je  fus  brusquement  appelé  à  le 
remplacer,  comme  examinateur  suppléant. 

J'achevai  les  examens  de  Paris  et  je  fis  la  tournée  de  province  avec 
mon  camarade  M.  Tissot  et  M.  Debray,  que  je  n'avais  pas  l'honneur  de 
connaître,  mais  dont  l'esprit,  le  caractère  et  la  bienveillance  me  char- 
mèrent. 

J'avais  pris  la  suite  des  examens  de  M.  Transon  le  24  août  ;  il  ne  res- 
tait à  interroger  à  Paris  que  64  élèves  externes,  appartenant  pour  la  ma- 
jeure partie  à  Sainte-Barbe,  à  Técole  des  jésuites  etàTécole  Monge. 

M.  Bouquet,  directeur  de  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  et 
M.  Godart,  directeur  de  l'école  Monge  m'avaient  exprimé  leur  satisfac- 
tion sur  ma  manière  d'interroger  et  de  juger  les  candidats,  et  le  général 
Riffault,  qui  commandait  ajors  l'École  Polytechnique,  avait  reçu  des 
Pères  jésuites  l'expression  d'impressions  également  favorables. 
Mais  j'éprouvai  encore  plus  'de  satisfaction  en  province. 
Au  reste,  M.  Debray  étant  le  contemporain  et  le  camarade  de  presque 
tous  les  professeurs  dont  nous  avions  à  examiner  les  élèves,  leurs  témoi- 
gnages, qu'il  recueillait,  étaient  d'autant  plus  probants  qu!ils  étaient 
plus  libres;  aussi,  avaient-ils  d'autant  plus  de  prix  à  mes  yeux. 

A  Douai,  à  Nancy,  à  Besançon,  M.  Debray  n'avait  reçu  que  des  témoi- 
gnages flatteurs  pour  moi.  A  Lyon,  j'avais  reçu  les  compliments  da 
général  Favé  et  le  professeur  de  spéciales  avait  pris  ma  défense  près  du 
proviseur,  qui  avait  craint  un  insuccès  plus  caractérisé  que  ne  le  com- 
portait la  faiblesse  avouée  des  candidats,  cette  année-là. 

Les  professeurs  de  Moulins,  de  Glermont-Ferrand  et  de  Grenoble, 
qui  avaient  accompagné  leurs  élèves  à  Lyon^  avaient  manifesté  leur 
satisfaction. 

A  Toulouse,  M.  Forestier  avait  dit  que  j'avais  classé  ses  élèves 
comme  il  l'eût  fait  lui-même  et  avait  ajouté  qu'il  avait  relevé  dans 
mes  examens  des  remarques  très-fines,  dont  il  ferait  profiter  ses  élèves. 
A  Bordeaux,  M.  Debray  m'avait  dit  :  tout  le  monde  est  content,  élèves 
et  professeurs.  On  trouve  que  vous  êtes  très-clair,  et  on  ajoute  que  vous 
posez  des  questions  très-intéressantes^  sur  lesquelles  on  peut  bien  juger 
les  élèves, 

A  Rennes,  c'avait  été  le  même  concert  de  la  part  des  professeurs  de 
Rennes,  de  Nantes,  de  Brest  et  de  Lorient. 

A  notre  retour,  M.  Debray,  qui,  en  qualité  de  président  du  jury  d'exa- 
men, devait  naturellement  rendre  compte  de  nos  faits  et  gestes,  s'ex- 
prima de  la  façon  la  plus  explicite  en  ma  faveur  vis-à-vis  du  général 
commandant  l'école  et  du  directeur  des  études. 
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Il  savait  mis  une  grâce  si  parfaite  à  me  transmettre  ce  qu  on  lui  avait 
rapporté,  que  raffection  que  je  lui  avais  vouée  dès  le  début,  n'avait  fait 
qu'augmenter. 

Son  mérite  et  Tinfluence  légitime  dont  il  jouit  me  suggérèrent  Tidée 
de  lui  demander  un  service. 

Je  songeais  depuis  longtemps  à  réunir  en  volumes  lous  mes  Mé- 
moires, mais  je  ne  pouvais  guère  entreprendre  sans  aide  une  publi- 
cation si  onéreuse. 

Je  savais  M.  Debray  lié  avec  M.  Henri  Sainte-Claire-Deville,  prési- 
dent de  la  Commission  des  encouragements  aux  sciences-lettres,  je  le 
priai  de  me  présenter  à  son  ami  et  de  le  prévenir  de  ce  que  j^aurais  à 
lui  demander. 

M.  Sainte-Glaire-Deville  me  reçut  avec  la  grâce  charmante  qu'il  met 
à  toutes  ses  bonnes  actions  et  me  demanda  seulement  une  lettre  d'un 
savant  en  renom,  pour  mettre  sa  responsabilité  à  couvert. 

Je  m'adressai  à  M.  Bonnet,  qui  me  remit  la  note  suivante  pour  être  pré- 
sentée par  M.  Sainte-Claire-Devilie  au  ministre  de  Tinstruction  publique. 

<(  La  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  que  M.  Marie,  répé- 
titeur à  l'École  polytechnique,  se  propose  de  publier,  a  fait  l'objet  de 
rapports  favorables  présentés  à  l'Académie  des  sciences  par  MM.  Gauchy 
et  Sturm  en  1854  et  par  MM.  Bertrand,  Bonnet  et  Puiseux  en  1873. 

«  Le  Rapport  sur  ks  progrès  de  V Analyse  en  France^  qui  fut  rédigé  sur 
la  demande  du  ministre  de  l'instruction  publique,  à  l'occasion  de  l'Ex- 
position de  1867,  contient  d'ailleurs  un  éloge  spécial  de  l'ensemble  de 
ce  travail. 

((  Il  serait  désirable  que  cet  ouvrage  pût  être  publié  avec  les  dévelop- 
pements que  comporte  l'exposition  de  la  méthode  entièrement  neuve  de 
l'auteur. 

«  Malheureusement,  l'entreprise  d'une  pareille  publication  présente 
de  grandes  difficultés  matérielles. 

c(  Je  pense  que  TÉtat  rendrait  un  granà  service  à  la  science  en  aidant 
autant  que  possible  à  la  solution  de  ces  difficultés. 

({  Je  pense  aussi  qu'il  y  aurait  un  grand  intérêt  à  ce  que  l'ouvrage  de 
M.  Marie  pût  être  mis  à  la  disposition  des  élèves  de  nos  grandes  écoles 
scientifiques  et  de  nos  Facultés  des  sciences. 

«  Les  jeunes  professeurs  de  mathématiques  y  trouveraient  un  nouveau 
champ  d'études  et  de  recherches.  » 

M.  Sainte-Glaire-Deville  me  dit  qu'avec  cette  déclaration  il  pourrait 
demander  ce  qu'il  voudrait  et  me  donna  un  mot  d'introduction  près  de 
M.  0.  deWatteville,  directeur  de  la  section  des  sciences-lettres  au  minis-* 
tère  de  l'instruction  publique,  que  mon  affaire  concernait. 

m*  p.  21 
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Je  remis  à  M.  de  Watteville  la  lettre  de  M.  Sainte-Claire-Deville,  la 
note  de  M.  Bonnet,  et  ma  demande  au  ministre. 

Je  pensais  bien  qu'un  ami  de  M.  Sainte-Claire-Deville  ne  pouvait  être 
qp'un  charmant  homme,  mais  M.  de  Watteville  dépassa  mon  attente. 

Xa  jolie  lettre  de  M.  Bonnet  le  décida  instantanément,  il  me  demanda 
seulement,  pour  être  mieux  armé  près  du  ministre»  de  la  faire  aposliller 
par  quelques  autres  savants. 

M.  Liouville  devait  être  le  premier  à  qui  je  m'adressasse;  mais  étant 
allé  à  l'Académie  pour  le  vofr,  j'appris  qu'il  était  encore  à  Toul. 

Je  rencontrai  M.  Serret  dans  la  salle  des  Pas-Perdus. 

Je  pense,  contrairement  à  l'opinion  générale  des  fonctionnaires,  en 
France,  qu'un  fonctionnaire  est  chargé  de  remplir  la  fonction  dont  il 
est  investi  ;  et  je  crois  avoir  le  droit,  comme  public,  de  requérir  poliment 
un  fonctionnaire  de  remplir  sa  fonction  vis-à-vis  de  moi  quand  j'ai 
besoin  de  lui. 

Je  dis  donc  à  M.  Serret,  en  lui  présentant  la  lettre  de  M.  Bonnet,  que 
M.  de  Watteville,  désirant  de  pouvelles  lumières,  je  croyais  pouvoir  le 
prier  de  donner  son  avis. 

Il  écrivit  au  bas  :  «  Je  pense,  comme  mon  confrère  M.  Bonnet,  qu'il 
serait  à  désirer  que  M.  Marie  fût  mis  à  même  de  pouvoir  publier  ses 
travaux.  » 

Je  crus  aussi  devoir  m'adresser  à  M.  Bertrand,  parce  qu'il  était 
nommé  dans  la  lettre  de  M.  Bonnet,  mais  il  refusa. 

M.  Bonnet  avait  eu  l'obligeance  de  parler  d'avance  à  M.  Hermite,  qui, 
me  rencontrant  quelques  instants  après,  me  demanda  ce  que  je  dé- 
sirais. 

Il  écrivit  très-gracieusement  :  a  Je  me  joins  à  mes  deux  confrères.  » 

Enfin  M.  Liouville,  de  retour  huit  jours  après,  ajouta  :  a  J'apprécie 
les  beaux  travaux  de  M.  Marie  et  j'appuie  de  tout  cœur  la  demande.  » 

Ainsi  nanti,  je  revins  trouver  M.  de  Watteville,  qui  me  fit  obtenir 
quelques  jours  après,  de  M.  de  Fourtou,  une  souscription  à  trois  cent 
quinze  exemplaires  de  mon  livre,  de  façon  que  tous  les  frais  fussent 
couverts. 

Je  crois  devoir  consigner  ici  l'expression  de  ma  bien  vive  reconnais- 
sance envers  M.  Debray,  M.  Sainte-Glaire-Deville,  M.  Bonnet  et  M.  de 
Watteville. 
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Le  manuscrit  était  prêt,  mais  j'y  ai  fait  diverses  additions  et  modiOca- 

tions  pendant  l'impression. 

* 

J'y  ajoutai  le  chapitre  relatif  à  la  courbure  des  surfaces  imaginaires, 
dont  je  n'avais  jamais  eu  le  temps  de  m'occuper;  puis  le  paragraphe 
relatif  aux  plans  asymptotes  et  à  leur  enveloppe. 

m 

C'est  en  écrivant  ce  dernier  article  que  l'espoir  me  vint  de  pouvoir 
faire  pour  les  intégrales  doubles  l'équivalent  de  ce  que  j'avais  fait  peu 
avant  pour  les  intégrales  simples,  c'est-à-dire  de  déterminer  le  nombre 
de  leurs  périodes,  les  circonstances  dans  lesquelles  elles  disparaissent, 
et  les  conditions  pour  qu'une  surface  algébrique  puisse  être  cubée  algé- 
briquement. Je  dirai  quelques  mots  de  ce  travail  un  peu  plus  loin. 

Les  Mémoires  sur  les  intégrales,  que  j'avais  donnés  par  extraits  dans 
les  Comptes  rendus,  en  1872,  bien  que  je  n'en  voulusse  pas  conserver  le 
texte,  puisque,  pour  les  raisons  que  j'ai  dites  plus  haut,  j'en  avais  écarté 
le  point  de  vue  le  plus  intéressant,  devaient  néanmoins  me  servir  à 
compléter  la  théorie.  Je  les  fondis  avec  les  anciens  qui  avaient  paru 
dans  le  journal  de  M.  Liouville,  de  façon  à  utiliser  la  démonstration 
que  j'avais  récemment  donnée  de  l'indépendance  de  la  valeur  d'une  inté- 
grale envers  la  loi  de  progression  des  variables  indépendantes,  les  limites 
restant  les  mêmes  ;  à  compléter  la  définition  d'une  intégrale  double, 
et  surtout  à  améliorer  la  théorie  des  intégrales  d'ordre  quelconque. 

C'est  dans  le  cours  de  ce  travail  que  j'arrivai  à  l'expression  définitive 
des  faits  en  ce  qui  concerne  llntervention  de  l'enveloppe  imaginaire 
dans  l'interprétation  des  périodes. 

Comme  je  l'ai  déjà  dit,  j'avais  d'abord  rejeté  cette  intervention,  dans 
le  cas  où  l'équation  considérée  aurait  ses  coefficients  réels. 

J^avais  plus  tard  considéré  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'un  lieu*  représenté  par  une  équation  à  coefficients  imaginaires,  comme 
une  transformée  de  l'enveloppe  réelle  que  représentait  l'équation  avant 
que  ses  coefficients  devinssent  imaginaires,  ce  qui  m'avait  amené  à 
restituer  à  l'enveloppe  imaginaire  une  partie  de  l'importance  qu'elle  a 
dans  la  question. 

Mais  dans  le  cas  d'un  lieu  réel,  pourvu  même  du  nombre  maximum 
de  branches  réelles,  l'enveloppe  imaginairejoue  encore,  dans  la  question 
des  périodes,  un  rôle  important,  que  je  n'avais  pas  aperçu  plus  têt  et 
quHl  fallait  lui  restituer,  ce  que  je  réussis  à  effectuer. 
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C'est  au  milieu  de  ces  travaux  que  j'eus  à  m'occuper  de  ma  candida- 
ture à  la  place  d'examinateur  d'admission,  vacante  par  suite  de  la 
démission  de  H.  Transon. 

J'ai  rapporté  les  impressions  des  professeurs  dont  j'avais  eu  à  inter- 
roger les  élèves. 
M.  Liouville  avait  écrit  à  M.  Serret  le  7  avril  1874  : 

«Mon  cher  confrère,  permettez-moi  de  vous  recommander  bien  vive- 
ment la  candidature  de  M.  Marie  à  la  place  d'examinateur  d'admission 
à  l'École  polytechnique.  Il  a  déjà  rempli  ces  fonctions  à  la  satisfaction 
générale.  Quant  à  ses  titres  scientifiques,  qui  sont  très-sérieux,  vous 
n'avez  pas  besoin  que  je  vous  les  rappelle.  Je  serais  personnellement 
heureux  qu^on  lui  rendit  justice  et  j'appelle  sur  lui  votre  bienveillante 
attention.  » 

Il  avait  écrit  à  M.  de  Loménie  le  14  avril  : 

«Monsieur  et  cher  collègue,  permettez-moi  devons  recommander  bien 
vivement  la  candidature  de  M.  Marie  à  la  place  d'examinateur  d'admis- 
sion à  l'École  polytechnique,  place  qu'au  reste  il  a  déjà  remplie  Tannée 
dernière  très-convenablement,  comme  pourra  vous  le  dire  au  besoin 
M.  le  Directeur  des  Études.  Quant  à  moi,  j'attache  surtout  de  l'impor- 
tance au  succès  de  M.  Marie  parce  que  j'y  vois  une  récompense  natu- 
relle et  bien  méritée  de  ses  beaux  travaux  mathématiques.  » 

Il  avait  parlé  en  ma  faveur  à  tous  ceux  de  ses  Collègues  à  l'Académie 
à  qui  il  le  pouvait  faire. 

Six  à  huit  professeurs  de  spéciales  des  lycées  de  province  avaient 
écrit  à  la  direction  des  études  pour  demander  qu'on  me  conservât  dans 
les  fonctions  d'examinateur. 

D'un  autre  côté,  mon  ancienneté  à  l'École  et  mon  Age  devaient  m'ôtre 
comptés. 

Quant  à  mes  titres  scientifiques,  si  tant  est  qu'il  dût  en  être  question, 
à  propos  des  fonctions  d'examinateur  d'admission  à  l'École,  ils  étaient, 
je  crois,  suffisants. 

Enfin,  j'avais  la  possession,  ce  qui  est  beaucoup,  car  ne  pas  me  nom- 
mer équivalait  à  me  destituer. 

Je  croyais  donc  pouvoir  dormir  tranquille  ;  mais  les  savants  se  ran* 
gèrent  contre  moi,  et  leurs  obsessions  finirent  par  triompher  des  scru- 
pules des  administrateurs. 


N 
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Les  membres  qui  votèrent  pour  moi  sont,  au  Conseil  d'instruction  : 
M.  le  général  Durand  de  ViUers,  commandant  l'École^  M^  Bonnçt, 
Directeur  des  Études,  M .  Phillips,  M.  Bresse,  M.  Gahours  et  M.  de  Lo- 
ménie;  au  Conseil  de  perfectionnement,  M.  Durand  de  Villers,  M.  Bon- 
net, M.  Rolland  et  M.  Bresse. 

le  prie  ces  Messieurs  d'agréer  l'expression  de  ma  reconnaissance.  1 
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Pendant  ce  temps,  je  donnais  la  dernière  main  à  mon  Mémoire  inti- 
tulé :  Classification  des  intégrales  quadratrices  des  surfaces  algébriques. 

L'Académie  de  Belgique  avait  proposé  comme  sujet  de  prix  à  décer- 
ner en  1874  de  perfectionner ,  en  quelque  point  important^  soit  dans  ses 
principes^  soit  dans  ses  applications^  la  théorie  des  fonctions  dune  variable 
îmagmairey  je  lui  adressai  mon  Mémoire  sous  celte  devise  :  Ne  rien  faire 
contre  la  conscience  et  philosopher  sans  souci  des  sots  ni  des  méchants. 

Le  jugement  du  Concours  devait  être  publié  dans  la  séance  du  15  dé- 
cembre 1874. 

J'avais  vainement  recherché  à  Paris  le  bulletin  que  devait  publier 
l'Académie  de  Belgique^  j'écrivis  à  M.  Catalan^  vers  le  15  janvier  1875, 
pour  lui  demander  de  me  dire  ce  qu'avait  produit  le  concours.  11  me 
répondit  le  23  janvier. 

«  Mon  cher  camarade,  Vunique  Mémoire  reçu  au  secrétariat  a  été  fort 
remarqué.  Entre  autres  choses,  il  contient  un  très-beau  théorème.  Mal- 
heureusement, ce  théorème  n'est  pas  démontré,  ou  il  Test  incomplète- 
ment. En  outre,  la  rédaction,  qui  semble  avoir  été  faite  avec  une  ex- 
trême pétulance,  laisse  énormément  à  désirer. 

«  En  conséquence,  dans  la  séance  du  15  décembre,  sur  les  conclu- 
sions conformes  de  MM.  de  Tilly,  Steichen  et  Catalan ,  l'Académie  a 
décidé  que  : 

fil®  Une  mention  honorable  serait  accordée  à  l'auteur; 

ce  3*  La  question  suivante  serait  mise  au  concours  de  1876  : 

«  Perfectionner^  en  quelque  point  important^  la  théorie  des  fonctions  de 

VABIABLBS  IlCAGIlf  AIRBS. 

c<  Si,  comme  je  le  suppose,  vous  connaissez  l'auteur  du  Mémoire 
(c'est  moi  qui,  il  y  a  deux  ou  trois  ans,  vous  envoyai  le  programme), 
dites-lui  qu'il  peut  prendre  connaissance,  au  secrétariat,  des  Annexes, 
très-développées,  à  nos  rapports. 

«  Salut  cordial.  » 

Je  lui  répondis  le  25  : 

«  Mon  cher  camarade,  je  ne  savais  pas  que  vous  fussiez  de  l'Aca- 
démie de  Belgique,  je  vous  en  fais  mon  compliment. 

«  Puisque  votre  Académie  n*a  reçu  qu'un  Mémoire  d'analyse,  celui- 
là  est  le  mien,  sans  ambiguïté. 


i 
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«  Ignorant  encore  que  le  verdict  fût  prononcé,  je  ne  devais  pas  me 
faire  connaître  et  vous  vous  êtes  sans  doute  expliqué  mon  silence  par 
ce  motif. 

<c  L'empêchement  n'existant  plus,  je  ne  vois  aucun  motif  de  ne  pas 
vous  dire  tout  simplement  :  adsum  qui  fect. 

0  Toutefois,  ne  connaissant  pas  encore  les  termes  du  rapport,  je  ne 
vous  fais  qu'une  confession  auriculaire ,  non  destinée  à  la  publicité, 
même  en  Belgique,  c'est-à-dirè  que  je  vous  prie  de  rester  dépositaire  du 
secret,  jusqu'à  nouvel  ordre. 

«  Je  vais  faire  demander  à  Bruxelles  le  compte  rendu  relatif  à  la 
séance  du  15  décembre,  de  votre  Académie.  Quant  à  Tannexe  dont  vous 
me  parlez,  je  serais  heureux  d'en  avoir  une  copie^si  je  puis  l'obtenir 
sans  me  nommer,  et  à  cet  égard  je  vous  demande  vos  bons  offices. 

«Je  ne  veux  pas  discuter  vos  conclusions,  n'en  connaissant  pas  les 
considérants,  et  je  ne  doute  aucunement  de  la  loyauté  que  la  commis- 
sion a  dû  mettre  dans  son  examen.  Mais  je  pense  et,  du  reste,  j'en  avais 
déjà  le  pressentiment  en  envoyant  mon  Mémoire,  que  mes  travaux  an- 
térieurs ne  vous  étaient  pas  suffisamment  connus  pour  que  vous  pus- 
siez juger  de  ce  dernier  qui,  naturellement,  se  réfère  à  tous  les  autres. 

((  Quoi  qu'il  en  soit,  je  vous  serais  bien  obligé  de  me  dire  ce  que  vous 
avez  pensé  que  j'avais  voulu  démontrer  et  quels  points  de  la  démons- 
tration vous  ont  paru  faibles,  ou  présenter  des  lacunes  qui  sont  certai- 
nement comblées  dans  d'autres  Mémoires  déjà  publiés,  u 

Voici  le  jugement  de  l'Académie,  en  ce  qui  me  concerne. 

«  Le  Mémoire  reçu  en  réponse  à  la  question  mathématique  porte 
comme  devise  :  Ne  rien  faire  contre  la  conscience  et  philosopher  sans 
souci  des  sots  ni  des  méchants.  Il  a  été  soumis  à  l'examen  de  MM.  Catalan 
de  Tilly  et  Steichen. 

Rapport  de  M.  Catalan. 

a  Nous  avons  eu  beaucoup  de  peine,  M.  de  Tilly  et  moi,  à  tomber 
d'accord  relativement  aux  propositions  que  nous  devions  soumettre  à 
la  Classe^  touchant  le  Mémoire  dont  elle  nous  a  confié  l'examen.  Il  y  a 
plus  :  à  l'heure  qu'il  est,  nous  sommes  divisés  sur  certains  principes 
d'Algèbre  et  de  Géométrie  analytique.  Si  un  tiers  n'était  en  cause,  j'in- 
diquerais ici  en  quoi  consistent  ces  divergences  d'opinions.  Mais, 
comme  le  dit  fort  bien  mon  savant  confrère  :  «  l'auteur  aurait  le  droit 
c  de  se  plaindre  si  l'on  divulguait^  sous  prétexte  de  Rapport,  une  bonne 
«  partie  du  contenu  de  son  Mémoire.  »  Renvoyant  donc  à  une  Annexe 
l'exposé  de  mes  principales  objections,  je  résume  ainsi  les  réflexions  que 
m'a  suggérées  la  lecture  du  Mémoire  : 
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n  1°  L'auteur  parait  être  un  profond  Géomètre; 

n  2'  11  n'a  pas  démontré,  ou  il  a  démontré  incomplètement,  les  pro- 

''''ons  au  moyen  desquelles  il  prétend  établir  le  très-beau  théortnt 

ié  vers  la  fin  de  son  travail  ; 

'  Le  Mémoire,  qui  semble  avoir  été  écrit  avec  précipitation,  est 

aal  rédigé  ; 

r*  Néanmoins,  l'auteur  mérite  un  encouragemeot. 

In  conséquence,  j'ai  l'honneur  de  proposer  à  la  Classe  : 

'  Qu'elle  accorde  une  mention  honorable  au  Mémoire  ayant  pour 

}  :  Ne  rien  faire  contre  la  conscience  et  'philosopher  sans  souci  des  son 

méchants; 

'  Que  la  question  suivante  soit  inscrite  au  programme  du  canconn 

76: 

erfectionner  en  quelque  point  important,  soit  dans  ses  principes, 

.  dans  ses  applications,  la  théorie  des  fonctions  de  variables  imagi- 

"es. 

ue,  eu  égard  à  l'importance  et  à  la  difficulté  de  la  question,  le  prix 

né  (s'il  y  a  lieu)  ait  une  valeur  de  huit  cents  francs.  » 

Rapport  deM.de  TiUy. 

onformément  au  règlement  de  l'Académie  ,  j'avais  fait  une|ana- 
ommaire  du  Mémoire  portant  pour  devise  :  Ne  rien  faire  contre  k 
ence  et  philosopher  sans  souci  des  sots  ni  des  méchants.  J'avais  conclu 
soirement  à  l'approbation  du  Mémoire,  mais  en  la  subordonnant 
rois  &  la  solution  de  quelques  points  douteux  que  je  signalais  et 
'espérais  voir  éclalrcir  avant  l'époque  du  jugement  du  concours, 
armoi,  soit  par  mas  savants  conrrëres,  les  deux  autres  cornons- 
.  Cet  espoir  ne  s'est  pas  réalisé  et  les  doutes  que  j'avais  éprouvés 
remiëre  lecture  subsistent  encore,  si  mSme  ils  ne  sont  pas  de- 
plus  sérieux. 

ans  cette  situation,  je  dois  me  borner  à  déclarer  que  l'autaur  du 
I  soumis  à  la  classe  a  fait  preuve  d'un  mérite  incontestable,  et  ft 
ser  de  lui  accorder  une  mention  honorable,  tout  en  maintenant  la 
ion  an  concours. 

cause  de  cette  dernière  proposition,  j'ai  supprimé  l'analyse  que 
1  faite  du  travail  présenté,  car  l'auteur  aurait  le  droit  de  se  plaio- 
l'on  divulguait,  sous  prétexte  de  Rapport,  une  bonne  partie  du 
lu  de  son  Mémoire.  Toutefois,  les  objections  faites  doivent  être 
es  de  l'Académie.  Elles  sout  indiquées  dans  l'Annexe  ci-jointe, 
e  demande  le  dépAt  aux  Archives.  Il  serait  aussi  trës-désirable  que 
lections  fussent connuesdel'auteur.  C'est  àluidetrouver  un  moyen 
airla  communication  de  l'Annexe  tan» s? /aire  connaître,  si  toutefois 
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il  désire  continuer  à  prendre  part  au  concours,  comme  je  l'espère.  Dans 
tous  les  cas,  les  objections  faites  peuvent  se  résumer  en  quelques  lignes  : 

«L'auteur,  plein  de  son  sujet,  admet,  soit  comme  évidentes,  soit 
comme  démontrées,  un  certain  nombre  de  propriétés  qui,  pour  moi, 
ne  le  sont  pas.  Je  m'empresse  d'ajouter  que  je  ne  suis  pas  en  mesure 
d'en  contester  formellement  une  seule.  Au  contraire,  j'incline  à  penser 
qu'elles  sont  toutes  exactes,  mais  on  ne  peut  exiger  de  moi,  ni  que  je  les 
admette  de  confiance,  ni  que]  je  recommence  le  travail  pour  le  com- 
pléter et  pour  en  justifier  toutes  les  parties.  L'auteur  renvoie,  il  est 
vrai,  à  un  Mémoire  inséré  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
sciences  de  Paris,  mais  ce  Mémoire  lui-même,  sauf  en  un  point  signalé 
dans  l'Annexe,  me  parait  un  tissu  d'assertions  sans  preuves  (1). 

«  En  proposant  de  maintenir  la  question  au  concours,  j'émets  le  vœu 
que  Fauteur  complète  son  œuvre  et  démontre  rigoureusement,  soit 
dans  le  texte,  soit  dans  une  Introduction,  toutes  les  propositions  qu'il 
invoque;  ou,  tout  au  moins,  qu'il  renvoie  les  lecteurs  et  les  commis- 
saires à  des  démonstrations  connues  et  rigoureuses.  Si,  en  même  temps, 
il  améliorait  son  travail  sous  le  rapport  de  la  foi^me^  un  peu  négligée 
en  certains  endroits,  ce  travail  deviendrait  bien  certainement  digne  du 
prix.  J'estime  qu'il  ne  faudrait  pas  longtemps  à  l'auteur  pour  faire  les 
modifications  que  je  demande  et,  si  je  ne  consultais  que  cette  considé* 
ration,  c'est  pour  le  concours  de  1875  que  je  voudrais  voir  reproduire 
la  question  ;  mais  cela  est  impossible  :  une  question  remise  au  concours 
doit  l'être  pour  tout  le  monde  et  non  uniquement  pour  le  concurrent 
actuel. 

((  Je  propose  donc  d'inscrire  cette  même  question  au  programme  du 
concours  de  1876,  mais,  en  même  temps,  d'augmenter  le  prix  qui  est 
affecté  à  sa  solution,  d 

<(  Conformément  aux  conclusions  de  ces  rapports,  auxquelles  a  sous- 
crit M.  Steichen,  troisième  commissaire,  la  classe  a  voté  une  mention 
honorabk  à  l'auteur  du  Mémoire  et  elle  a  décidé,  en  même  temps,  que 
la  question  serait  remise  au  concours  pour  1876.  » 

Dès  que  j'eus  connaissance  de  ce  rapport,  j'écrivis,  le  14  février  1875, 
au  Président  de  l'Académie  de  Belgique  : 

tt  Monsieur  le  Président,  l'auteur  du  Mémoire  adressé  à  l'Académie 
sous  la  devise  ;  Ne  rien  faire  contre  la  conscience  et  philosopher  sans  souci 
des  sots  ni  des  méchants,  n'a  qu'à  se  louer  des'  termes  dans  lesquels  il  est 

(1)  L'autear  dit  que  Tétude  de  ce  Mémoire  préliminaire  suffit  poursuivre  la  lecture  du 
travail  qu'il  présente.  Je  l'ai  étudié,  ainsi  que  plusieurs  autres,  relatifs  à  la  môme  ques- 
tion, sans  parvenir  à  dissiper  tous  mes  doutes. 
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parlé  de  lui  dans  les  rapports  de  MM.  de  Tilly  et  Catalan,  et  il  n'a  pas 
à  s'étonner  Beaucoup  que  son  Mémoire  n'ait  pas  paru  très-clair,  U 
question  qu'il  y  traitait  se  mêlant  à  une  foule  d'autres  en  cours  d'élabo- 
ration en  Allemagne  et  en  France. 

((  Mais  la  résolution  que  l'Académie,  dans  l'embarras  où  elle  se  troa- 
Tait,  a  cru  devoir  prendre,  n'est  pas  celle  qu'il  lui  paraît  que  la  situation 
comportait  ;  il  lui  semble  que  l'Académie  aurait  du  dire  : 

<f  L'Académie  ignorant  les  sources  où  a  puisé  l'auteur  et  ne  pouvant 
c  refaire  les  preuves  des  assertions,  en  apparence  gratuites,  qu'il  émet, 
<c  déclare  :  «  Si  Fauteur,  en  se  faisant  connaître^  se  soumet  aux  questions  qui 
((  lui  seront  adressées^  et  y  répond  victorieusement  y  il  aura  satisfait  aux 
«  conditions  du  programme.  » 

«  Quant  à  la  résolution  adoptée  par  l'Académie,  l'auteur  anonyme 
vous  demande  la  permission^  monsieur  le  Président,  de  vous  en  faire 
remarquer  le  danger. 

«  L'auteur  concourra  ou  ne  concourra  pas  en  1876;  mais  quant  à  son 
Mémoire,  il  sera  certainement  publié  en  1875. 

«  L'auteur  le  publiera  sans  y  faire  d'additions  qui  seraient  inutiles,  et 
en  en  retranchant  au  contraire  des  longueurs  qui  le  déparent.  Mais  tel 
quel,  il  ne  faudra  certainement,  aux  personnes  compétentes,  que  le 
temps  nécessaire  pour  lire  les  quatre  pages  qui  paraîtront  dans  le 
compte  rendu  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris  pour  juger 
de  l'exactitude  du  théorème  qui  constitue  tout  son  Mémoire. 

tt  Du  reste,  peu  au  courant  des  choses  académiques,  l'auteur,  pour 
s'assurer  que  son  Mémoire  était  digne  d'être  présenté  à  1^ Académie  de 
Belgique,  l'avait  montré,  en  secret,  à  l'un  des  membres  de  la  section  de 
géométrie  de  notre  Académie  des  sciences,  lequel  avait  trouvé  ce  Mé- 
moire très-beau  et  très-clair,  parce  qu'il  était  au  courant  des  questions 
dont  j'ai  parlé  plus  haut.  (C'est  à  M.  Bonnet  que  je  l'avais  montré). 

«  Le  jugement  qui  serait  porté  par  les  savants  sur  mon  travail  ne 
saurait  donc  être  douteux. 

((  C'est  là  un  danger  que  je  signale  à  l'Académie  de  Belgique. 

«  Si  l'Académie  partage  mes  appréhensions,  et  croit  bon  de  prendre 
la  décision  que  j'ai  indiquée  plus  haut  et  qui^  au  reste,  était  celle  que 
M.  de  Tilly  était  sur  le  point  de  formuler,  elle  n'a  qu'à  rompre  le 
cachet  et  à  m'écrire.  Je  me  mettrai  à  ses  ordres  et  j'espère  m'entendre 
bien  facilement  avec  des  géomètres  tels  que  MM.  Catalan,  de  Tilly  et 
Steichen. 

((  Je  crois  au  reste,  monsieur  le  Président,  que  la  solution  que  j  ai 
l'honneur  de  vous  indiquer  est  de  toute  justice  à  mon  égard,  c'est  la 
seule  qui  ne  me  prive  pas  arbitrairement  d'un  droit  acquis ,  en  sub- 
stituant une  date  à  une  autre  pour  le  concours. 

«  M.  Catalan  qualifie  la  principale  proposition  contenue  dans  mon 
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Métïioire  de  très-beau  théorème,  le  prix  doit  donc  m'être  accordé  si  ce 
théorème  est  exact;  or  la  démonstration  en  est  juste  ou  fausse  dès 
maintenant,  et  cette  question  doit  être  vidée  maintenant,  parce  qu'elle 
peut  l'être. 

c  Les  Académies  ont  bien  remis  de  tout  temps  au  concours,  des  ques- 
tions à  peine  ébauchées,  mais  jamais  on  n'a  remis  l'examen  de  démons- 
trations mathématiques.  » 

J'écrivis  à  M.  Catalan  par  je  même  courrier. 

c  Mon  cher  camarade,  j'ai  lu  le  compte  rendu  de  la  séance  du  15  dé- 
cembre de  votre  Académie,  et  je  vous  remercie  du  bien  que  vous  avez 
dit  de  moi,  anonyme.  ' 

((  Mais  je  demande,  au  lieu  de  celle  qui  a  été  adoptée,  une  solution 
véritable;  je  demande  que  le  président  rompe  mon  cachet  et  me  mette 
en  demeure  de  prouver  que  mes  démonstrations  sont  justes,  auquel  cas 
il  serait  déclaré  que  j'ai  satisfait  aux  conditions  du  programme. 

c  Vous  avez  trop  le  sentiment  de  la  justice,  mon  cher  camarade,  pour 
ne  pas  voir  que  ce  que  je  demande  n'est  après  tout  que  ce  qui  m'est  dû, 
et  j'espère  que  vous  appuierez  ma  proposition,  lorsqu'elle  paraîtra  de- 
vant l'Académie.  —  Je  vous  le  demande. 

«  Quant  au  motif  qui  ne  me  permet  pas  d'attendre  1876,  date  qui  ne 
saurait  du  reste  m'être  imposée,  c'est  que  mon  Mémoire  doit  paraître  en 
1875,  dans  le  second  volume  de  ma  Théorie  des  fonctions  de  variables 
imaginaires f  dont  j'ai  déjà  trois  feuilles. 

«  Confiant  dans  votre  équité,  mon  cher  camarade,  et  reconnaissant 
de  votre  jugement  déjà  porté,  je  me  dis,  d'autant  plus,  votre  bien 
dévoué,  etc. 

«  P.'S.  Je  pense  que  la  question  que  je  soulève  pourra  être  traitée 
en  comité  secret.  Quant  à  moi,  je  n'ai  rien  dit  à  personne.  Je  suis  au  lit 
depuis  le  1"  février  avec  une  fluxion  de  poitrine  qui  vient  seulement, 
depuis  trois  jours,  de  tourner  du  bon  côté. 

c  En  cas  de  refus  par  l'Académie  de  ma  proposition,  voulez-vous  me 
permettre  d'espérer  que  vous  m'en  aviseriez  directement?  » 

• 

M.  Catalan  me  répondit  le  20. 

((  Mon  cher  camarade,  ce  que  vous  demandez  est  absolument  impos- 
sible :  vous  allez  le  comprendre.  Comment  voulez-vous  que  l'Académie, 
après  avoir  remis  la  question  au  concours,  déclare  que  l'auteur  du  Mémoire 
non  couronné  a  mérité  le  prix?  Comment  voulez-vous  que,  contraire- 
ment à  tous  les  règlements  possibles,  elle  retire  du  concours  la  question 
proposée  pour  1876?  Pourquoi  ne  vous  êtes-vous  pas  donné  la  peine  de 
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faire  un  travail  clair,  bien  rédigé?  Pourquoi  n'avei-TOUS  pas  donné  les 
démonstrations  des  lemmes  (non  tombés  dans  le  domaine  public)  néces- 
sdres  pour  établir  ce  théorème,  qui  me  parait  très-beau  :  pour  que  le  vo- 
lume d'un  corps  soit  exprimable  algébriquement,  il  suffit  que  les  aires  de 
toutes  les  sections  planes  le  soient  (je  cite  de  mémoire)?  Vous  parlez,  je 
crois,  d'asymptotes  ayant  avec  la  courbe  (algébrique),  trois  points  cornmwn* 
àTinfini.  Jecrois  avoir  démontré  que  ce  nombre  de  points  communs 
est  nécessairement  pair.  Mais,  probablement,  il  n'y  a  là  que  des  diffé- 
rences de  points  de  vue. 
Quant  à  la  forme  de  votre  travail,  elle  est  si  négligée,  û  défectueuse, 
le  ce  manuscrit  a  l'air  d'une  composition  pour  les  prix,  écrite  sur  le 
nou  1  Pour  moi,  qui  ai  eu  affaire  aux  Académies  et  qui  n'en  ai  pas 
ujours  été  bien   traité  [tant  s'en   fauti)  je   n'aurais  jamais  os^  lenr 
Iresser  un  pareil  griffonnage  I  Toutes  ces  remarques,  et  bien  d'autres 
icore,  sont  dans  les  annexes  aux  deux  rapports. 
«Maintenant,   mon  brave  camarade,  que  voulez-vous  que  je  fasse? 
aulez-vous  qu'à  la  première  séance  (6  mars),  je  donne  communication 
!  votre  lettre?  Aimez-vous  mieux  écrire  directement  au  généralLiagre, 
icrétaire  perpétuel  ?  Voulez-vous  que  je  vous  fasse  envoyer  une  coiûe 
)s  annexes?  Je  suis  tout  à  votre  disposition,  n 

Les  reproches  de  M.  Catalan  n'étaient  aucunement  fondés  :  le  Hé- 
lOire  avait  été  rédigé  avec  le  soin  que  j'apporte  à  tous  mes  travaux  et, 
1  reste,  on  peut  aisément  en  juger,  car  je  l'ai  publié  tel  que  je  l'avais 
Iressé  à  Bruxelles,  sauf,  comme  je  le  dis  plus  loin,  en  ce  qui  concerne 
ipplication  de  la  théorie  aux  surfaces  du  troisième  ordre  ;  la  copie  en 
l'ait  été  faite  très-lisible,  sur  du  papier  écolier  parfaitement  propre  et 
lusu  de  fil  bien  blanc. 

Mais  l'objecUon  de  M.  Catf^n  relative  aux  asymptotes  des  couii>es 
gébriques,  qui  les  coupent  toujours  en  un  nombre  pair  de  points  à  lin- 
Di,  rapprochée  de  cette  phrase  de  son  rapport  :  «  11  y  a  plus,  à  l'heure 
u'it  est,  nous  sommes  divisés  sur  certains  principes  d'algèbre  et  de 
Sométrie  analytique*, semblait  indiquer  que  le  fond  avait  plus  embar- 
issé  que  la  forme. 

Je  répondis,  le  21  février,  à  M.  Catalan. 

Il  Mon  cher  camarade,  je  ne  demande  aucunement  que  l'Académie 
stire  la  question  proposée  pour  1876,  qui  est  asses  large  pour  poBvoir 
3ster  au  concours  au  delà  de  cent  ans,  après  le  couronnement  de  cin- 
uante  Mémoires  à  raison  de  un  pour  deux  ans.  Non-seulement  je  ne  le 
emande  pas,  mais  si  l'inspiration  ne  me  fait  pas  défaut,  je  concourrai 
D1876. 

o  D'un  autre  côté,  ce  n'est  pas  mon  théorème  que  l'Académie  a  remis 
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au  concours  ;  par  conséquent  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  rÂeadémie, 
après  avoir  entendu  Tauteur  dans  les  explications  qu'il  aura  à  donner 
sur  la  demande  des  commissaires,  déclare  que  le  Mémoire  non  jugé  a 
mérité  le  prix. 

tt  Ce  que  je  dis,  c'est  que  la  solution  que  TAcadémie  a  adoptée  n'est 
pas  celle  qui  eût  dû  intervenir.  L'Académie,  ayant  besoin  d'éclaircisse- 
ments, devait,  à  mon  sens,  dire  :  Si  l'auteur  du  Mémoire  veut  autoriser 
la  rupture  de  son  cachet,  s'il  veut  répondre  aux  objections  qui  lui  se- 
ront faites  et  s'il  lève  tous  les  doutes,  sans  rien  ajouter  d'essentiel  à  son 
Mémoire,  il  aura  le  prix. 

((  Cette  solution  était  la  seule  équitable  envers  Fauteur  et  la  seule  que 
l'Académie  eût  le  droit  de  prendre  (je  ne  suppose  pas  que  vous  admet- 
tiez la  théorie  de  l'omnipotence  des  assemblées  et  de  leurs  droits  contre 
le  droit),  je  demande  qu'on  y  revienne  et  je  fais  remarquer  en  même 
temps  qu'il  y  a  danger  pour  l'Académie  à  ne  pas  y  revenir,  car  le  Mé- 
moire publié  d'ici  deux  à  trois  mois  sera  jugé  par  toute  l'Europe,  et  le 
jugement  de  l'Académie  sera,  par  suite  même,  soumis  lui-même  au 
jugement  du  monde  savant. 

((  Vous  trouvez  ma  rédaction  mauvaise,  obscure,  etc.  J'ai  relu  mon 
Mémoire  et  je  Tai  trouvé  semblable  à  tout  ce  que  j'écris.  Toutefois  la 
partie  intitulée  application  aux  surfaces  du  troisième  ordre  pouvait  être 
énormément  simplifiée  et  le  sera,  mais  je  ne  crois  pas  que  je  change 
rien  au  reste.  Je  crois  que  l'ennui  de  ne  pas  saisir  le  fond  vous  a  fait 
paraître  la  forme  plus  vicieuse  qu'elle  n'est.  Mais  enfin  je  passerai 
condamnation  si  vous  voulez.  Quand  il  s'agit  d'un  très-beau  théorème, 
il  importe  peu  que  la  rédaction  en  soit  plus  ou  moins  défectueuse. 

«  Quant  à  l'écriture,  c'est  celle  de  mon  fils^  elle  ne  m'avait  pas  paru 
mauvaise,  il  me  semblait  même  que  le  manuscrit  était  très-lisible. 

a  Les  lemmes  nécessaires  pour  établir  mon  Mémoire  sont  tous  tombés 
dans  le  domaine  public,  mais  ils  peuvent  n'être  pas  connus  et  je  ne  suis 
pas  étonné  qu'ils  ne  le  soient  pas.  Ces  lemmes^  énoncés  dans  mon  Mé- 
moire intitulé  Classification  des  intégrales  quadratrices  '  des  courbes  algé- 
briquesy  auquel  j'avais  eu  soin  de  renvoyer,  sont  explicitement  établis 
(sauf  le  dernier  qui  se  rapporte  aux  résidus  relatifs  aux  asymptotes,  mais 
qui  est  très-complètement  démontré  dans  mon  Mémoire),  dans  le  pre- 
mier volume  du  Cours  d'analyse  de  P École  polytechnique  de  M.  Hermite, 
qui  a  paru  il  y  a  plus  d'un  an  (voir  chapitre  des  Courbes  unicursales). 

a  Je  n'ai  pas  expressément  indiqué  cette  source,  parce  que  je  l'avais 
fait  dans  celui  de  mes  Mémoires  auquel  je  renvoyais.  —  (Je  vous  prie 
d'accepter  ce  Mémoire,  qui  a  paru.avec  beaucoup  d'autres  dans  le  der- 
nier cahier  du  journal  de  l'École  polytechnique  et  que  je  fais  mettre 
à  la  poste  avec  cette  lettre.) 

<(  Cela  posé,  je  vous  prie  de  me  permettre  les  quelques  explications 
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qui  me  paraissent  les  plus  utiles  pour  TinteUigence  de  mon  Mémoire. 
((  Si  Ton  rapporte  une  courbe  du  degré  m  à  une  de  ses  asymptotes  prise 
pour  axe  des  y,  l'équation  de  cette  courbe  prend  la  forme 

jry»»-*  +  (ox*  +  6j:  +  c)  y»»-»  4- (dx*  +  ea:»  +  f^  +  9)  ^"'"^  +  .••  =  0; 

si  c  est  nul  et  que  g  ne  le  soit  pas,  l'axe  des  y  coupe  la  courbe  en  trois 
points  situés  à  TinQni  et  en  trois  seulement. 

«  Donc  vous  n'avez  pas  pu  démontrer  que  le  nombre  des  points  de 
rencontre  à  l'inûni  d'une  courbe  avec  une  de  ses  asymptotes  est  néces- 
zcdrement  pair, 

((  Cf  dans  l'exemple,  est  ce  que  Cauchy  appelle  le  résidu  relatif  à  l'origine. 

C'est  le  quotient  par  2w  v~  *  d®  ^^  valeur  de  l'intégrale  /  ydxy  prise 
dans   un    contour    infinitésimal  entourant  Torigine ,    de  sorte  que 

ÎTcc  \l —  1  est  la  valeur  de  cette  intégrale  et  cette  valeur  est  l'une  des 
périodes  logarithmiques  ou  cycliques  de  la  quadratrice  de  la  courbe. 

«  Mais  tandis  que  dans  la  théorie  de  Cauchy  cette  période  ne  se  mani- 
feste ou  ne  peut  être  signalée  qu'autant  que  l'axe  des  y  a  une  direction 
parallèle  à  l'asymptote  considérée,  au  contraire,  d'après  ma  théorie, 
les  périodes  sont  permanentes,  elles  dépendent  de  la  courbe  à  quarrer 
et  nullement  du  choix  des  axes.  (Rapport  de  Cauchy  et  Sturm,  du  8  mai 
1854,sur  mon  Mémoire  de  1853,  relatif  aux  intégrales  simples  et  doubles 
et  à  leurs  périodes.)  Le  fait  est  d'ailleurs  en  quelque  sorte  évident,  puisque 
les  aires  des  segments  correspondant  à  un  môme  arc  d'une  courbe, 
rapportée  à  des  axes  différents^  ne  diffèrent  que  par  un  trapèze  et  la  dif- 
férence de  deux  triangles,  de  sorte  que  les  quadratrices  d'une  même 
courbe,  rapportée  à  des  axes  différents  ne  différant,  que  par  des  parties 
algébriques,  ont  nécessairement  mêmes  périodes. 

«  D'après  cela,  les  périodes  logarithmiques  ou  cycliques  de  la  qua- 
dratrice d'une  courbe  sont  les  résidus  relatifs  aux  asymptotes  (j'appelle 

résidu  la  valeur  même  2icc  sj — 1  de  l'intégrale,  valeur  qui  est  quelque 


chose  de  tangible,  au  lieu  du  quotient  de  cette  valeur  par  27c  >J —  1, 
quotient  qui  tombe  des  nues). 

a  Cela  posé^  on  savait  par  les  travaux  de  Clebsch,  reproduits  par 
M.  Hermite ,  dans  sa  Théorie  des  courbes  unicursales ,  que  la  qua- 
dratrice d'une    courbe   de    degré  m   qui    a  le    nombre  maximum, 

,  de  points  doubles,  n'a  que  des  périodes  logarithmiques, 

en  nombre  m  — 1,  (j'ai  démontré  de  toon  côté  que  si  les  résidus  relatifs 
à  m  —  1  asymptotes  sont  nuls,  le  rnf^^  l'est  également),  et  ]tf .  Hermite 
se  donnait  un  mal  infini  pour  exprimer  leur  évanouissement,  lorsque  je 
suis  venu  dire  :  Pour  que  les  périodes  logarithmiques  disparaissent  et 
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que  la  courbe  soit,  par  suite,  quarrable  algébriquement,  il  suffit  que 
chacune  des  asymptotes  de  cette  courbe  la  coupe  en  trois  points  situés 
à  rinfinî,  c'est-à-dire  que  son  équation  rentre  dans  le  type 

(y  —  a^x  —  b^){J/  —  a^  —  b^) (y  — flm  x  —  6m)  +  ^»i-3  (a:,y)=0 

^ffi^s  désignant  un  polynôme  complet  du  degré  {m  —  3). 

c  Non-seulement  M.  Hermite  a  reconnu  l'excellence  de  cette  solution 
en  disant  hautement  que  j'avais  exprimé  de  la  façon  la  plus  élégante  la 
condition  d'évanouissement  des  périodes  logarithmiques,  mais  dans  une 
lettre  que  j'ai  de  lui,  il  a  reconnu  Terreur  qu'il  avait  commise,  dans  son 
chapitre  des  Courbes  unicursales,  et  que  je  lui  avais  signalée,  en  citant 
comme  exemple  de  courbes  du  troisime  degré  quarrables  algébrique- 
ment, le  folium  de  Descartes,  tandis  que  cette  courbe  et  sa  conjuguée, 
sauf  les  courbes  paraboliques,  dont  on  ne  parle  pas,  sont  les  seules 
courbes  du  troisième  ordre  qui  se  quarrent  algébriquement. 

(c  Je  n'énoncerais  pas  mon  théorème  comme  vous  le  faites,  car  j'aurais 
pu  prendre  pour  point  de  départ  évident  que  pour  qu'une  surface  algé- 
brique puisse  être  cubée  algébriquement,  il  faut  que  toutes  ses  sections 
planes  soient  quarrables  algébriquement,  puisque,  si  la  quadratrice  S  de 
la  section  par  un  plan  parallèle  à  «m  plan  donné,  mené  à  la  distance  u 
de  l'origine,  était  transcendante  et  périodique,  la  cubatrice 


/ 
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ne  serait  assurément  pas  algébrique. 

a  Mon  théorème  consisté  dans  l'intégration  des  conditions  (6),  (C)  et 
(D),  qui  jointes  à  celle  que  la  surface  ait  une  courbe  double  de  Tordre 

rli ,  expriment  que  toutes  les  sections  planes  de  la  surface 

sont  quarrables  algébriquement. 

((  Sans  cette  intégration,  le  théorème  n'aurait  que  la  valeur  d^'un 
énoncé  presque  évident,  il  ne  pourrait  pas  être  appliqué.  Avec  cette  inté- 
gration, il  permet  de  dire  que  les  surfaces  de  degré  m,  cubables  algé- 
briquement, ont  leurs  équations  comprises  dans  le  type 

(a^x -f  % -f  CjZ  +  rfj  . . .  (Oma:  + Amy  -}-Cm^-f  rfm)  -|-  ^m-3(ar,  y,z)=:  0 

et  présentent  d'ailleurs  une  courbe  double  de  degré  - — '- — -^ — ZLJ^ 

condition  qu'il  est  possible  d'exprimer  en  quantités  finies. 

(C  Quant  à  la  suffisance  de  ces  conditions,  j'y  crois  sans  hésitation, 
mais  je  ne  l'ai  pas  démontrée.  Je  n'y  ai  pas  même  essayé. 

«  J'ai  écrit  au  président  de  l'Académie  de  Belgique  pour  lui  demander 
de  faire  prévaloir  la  solution  que  je  vous  ai  indiquée.  Je  vais  lui  écrire 
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de  nouveau,  en  rompant  l'anonyme,  qui  n'a  plus  aucune  raison  d'être, 
et  j'écrirai  aussi  à  M.  de  Tilly.  —  Mais  je  vous  demande  de  plus  en  plus 
de  plaider  ma  cause,  prenant  la  liberté  de  vous  faire  remarquer  que  si 
justice  ne  m'est  pas  rendue  par  l'Académie,  elle  me  le  sera  certainement 
par  l'opinion,  aux  dépens  de  l'Académie,  ce  qu'il  faut  éviter  dans  l'in- 
térêt de  tous. 

«Je  vous  remercie  de  vos  souhaits  de  meilleure  santé.  Grâce  à  la  force 
de  ma  constitution,  j'ai  heureusement  échappé.  Il  n'y  a  eu  qu'amélio- 
ration continue  depuis  le  premier  jour  de  la  maladie,  et  je  suis  depuis 
dix  jours  au  moins  en  pleine  convalescence  ;  seulement  le  temps  est  si 
mauvais  que  je  resterai  encore  quelque  temps  astreint  aux  plus  grandes 
précautions,  » 

J'écrivis  à  M-  de  Tilly,  le  22  février. 

((  Monsieur,  je  ne  puis  que  vous  remercier  des  termes  flatteurs  dans 
lesquels  vous  parlez  de  moi,  dans  votre  rapport  du  i5  décembre  dernier 
et,  surtout,  des  soins  consciencieux  que  vous  avez  apportés  à  l'étude  de 
mon  Mémoire. 

«  Je  regrette  la  peine  qu'il  vous  a  donnée. 

«  Les  théorèmes  connus  ou  du  moins  tombés  dans  le  domaine  pu- 
blic, sur  lesquels  je  m'appuyais,  sont  établis  dans  la  Théorie  der  AbeUchen 
Functionen  de  Glebsch,  de  1866,  que  je  cite  dans  mon  mémoire  intitulé  : 
Classification  des  intégrales  quadratrices  des  courbes  algébriques,  mais  qui, 
j'en  conviens,  est  d'une  lecture  presque  impossible,  et  dans  le  premier 
volume  du  Cours  d^analyse  de  VÉcole  polytechnique  de  M.  Hermite, 
chapitre  des  Courbes  unicursales,  qui  a  paru  il  y  a  plus  d'un  an,  mais 
que  vous  ne  connaissez  peut-être  pas. 

«  Gomme  je  citais  M.  Hermite  dans  le  mémoire  auquel  je  renvoyais 
je  n'ai  pas  cru  nécessaire  d'indiquer  spécialement  son  ouvrage.  Je  le 
regrette,  parce  que  vous  y  auriez  trouvé  les  énoncés,  dans  lesquels  vous 
eussiez  pu  avoir  confiance,  de  toutes  les  propositions  qui  paraissent 
vous  avoir  embarrassé  dans  la  lecture  de  ma  classification  des  intégrales' 
quadratices  des  courbes  algébriques^  et  par  conséquent  de  toutes  celles 
non  démontrées  dans  mon  Mémoire  soumis  à  l'Académie  de  Belgique, 
qui  étaient  nécessaires  pour  en  faciliter  l'intelligence. 

«  Vous  comprendrez.  Monsieur,  je  l'espère,  que  je  pouvais  supposer 
connus  de  l'Académie  tous  les  ouvrages  suffisamment  recommandés 
par  les  noms  de  leurs  auteurs,  qui  se  rapportaient  à  la  question  mise  au 
concours. 

«  Quoi  qu'il  en  soit,  je  vous  prie  de  me  permettre  quelques  observa- 
tions au  sujet  de  la  résolution  adoptée  par  l'Académie,  résolution  qui  ne 
me  parait  pas  pouvoir  être  maintenue,  tant  parce  qu'elle  viole  l'équité 


'\ 
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à  mon  égard  que  parce  qu'elle  engage  d'une  façon  trop  grave  la  res- 
ponsabilité de  l'Académie. 

((  Il  me  semble  que  TÀcadémie^  dans  l'embarras  oili  elle  se  trouvait^ 
devait  dire  :  Si  Fauteur  autorise  la  rupture  de  son  cachet,  qu'il  se  sou- 
mette aux  demandes  d'explications  qui  lui  seront  faites  et  qu'il  ré- 
ponde victorieusement,  il  obtiendra  le  prix  ;  c'est  la  solution  que  l'on 
voit  que  vous  avez  eu  au  bout  de  la  plume.  C'était  la  seule  admissible. 

«  J'ai  écrit  à  M.  le  Président  de  l'Académie  pour  le  prier  de  proposer 
à  l'Académie  de  revenir  à  cette  solution,  lui  montrant  combien  la  déci- 
sion prise  était  contraire  au  droit,  en  ce  qui  me  concerne,  et  combien  elle 
pouvait  être  préjudiciable  à  l'Académie,  si  mon  Mémoire,  publié  tel  quel, 
dans  quelques  mois  (il  doit  l'aire  partie  du  second  volume  de  ma  Théorie 
des  fonctions  de  variables  tmaginaireSy  qui  est  sous  presse)  était  jugé  bon 
par  tous  les  hommes  au  courant  des  derniers  progrès  de  la  science. 

«  Je  vous  prie  également,  Monsieur^  de  peser' ces  considérations  et,  si 
elles  vous  paraissent  justes,  d'appuyer  ma  réclamation  lorsqu'elle  vien- 
dra devant  l'Académie.» 

J'écrivis  peu  de  jours  après  à  M.  le  Président  de  l'Académie  de 
Belgique. 

«  Monsieur  le  Président,  je  ne  sais  pourquoi  j'ai  conservé  l'anonyme 
dans  la  lettre  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire  il  y  a  huit  jours; 
l'Académie  d'une  part  ayant  rendu  son  jugement  et  moi  de  mon  côté 
renonçant  à  reporter  mon  Mémoire  pour  le  concours  de  1876^  il  vaut 
mieux  à  tous  égards  que  je  me  fasse  connaître. 

il  Je  ne  veux  du  reste  rien  ajouter  à  ma  dernière  lettre,  dont  j'espère 
que  le  contenu  aura  frappé  votre  esprit. 

«Mais  je  tiens  à  vous  faire  connaître  les  motifs  qui  me  font  renoncer 
à  profiter  des  offres  bienveillantes  (quoique  arbitraires)  de  l'Académie 
à  mon  égard.  Mon  Mémoire  doit  paraître  dans  le  second  volume  de  ma 
Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  dont  la  publication  a  été 
promise  aux  souscripteurs  pour  le  mois  de  mars  4875  et  dont  j'ai  déjà 
six  bonnes  feuilles. 
«  *  r(  Je  serais  heureux,  monsieur  le  Président,  que  vous  voulussiez  bien  me 
faire  savoir  si  mes  raisons  vous  ont  paru  fondées  et  si  vous  me  ferez 
l'honneur  de  défendre  ma  proposition  devant  l'Académie. 

<c  Je  vous  ferai  remarquer  qu'en  l'adoptant,  l'Académie  ne  s'obligerait 
en  rien  à  modifier  les  termes  du  concours  pour  1876,  le  sujet  étant  assez 
vaste  pour  rester  utilement  à  l'étude,  pendant  bien  des  années^  après 
avoir  donné  lieu  à  bien  des  récompenses.  » 

M.  de  Tilly  me  répondit  le  2G  février  1875. 

m*  p.  22 
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a  MoQsieur,  je  viens  de  recevoir  aujourd'hui  l'ouvrage  que  vous 
m'annonciez  il  y  a  quelques  jours  et  je  m'empresse  de  vous  remercier 
pour  cet  envoi. 

lettre  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de  m'écrire  renferme  des 
épations  relatives,  d'une  part,  à  la  décision  prise  par  l'Académie; 
3  part,  à  la  question  mfime  qui  était  et  est  de  nouveau  mise  au 
irs. 
i  ne  pourrais  guère  discuter  la  décision  prise  sans   mettre  en 

ou  bien  les  autres  commissaires,  ce  qui  ne  serait  pas  convenable, 
n  les  règlements  de  l'Académie,  ce  qui  parait  inutile,  tout  con- 
it  étant  censé  les  connaître  et  en  accepter  les  conséquences. 

me  bornerai  à  une  simple  observaUon  :  si  la  lecture  des  rapports 

fait  croire  que  l'un  des  commissaires  avait  au  bout  de  la  plume 
)lutJon  autre  que  celle  qu'il  a  proposée,  vous  auriez  dû  logique- 
!n  conclure  qu'il  s'est  trouvé  devant  une  impossibilité.  L'Académie 
ivera,  je  pense,  devant  la  même  impossibilité  lorsqu'elle  recevra 
re  que  vous  avez  adressée  à  son  président. 

uant  au  fond  de  la  question,  je  dois  m'en  référera  mon  Rapport, 
rrai  que  sa  partie  la  plus  importante  n'a  pas  été  publiée,  mais 
niquementpour  la  raison  loyalement  exprimée  dans  l'autre  partie, 
lus  avez  lue.  Du  moment  qu'il  sera  prouvé  que  cette  raison  n'eiiste 

n'existe  plus,  soit  par  votre  déciaralion,  soit  par  la  publication 
re  travail,  en  dehors  de  l'Académie,  je  serai  tout  prêt  à  demander 
aon  Rapport  soit  complété  par  la  reproduction  textuelle  au 
m,  de  l'Annexe  actuellement  déposée  aux  Archives.  Alors  la  dis- 
D  du  fond  sera  possible.  Si  elle  doit  avoir  lieu,  elle  prouvera,  sans 

doute,  votre  compétence  et  même  votre  supériorité  dans  la  ques- 
ont  il  s'agit,  mais  elle  prouvera  en  même  temps,  j'espère,  que  les 
isions  des  Happorla  ont  été  mûrement  réOéchies,  et  par  des 
les  moins  arriérés  que  vous  ne  paraissez  le  supposer  dans  votre 

écrite,  d'ailleurs,  avec  une  courtoisie  de  forme  que  je  me  plais  à 
aaltre.  Veuillez  agréer,  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiments 
pect  et  de  sincère  sympathie,  n 

^ant  devoir  aller  jusqu'au  bout,  je  répondis  à  M.  de  Titly  le 


onsieur,  je  n'ai  rien  dit,  je  crois,  qui  pût  donner  à  penser  que  je 
Misse  arriérés  les  honorables  membres  de  la  commission  appelée 
rmon  Mémoire. 

DUS  avez  dit  dans  votre  rapport  : 

auteur  renvoie,  il  est  vrai,  à  un  mémoire  inséré  dans  les  Compta 
de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  mais  ce  mémoire  lui-même. 
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a  sauf  en  un  point  signalé  dans  l'Annexe,  me  parait  un  tissu  d'assertions 
9  sans  preuves.  » 

«  J'ai  bien  dû  conclure  de  là  que  vous  ne  connaissiez  pas  les  théorèmes, 
très-connus  aujourd'hui,  que  renferme  ce  Mémoire,  mais  j'ai  d'autant 
moins  songé  à  tous  en  faire  un  reproche  que  je  ne  les  connaissais  pas 
moi-même,  il  y  a  deux  ans,  et  que  je  les  ignorerais  peut-être  encore  si 
je  n'avais  pas  eu  à  produire  un  travail  personnel  sur  la  matiôre. 

«  Seulement,  le  fait  étant  constant,  j'ai  cru  pouvoir  dire  :  Vous  trouvères 
dans  l'ouvrage  de  M.  Hermite  les  démonstrations  rigotsreuses  que  vous 
demandez  et  auxquelles  je  n'ai  songé  à  apporter  que  des  éclaircisse- 
ments ;  et  je  crois  que  vérification  faite  vous  jugerez  bon  vous-mêmes 
de  revoir  votre  jugement. 

«Maintenant,  Monsieur,  je  vous  prie  de  me  permettre  de  vous  poser 
une  dernière  fois  la  question,  avant  que  la  discussion  ne  vienne  devant 
TAcadémie  :  à  quoi  pourra-t-il  servir  de  refuser  de  m'entendre?  A  quoi 
pourra-t-il  servir  de  maintenir  un  jugement  que,  d'après  son  aveu  même, 
la  commission  n'a  formulé  qu'à  son  corps  défendant,  parce  qu'il  fallait 
bien  en  rendre  un,  et,  au  fond,  en  évitant  de  se  prononcer,  faute  d'avoir 
la  certitude  de  ne  pas  se  tromper?  Je  prendrai  la  parole  quand  je  le  vou- 
drai, et  il  est  bien  clair  que  l'opinion  me  donnera  d'autant  plus  raison 
qu'on  m'aura  plus  opiniâtrement  refusé  une  chose  juste,  naturelle  et 
simple.  Pourquoi  ne  pas  éviter  ces  tiraillements?  A  quoi  bon  me  forcer 
à  porter  devant  le  public  une  question  qui  peut  se  résoudre  sans  éclat» 
par  l'application  la  plus  simple  des  principes  les  plus  élémentaires  de  la 
justice? 

«Vous  me  parlez  de  règlements  de  l'Académie,  mais  la  première  règle 
du  juge  (c'est  le  premier  article  du  Code  civil)  est  de  juger,  dans  les 
affaires  qui  lui  sont  soumises;  or  vous  n'avez  pas  jugé  dans  celle  dont  il 
s'agit,  vous  avez  remis  votre  jugement  à  deux  ans.  Comme  plaideur,  je 
réclame,  mais,  plaideur  de  bonne  foi,  je  n'en  appelle  qu'à  mes  premiers 
juges,  les  priant  seulement  de  ne  pas  repousser  les  preuves  qui  peuvent 
porter  la  lumière  dans  leur  conscience. 

«  Je  ne  puis  pas  m'empêcher  d'espérer,  tant  ma  cause  me  parait 
juste,  d'obtenir  votre  assentiment  personnel. 

Je  crois  que  l'Académie  de  Belgique  se  serait  fait  honneur  et  eût 
donné  un  bon  exemple  en  consentant  à  reviser  mon  procès.  Tous  les 
hommes  se  trompent,  et  à  plus  forte  raison  les  groupes  d'hommes,  mais 
une  erreur  réparée  grandit;  maintenue,  elle  amoindrit  au  carré. 

Le  rejet  de  ma  demande  me  fut  annoncé  par  les  deux  lettres  suivantes 
de  M.  de  Tilly  et  de  M.  Liagre. 


Bruiellas,  le  Biii*TalK7S. 

leur,  je  dois  une  réponse  à  la  dernière  lettre  que  vous  m'aveï 
ineur  de  cn'écrire.  J'ai  présenté  votre  demande  à  l'Académie 
indu  d'ailleurs  la  lecture  de  la  leLtre  que  vous  avez  adressée  à 
dent),  mais,  après  y  avoir  mûrement  et  consciencieusement 
e  n'ai  pu  l'appuyer  formellement,  ce  qui  du  reste  eût  été  par- 
.  inutile.  Jamais  la  classe  n'y  eût  consenti.  Elle  a  déclaré  main- 
iremière  décision.  Vous  traitez  trop  légèrement  les  questions 
laires  etl'exemple  que  vous  empruntez  au  droit  civil  n'est duI- 
incluant.  La  première  règle  du  juge  est  de  juger,  dites-vous, 
en  se  conrormanl  aux  lois  et  au  Code  de  procédure.  Certains 
recherche  de  la  vérité,  qui  seraient  quelquefois  très-efQcaces, 
ndant  interdits  à  cause  des  abus  graves  auxquels  ils  pourraient 
:u. 

ici  le  cas.  Nous  avons  jugé  d'après  ce  que  nous  savions. 
sGussion  entre  l'auteur  et  les  commissaires  est  admise  pour  les 
>  ordinaires.  Elle  est  formellement  interdite  dans  les  concours, 
doit  prendre  ses  précautions  pour  que  les  commissaires  trouvent 
les  sources  auxquelles  11  a  puisé .  Reste  à  savoir  si  ces  commis- 
t  fait  preuve,  dans  l'examen  du  Mémoire  tel  qu'il  est,  de  négli- 
!  mauvais  vouloir  du  d'ignorance.  J'attendrai  que  cela  soit  dit 
pondre.  Mais  je  dois  vous  faire  observer  que  la  phrase  que  vous 
de  mon  Rapport  ne  prouve  pas  que  je  n'aie  fait  aucune  objec- 
lehors  des  points  pour  lesquels  vous  renvoyez  aux  comptes 

grette,  Monsieur,  que  cette  affaire  n'ait  pas  pu  aboutir  à  nn 
)lus  satisfaisant  pour  vous,  etj'espère  bien  sincèrement  pouvoir 
us  prouver,  dans  une  autre  occasion,  l'estime  que  m'inspirent 
ux. 

l'honneur  d'Être,  avec  respect,  votre  bien  dévoué  serviteur.  » 
JH  DB  Trav. 

Bruxelles   le  9  mira  IS'S. 

;ieur,  dans  sa  séance  du  6  de  ce  mois,  la  classe  des  sciences  de 
lie  royale  de  Belgique  a  pris  connaissance  des  observations  que 
ivez  adressées  au  sujet  du  jugement  qu'elleavait  porté  sur  votre 
de  concours. 

lasse  a  cru  devoir  maintenir  sa  décision,  et  la  question  relative 
tions  d'une  variable  imaginaire  continuera  par  conséquent  à 
u  programme  du  concours  de  1876. 
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((  Veuillez  agréer^  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiments  les  plus 
distingués. 

«  Le  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie, 

J.  LlAGRE. 

«  Je  saisis  cette  occasion  pour  vous  offrir  les  remercîraents  de  l'Aca- 
démie au  sujet  de  votre  travail  imprimé  que  j'ai  offert,  en  votre  nom, 
à  la  classe  des  sciences,  lors  de  la  séance  mensuelle  de  samedi  der- 
nier, ))  ' 

Dès  que  j'eus  connaissance  de  la  décision  prise  à  Bruxelles,  j'adressai 
mon  Mémoire  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris. 

L'extrait  que  j'envoyai,  en  même  temps.,  pour  le  Compte  rendu  et  qui 
parut  dans  le  numéro  correspondant  à  la  séance  du  22  mars  1875,  con- 
tenait seulement  la  démonstration  de  ce  théorème  que,  pour  qu'une 

intégrale  double   /  /  zdxdy  n'ait  aucune  périodq,  il  faut  que  la  surface 

dont  les  coordonnées  sont  x^y^iz  contienne  une  courbe  double  de 

degré  ~ -,  m  désignant  le  degré  de  cette  surface,  que  son 

équation  puisse  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  m  fonctions 
linéaires,  augmenté  d*un  polynôme  de  degré  (m  —  3)  et  que  les  asymp- 
totes des  sections  parallèles  aux  m  plans  représentés  par  les  équations 
à  zéro  des  m  fonctions  linéaires,  ne  coupent  ces  sections  qu'en  (m  —  4) 
points  à  distance  finie. 
Voici  le  préambule  de  cet  extrait. 

Classification  des  intégrales  cubatrices  des  volumes  terminés  par  des  surfaces 
algébriques.  Définition  géométrique  des  surfaces  capables  de  cubature 
algébrique. 

Cl  Ne  pouvant  aborder  dans  cet  extrait  toutes  les  questions  traitées 
dans  mon  Mémoire,  je  me  bornerai  au  point  le  plus  saillant. 

«  Pour  qu'une  surface  algébrique  puisse  être  cubée  algébriquement,  il 
faut  évidemment  que  toutesses  sections  planes  soient  quarrables  algébri- 
quement. Or,  pour  qu'une  courbe  algébrique  de  degré  m  soit  quarrable 

algébriquement,  il  faut  que  cette  courbe  présente  ^ — ; -^ — : — - 

points  doubles,  ce  qui  résulte  des  travaux  de  M.  Glebsch,  et  que  toutes 
ses  asymptotes  la  coupent  chacune  en  trois  points  situés  à  l'infini,  ce 
que  j'ai  établi  dans  mon  Mémoire  intitulé  :  Classification  des  intégrales 
quadratrices  des  courbes  algébriques, 

«  Pourque  toutes  les  sections  planes  d'une  surface  aient^ -^ — Zl:ll 
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points  doubles,  il  faut  que  cette  surface  présente  une  ligne  doable  de 

—      '  ^.  Cette  condition  s'exprimera  par  des  équations 

ntités  finies  que  l'on  sait  former. 

lant  aux  autres  conditions,  elles  s'expriment  par  des  équations 
Térences  partielles  du  second  ordre  dont  il  s'agissait  d'obtenir  les 
lies  générales,  ce  à  quoi  je  suis  parvenu,  ce  qui  me  permet  de  for- 
te type  le  plus  général  des  équations  des  surfaces  algébriques, 
es  de  cubalure  algébrique,  n 

ticle  se  terminait  par  ces  mots  : 

1  appliquant  la  méthode  aux  surfaces  du  troisième  ordre,  on 
que,  en  dehors  des  surfaces  qui  auraient  partie  de  leurs  plans 
totes  à  l'in&ni,  les  seules  qui  soient  capables  de  cubature  algé- 
)  sont  les  cylindres  à  base  de  folium  et  k  base  de  trèfle, 

=  -+-^\/ï±I^     et       =±  ax      /ïm+x 
^      ~  1m\  x  —  m  *  2mVm— a: 

^és  l'un  de  l'autre.  » 

déjà  dit  qu'au  moment  de  donoei*  la  fin  de  la  copie  pour  mon 
1  volume,  j'avais  voulu  déterminer  la  relation  qui  devait  exister 
les  m  périodes  cycliques,  ou  résidus,  de  la  quadratrice  de  la 
B  la  plus  générale  du  m"**"  degré , 

question,  en  raison  de  l'état  d'avancement  de  la  théorie  et  des 
igesde  la  méthode  dont  je  me  sers,  était  beaucoup  plus  simple 
B  ne  le  paraissait  et  je  la  résolus  aisément.  J'en  adressai  la  solution 
adémie  des  sciences,  avec  la  lettre  suivante  pour  le  président. 

ionsieur  le  Président,  j'ai  démontré,  dans  mon  Mémoire  intitulé  : 
fication  des  intégrales  quadratrices  des  courbes  algébriquei,  que  si  les 
is  relatifs  à  (m  — 1)  asymptotes  d'une  courbe  de  degré  m  venaient 
Luuler,  le  m^*^  s'annulerait  aOSïi;  ou  que  les  m  périodes  cj- 
is  de  la  quadratrice  d'une  courbe  de  degré  m  sont  liées  entre  elles 
ne  relation  telle  que,  si  (m  —  1)  d'entre  elles  s'annulaient,  la 
devrait  s'annuler  également. 

ette  proposition  permettait  de  préjuger  que  les  m  périodes  cy- 
is  devaient  être  liées  entre  elles  par  une  relation  linéaire. 
Btte  relation,  au  reste,  était  déjà  connue  dans  le  cas  particulier 
)urbes  unicursales.  M.  Uermite  a  démontré,  en  effet,  d'après 
ebscb,  je  pense,  que,  dans  ce  cas  particulier,  la  somme  destnpê- 
i  cycliques  est  nulle. 
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«  La  même  relation  lie  enlro  elles  les  m  périodes  cycliques  de  la 
quadratrice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  je  le  démontre 
dans  la  note  ci-jointe.  J'espère  que  vous  voudrez  bien  autoriser  Tinser- 
tien  de  cette  note  aux  Comptes  rendus^  en  raison  de  Tiniérêt  qui  s'y 
attache,  au  point  de  vue  des  progrès  ultérieurs  des  théories  les  plus 
générales  du  Calcul  intégral.  » 

Ma  note  parut  dans  le  numéro  des  Comptes  rendus  relatif  &  la  séance 
du  3  avril  1875. 
En  voici  le  préambule. 

Relation  entre  les  m  périodes  cycliques  de  la  quadratrice  d^ une  courba 

algébrique  de  degré  m. 

a  J'ai  démontré,  dans  mon  Mémoire  intitulé  :  Classification  des  inté- 
grales quadratrices  des  courbes  algébriques,  que  si  les  résidus  relatifs  à 
{m  —  1)  asymptotes  d'une  courbe  de  degré  m  venaient  à  s'annuler,  le 
ffiiimê  s'annulerait  aussi  ;  ou  que  les  m  périodes  cycliques  de  la  quadra- 
trice d'une  courbe  de  degré  m  sont  liées  entre  elles  par  une  relation 
telle  que,  si  (m  —  i)  d'entre  elles  s'annulaient,  la  w«*««  s'annulerait 
également. 

«  Cette  proposition  permettait  de  préjuger  que  lesm  périodes  cycliques 
devaient  être  liées  entre  elles  par  une  relation  linéaire. 

«  Cette  relation,  au  reste,  était  déjà  connue,  dans  le  cas  particulier 
des  courbes  unicursales.  M.  Hermite  a  démonlré,  en  effet,  d'après 
M.  Clebscb,  je  pense,  que,  dans  ce  cas  particulier,  la  somme  des  m  pé- 
riodes cycliques  est  nulle. 

«  Il  est  facile  de  voir  que  la  même  relation  lie  entre  elles  les  m  pé- 
riodes cycliques  de  la  courbe  la  plus  générale  du  degré  m. 

Suivait  la  démonstration,  telle  que  je  l'ai  donnée  dans  le  chapitre 
xxxvii. 

Le  premier  volume  de  cet  ouvrage  a  paru  au  commencement  de 
septembre  1874,  le  second  en  juin  1875  et  le  troisième  va  paraître  en 
janvier  1876.  Ces  intervalles  étaient  prescrits  par  la  teneur  de  la  décision 
ministérielle,  qui  avait  réparti  la  souscription  du  département  de  l'Ins- 
truction publique  sur  les  trois  exercices  1874,  J875  et  1876,  mais 
leur  longueur  m'a  permis  d'apporter  plus  de  soins  aux  dernières  re- 
touches. ' 

L'aide  puissante  que  m'avait  accordée  le  Gouvernement  m'avait  permis 
de  réduire  le  prix  fort  de  l'ouvrage  à  la  faible  somme  de  vingt  francs. 
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Mais  je  désirais  répondre  à  la  confiance  des  premiers  souscripteurs, 
en  abaissant  encore  ce  prix  en  leur  faveur*  J'ai  pu  le  réduire  à. 

•  1 5  francs. 

* 

>  Au  mois  de  juin  1875, 118  souscripteurs  avaient  répondu  à  mon  appel, 
et  mes  espérances  étaient  de  beaucoup  dépassées. 

Depuis  cette  époque  le  nombre  des  souscriptions  s'est  élevé  à  175. 


FIN  DU  TOMB  TROISIEME  ET  DERNIER. 
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OUVRAGES  DU   MÊME  AUTEUR 


Éducation  intellectnelle 50  c. 

Les  Questions  sociales i  fr. 

Leçons  d^ Algèbre  élémentaire 4  fr. 

Leçons  d'Arithmétique  élémentaire , i  fr. 

Petit  Cours  méthodique  de  Géométrie  expérimentale 80  c. 

Nouvelle  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires.  —  Résumé 

des  Mémoires  qui  ont  paru  de  1858  à  1862  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées  de  M.  Liouville 1  fr. 

Cette  brochure,  qui  a  été  composé©  dans  le  caractère  et  avec  la  justification  employés 
pour  la  Théorie  des  Ponctions  de  variables  imaginaires^  peut  être  jointe  au  troisième 
volume  qu'elle  complète  utilement. 

Pour   paraître  prochalDement    s 

L'ALGÈBRE  DES  GÉOMÈTRES  GRECS 

C'est-à-dire  l'algèbre  dont  se  servaient  les  géomètres  grecs  et  telle  qu'ils 
l'eussent  prolongée,  sans  la  révolution  qui  en  fit  d'abord  un  appendice  à 
l'arithmétique  et  qui  en  dénature  encore  le  principal  caractère  j  précédée 
û*Opuscules  qui  en  forment  l'introduction  nécessaire,  intitulés  : 

De  ranalyse  dans  les  sciences, 
Du  rôle  général  de  Talgébre, 
Li'algébre  de  Viéte, 
De  Tunité  abstraite. 
De  Tbomogénéité, 
L'algèbre  de  Descartes, 
Ij^algèbre  de  Ne^rton, 
Classification  des  fonctions. 

Cet  ouvrage  formera  un  volume  de  18  à  20  feuilles,  dont  le  prix,  en 
librairie,  sera  de  7  fr.  50.  —  Les  personnes  qui  y  souscriront  avant  le 
1®' janvier  1877,  le  recevront /raaco  pour  le  prix  de  5  fr.  — Pour  les  libraires 
qui  souscriront  à  25  exemplaires,  le  prix  sera  de  4  fr.  l'un.  —  Ces  avantages, 
toutefois,  sont  réservés  aux  souscripteurs  des  300  premiers  exemplaires.  — 
On  souscrit  en  adressant  un  mandat  de  poste  ou  une  valeur  sur  Paris,  à 
M.  Cbété,  imprimeur  à  Corbeil  (Seine-et-Oise). 

L'ouvrage  paraîtra  d'avril  à  juillet  1877.  —  Il  sera  composé  dans  le  carac- 
tère et  avec  la  justification  employés  pour  la  Théorie  des  fortclions  de  variabhs 
imaginaires. 


Coubeil.  —  Typ.  et  stcr.  de  Ci\kté  fils. 
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